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1. L'equation fonc~ionnelle

(1. 1)

a pour solution gene 'ale la fonction suivante

(1. 2) ! (u, v) = G (u) H (v)-G (v) H (u),

ou G (11) et H (u) sont des fonctions q'JeIconques de u.

Ce fait est demontre dans notre article: Sur une equation !onctionnelle
cyclique d'ordre superieur (voir 1 ces Publications, NQ 70).

2. Envisageons main tenant I'equation fonctionnelle suivante:

(2. I) !(XI, X2+X3) !(X4+X5' X6+X7)

+!(Xl, X3+X4) !(X5+X6, X7+X2)

+!(Xl' X4+X5) !(X6+X7, X2+X3)

+ !(Xl, X5 + X6) !(X7 + X2, X3 + X4)

+ !(XI,X6 +X7) !(X2 +X3, X4 +X5)

+!(XI, X7 +X2) !(X3 +X4, X5 +X6) =0,

qui est cycI:que en variables X2, X3, X4, X5' X6, X7, tandis que l'equation (1. 1)
est cyclique en X2, X3, X4'

Si l'on fait X3=X5=X7=0, I'eq'Jation (2. 1) prend la forme suivante:

!(Xl' X2) !(X4' X6)+!(Xl, X4) !(Y6, X2)+!(XI, X6) !(X2, X4)=0.

C'est precisement l'equation (1. 1). Pui~que, en outre, la fonction (1. 2)
satisfait a I'equation (2. 2), on conclut que (1. 2) est vraiment la solution
generale de I'equation (2. I).

(2. 2)

1 Voir aussi:

D. S. M i t r i n 0 vie - S. B. Pre sic: Sur une equation fonctionnelle non lineaire
(Comptes rendus de I'Academie des sciences de Paris, t. 254, 1962, p. 611-613).
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3. Vne generalisation immediate de I'equation (2. 1) est l'equation
cyclique suivante

(3. 1) f (Xl' g (X2, X3») f( g(X4' X5)' g(X6' X7»)

+f (Xl' g (X3, X4) ) f (g(X5' X6), g(X7' X2»)

+f(XI' g(X4' x5»)f(g(X6' X7)' g(X2, X3»)

+f(XI' g(X5' x6»)f(g(X7' X2), g(X3' X4»)

+f( Xl' g(X6' X7») f (g (X2, X3), g(X4, X5»)

+f(XI, g(X7' x2»)f(g(X3, X4), g(X5, X6»)=0,

ou g (u, v) represente une fonc~ion donnee quelconque.

La fonction (1. 2) est egalement une solution de I'equation (3. 1), mais
dans Ie cas gene.'al Ia question relative au caractere de gene:alite de cette
solution reste ouverte. En d'autres termes, si Ia fonction g (u, v) est arbitrai-
re, Ia fonction (1. 2) n'est pas Ia solution gene ale de I'equation (3. 1). Ainsi,
par exemple, si

g (u, v) = u-v,

l'equation (3. 1) admet, comme solution particuliere, Ia fonction suivante

(3. 2) f(u, v) = u,

Iaquelle n'est pas con+enue dans (1. 2), car pour toute solution (1. 2) on a
f(u, u) =0, tandis qu'll n'en est pas ainsi pour Ia solution (3.2) de I'equation
cyclique (3. 1). Ce fait montre que Ia gene;'alisation (3. 1) de l'equation (2. 1)
n'est point triviale.

Cependant, si I'operation 0, definie par I'egalite

xoy=g(x, y)

possede I'element neutre e, c'est-a-dire Ion:qu'on a

xoe=eox=x=g(x, e)=g(e, x),

alors (1. 2) devient Ia solution generale de I'equation (3. 1).

Pour Ie demon~rer, il suffit de poser, dans (3. 1),

X3=x5=x7=e,

ce qui mene preci~ement a l'equation (2. 2). La demonstration s'acheve aise-
ment comme pour equation (2. 1).

Ceci aura lieu si l'on donne a g (u, v), par exemple, l'une des formes
suivantes:

g(u, v)=uv,
3

g (u, v) = -JU3 + V3,

g(u, v)=u+v+uv,

u+vg (u, v) = .
1 + UV2
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4. On pourrait faire aussi une autre extension de I'equation cyclique
(1. I), comme suit.

Soit g (UI, U2, ... , Uk) une fonction donnee de k variables mises en
evidence.

L'equation

(4. 1) F(XI' X2, X3, ..., X3koX3k-t-I)+F(XI,X3,X4, ..., X3k-t-I,X2)

+ . . . + F (Xl' X3k-t-I' X2' ... , X3k) = 0,
avec

(4. 2)

=j(UI,g(U2,U3, ..., UHI»)

x!( g (Uk-t-2, Uk-t-3' .. . , U2k-t-l), g (U2k-t-2, U2k-t-3' . . . , U3k-t-l») ,

est cyc1:que par rapport aux variables

L'equation (4. I) SUlVle de la formule (4. 2) sera nommee, dans ce qui
SUIt, equation (f).

L'equation (f) est une nouvelle gene'ali~ation de l'equation (1. I), et
e1le a egalement (I. 2) pour solution, mais Ie caractere de generalite de cette
solution demeure en suspens dans Ie cas ou g (UI' U2, .., , Uk) est quelconque.

Cependant, si la fonction g (Ul' U2, ... , Uk) verifie les conditions
suivantes

(4. 3) g (u, e, e, ... , e) =g (e, u, e, .,. , e) =g (e, e, u, e, ... , e)

=...=g(e,e,e, ..., u)=u,

e etant une constante, la [onction

(4. 4) !(U, v) = G (u) H (v)-G (v) H (u),

avec G (u) et H (u) [onctions arbitraires, est la solution gene;-ale de l'eq'uation (f).

Demonstration. - Si I'on remplace toutes les variables

sauf

par e, I'equation (f), dans Ie cas ou les conditions (4. 3) sont remplies, prend
la forme suivante

(4. 5) !(XI, X2)!(XHl, X2H2)+!(Xl' XHl)!(X2H2, X2)

+!(XI, X2H2)!(X2 XHI) = 0,

ce qui est, de fait, l'equation (1. I). Etant donne que, en outre, la fonction
(4. 4) verifie l'equation (f), i1 en reJulte que (4. 4) est vraiment la solution
gene;ale de I'equation (f).
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Remarquons que l'eq.Jation (f) a egalement comme solution generale
la [onction (4. 4) dans Ie cas ou

g(Ul' U2, ... , Uk)=Ul'

5. Tous les raisonnements indiques dans ce qui precede restent en
gueur si les variables independantes

vi-

l'element neutre e et la [onction

g(Ul' U2, ." , Uk)

sont des elements d'un meme ensemble que Icon que et si les valeurs de feu, v)
appartiennent a un corps convenablement choisi.


