
PUBLIKACIJE ELEKTROTEHNltKOG FAKULTETA UNIVERZITETA U BEOGRADU
PUBLICATIOMSDE LA FACULTI! D'I!LECTROTECHMIQUEDE L'UMIVERSITI!A BELGRADE

SERIJA: MATEMATIKA I FIZIKA - SERlE: MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE

N!! 69 (1961)

o JEDNOM DOVOLJNOM USLOVU ZA VAZENJE STROGOG ZAKONA
VELlKIH BROJEV A*

Zoran Pop-Stojanovic

(Primljeno 12. maja 1961.)

Predrnet ovoga rada su nizovi {Xn}, n = I, 2, .,. , rnedusoborn nezavis-
nih slucajnih prornenljivih ogranicenih u svorn skupu za koje je E (Xn) = 0,
n = I, 2, ... i bn=E (X~), a za koje se kaie da zadovoljavaju strogi zakon
velikih brojeva ako je:
P{Sn/n<E}= I, za svako n?:-N(E) gde je E>O unapred dato, N(E) utvrden

n
prirodan broj, a Sn=:; 2: Xk.

k~1

Od Kolrnogorova [1] potice sledeCi
1 00

S t a v 1. Ako red 2 2:
bn/n2 konvergira, gde je E>O unapred dato, tada

e: n~1

za niz {Xn}, n = I, 2, ... , vazi strogi zakon velikih brojeva.

Dokaz ovoga stava zasniva se na prirnenarna Borel-CantelIi-eve Ierne [2]
i sledece nejednakosti Kolrnogorova, koja daje procenu verovatnoce za uniju
nezavisnih dogadaja:

pL~I(ISkl?:-E)}<Bn/E2, gde je Bn=:;k~/k i E>O.

Ideja da se urnesto e:= const. uvede niz En UZ izvesne pretpostavke 0
brzini njegove konvergencije ka nuH, dove 1a je do sledeceg Cantelli-Stanoje-
vicevog stava [2], [4]:

4
Stay II. Ako En~O, En>O, En<y'2E4n-v n=l, 2, ... , i ako red

~I
(bk/k 2il~1 E;)

konvergira, gde je mk=2[log,kJ, tada je: P{ Hrn (Sn/nEn)=O}= 1.
n~+ 00

. U nasem jeziku ustalio se izraz "strogi zakon velikih brojeva" ma da je korektnije
upotrebljavati "jaki zakon velikih brojeva".
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Varijanta stava II je sledeci stay:

Stay II'. Ako En-->Oi ako yn'En/ +00, tada iz konvergencije reda

i (bk/k2E~k) gdeje m,,=2[lOg,kJ, sleduje P{1im (Sn/nEn)=O}=1.
k~1 n-too

Stay koji cemo sada formulisati daje dovoljan uslov za vazenje strogog
zakona velikih brojeva za niz {Xn}, n = I, 2, .. . , predstavlja izvesno uop8tenje
stava II' i dokazuje se b~z primene nejednakosti 0 proceni verovatnoce za
uniju nezavisnih dogadaja. On glasi:

00

Stay. Ako: 1° En->-O, 2° n'En/ + 00, i 3° red 2: (bn/n2E~) konver-
n~1

gira, tada P{lim (Sn/n En)=O}= I, sto znaCi da za niz {Xn}, n= 1,2, .., ,
n--->oo

vazi strogi zakon velikih brojeva.

Dokaz. Posmatrajmo niz slucajnih promenljivih

Njihovi drugi momenti su

E (Y;) = E
{C~I

(Xk/k Ek)
r}

=
k~t

(E (XZ)/k2 Ei),

jer je

n
Kakoje L(bk/k2'Ei)=O(I), za svako n, (ovo !>ledujeizpretpostavke 3°

k=1

stava),
n

to je L (Xk/k. Ek) = 0 (I). Dakle,
k=1

E
{C;I

(Xn/nEn)f}=
n~t

(bn/n2E;)< +00,

00

8tO znaci da red 2: (Xn /n En) konvergira. Na osnovu ovoga zakljucka i pret-
n=1

postavke 2° stava, dobijamo:

!~ C~I
(Xkk Ek)/(kEk»).in En=O.

(avo je zakljucak dobiven na osnovu Kronecker-ove leme (5]). Prema tome:

lim (Sn/n En)= 0,
n-oo

odnosno:

n--->oo

8to predstavlja strogi zakon velikih brojeva za niz {Xn}, n = I, 2, ... .
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Summary

ON THE STRONG LAW OF LARGE NUMBERS

Let {Xn}, n = 1, 2, ... , be a sequence of independent random variables
with E (Xn) = 0 and E (X~) ==bn. Here is proved the following theorem:

If 1° En-->-O, 2° nEn/ +00, and 3° the series ~ (bn/n2E~) is conver-
n~l

gent, than: P {tim (Sn/n En)= O} = 1, whose outline of proof is: from 3° follows
n-->-oo

00

that the series 2: (Xn/n En) is convergent. Than, from this fact and 2°, follows:
n~l

(with using Kronecker's lema)

lim (i (Xk k Ek)/k Ek
)

In En= 0, lim (Sn/n En)= 0
n--'>-+oo k=l n---'1>OO

and
P {lim (Sn/n En)= O} = 1.

n-oo
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