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1. - Dans cet article, nous presentons comme hypothese la formule
suivante:

(1. I)

(n = 0, I, 2, ... ; k = I, 2, ... )

. .. ) designe Ie polynome
d8

P~8) (x) = dx8
Pr (x).

N ous allons prouver toutefois la formule hypoth6tique (I. I) pour k = I, 2, 3.

2. - Preuve pour k = 1. - Designons par F(x, t) Ja fonction generatrice
des polynomes de Legendre:

ou Pr (x) (r= 0, I, 2, de Legendre et

(2. J) F (x, t) - (I - 2 x t + t2)-1/2

et par Dt et Dx les operateurs
d

Dt--,
dt

d
Dx=-

dx
lesquels sont commutatifs.

Par appJication de ces operateurs a (2. I),

Dt F= (x- t) £'3,

Dx F=t £'3.

on obtient les egaIitesl

(2. 2)

(2. 3)
De la on a

En y appliquant l'operateur D~, on obtient

(2.4)

---
1 Pour abreger l'ecriture, au lieu de F (x, t) on posera F.
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Pour t = 0 l'egalite (2. 4) devient

(n + I)! Pn+1 (x) + n! Pn' (x) = n! xL Pi, (x) Pi, (x) Pi, (x).
i.+i..+i3=n

Etant donne que -

(2. 5)

Ii partir de (2. 4) on trouve

(2. 6) P~+l (x) = L Pi, (x) Pi, (x) Pi, (x)
i.+i2+ia=n

(n=O, 1,2, ...).

Par suite, la formule (1. 1) est ainsi demontree pour k = 1.

3. - Preuv~ pour k = 2. - Si I'on applique les operateurs
(2. 2) et (2. 3), on obtient

(3.1) D~F=(3x2_1-4xt+2t2)p5,

(3.2) DtD>.F=(I+xt-2t2)F5,

(3. 3)

Vu ces dernieres formules, on verifie aisement que I'egalite

(3.4)
. est vraie.

Par application de I'operateur D; Ii (3. 4), on a

(D;+2 + 4 DxD;+l + 2 D; D;) F= 3 (X2+ 1) D; P5.

En y posant t = 0, il vient2

(n + 2)! Pn+2+ 4 {(n + I)! } P:+1+ 2 (n!) P: = 3 (X2+ I) . n ! L Pi,. Pi, . . .Pi, .
il+'" +i6=n

Done, la preuve de (1. 1) pour k = 2 se reduit Ii la verification de
l'egalite
(3. 5) (n + 2)(n + 1) Pn+2+ 4(n + I) P~+l + 2 P: = (X2+ 1) P:~2.

Selon (2. 5) on a

(3. 6)

(3. 7)

P~+l = xP~+2-(n + 2) Pn+2,

P: =Dx {xP:+1-(n+ I)Pn+d

= x {x P:~2-(n + 1) P:+2} -n {x P:+2- (n + 2) Pn+2}

= X2P:~2-(2 n + I)x P:+2 + n (n + 2) Pn+2.
--

2 Au lieu de P (x) on c!crira P.
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A I'aide de ces deux egalites, on trouve

(n+ 2) (n + I) Pn+2+ 4 (n + 1) P~+1+ 2 P~'

= (n + 2)(n + 1) Pn+2+ 4 (n + 1) {XP~+2-(n + 2) Pn+2}

+ 2 {X2P:~2-(2 n+ 1) XP~+2+ n (n+ 2) Pn+2}

= -(n+ 3)(n + 2) Pn+2+ 2 x P~+2+ 2 X2 P:~2

= (X2+ I) P:~2 + {(x2-1) P:~2 + 2XP:+2-(n + 2) (n + 3) PnH}

=(x2+1)P~~~.

C'est pre.cisement l'egalite (3. 5) qu'it fallait demontrer.

4. - Preuve pour k = 3. - Si l'on applique de nouveau les operateurs
Dt et Dx it (3. I), (3. 2), (3. 3), on trouve

(4. 1)

(4.2)

(4. 3)

(4. 4)

(4. 5)

D: F= 3 {5x3- 3 x- 3 (3 x2-1) t+6xt2-2 t3} F7,

D; DxF= 3 {2 x+ (X2- 3) t-2xt2 + 2 t3} P,

Dt D~ F= 3 t {2 +xt- 3 t2} F7,

D~F= 15 t3 P.

Selon ces egalites, on verifie que I'egalite

est vraiment exacte.

En appliquant I' operateur D~ it (4. 5) et puis, en posant t = 0, on trouve

(4.6)

(4. 7)

(n + 3) (n+ 2) (n+ 1) Pn+3+ 9 (n + 2) (n + 1) P:+2+ 12 (n + 1) P:~1 + 4P~"

= 15 X (X2 + 3) 2: Pi, Pi, . . . Pi, .
it+... +i7=n

La formule (4.6) conduit it (1. 1) pour k= 3 si l'egaIite

(n + 3) (n+ 2) (n + 1) Pn+3+ 9 (n + 2) (n+ 1) P:+2+ 12 (n + 1) P:~1 + 4P~"

=x (X2+ 3) P~~3
est vraie.

Selon (3. 6) et (3. 7) on a

(4. 8)

(4. 9)
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(4. 10) P~" =Dx {X2P~~2-(2n+ 1) xP~+2+n(n+2)Pn+2}

=x2P~~2-(2n-I)x P~~2+(n2-I)P~'2

= x2 Dx {x P~~3-(n + 2) P~+3}- (2 n- 1) x {x P~~3- tn + 2) P~+3}

+ (n2-I) {x P:+3-(n + 3) Pn+3}

=.x3 P:~3- 3 nx2 P:~3 + 3 (n2 + n-I) P:+3- (n2-I) (n + 3) Pn+3'
ees formules, on obtientD'apres

(n + 3)(n + 2) (n + 1) Pn+3+ 9 (n + 2)(n + 1) P:+2 + 12 (n + 1) P:~t+ 4 P:"

= (n + 3) (n + 2) (n+ 1)Pn+3+ 9 (n + 2) (n + 1) {XP~+3-(n + 3) Pn+3}

+ I2(n+ I){x2P:~3-(2n +3)XP~+3+(n+ 1) (n+3)Pn+3}

+ 4 {X3 P:~3- 3 nx2 P:~3 + 3 (n2 + n- 1) P:+3- (n2- 1) (n + 3) Pn+3}

= 4.x3 P:~3 + I2x2 P:~3- 3 (n + 2)(n + 5) x P:+3.

L'egalite (4. 7) re<;oit maintenant Ia forme qee voici

4.x3 P:~3 + 12 X2P:~3 - 3 (n + 2) (n + 5) x P:+3 = x (X2+ 3) P:~3
ou bien
(4. 11) (x2-I)P:~3+4xP:~3-(n+2)(n+5)P:+3=0.

Cependant, Ie polynome Pn+3 remplit I'equation differentielle de Legendre.
Done, on a
(4. 12) (x2-I) P:~3 + 2 x P:+3- (n + 3)(n + 4) Pn+3= O.

Par differentiation de I'egalite (4. 12), on obtient (4. 11). Done, la de-
monstration en question est aehevee.

5. - Remarques. - a) On verifie aisement la formule (1. 1) pour n = 0
et n = 1 (k arbitraire).

b) Les demonstrations de Ia formule (1. I) deviennent de plus en plus
compliquees avec la croissance de k ( = 4, 5,... ).

c) Les formules (2. 2), (3. I), (4. 1) suggerent Ia formule suivante:

(5. 1)
n

D; F=n! F2n+l
2: (-I)V (~) Pn-v (x) tv.

.v~o

Elle peut etre demontree aisement par I'induction complete.


