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On appelle triangulaires les nombres de la forme ¢,= %ﬂ), avec

n=1,2,... Onadonc #;=1, t,=3, t,=6, t,=10, t;=15. On a ¢,=1+2+3
+--+.+npour n=1, 2, ...

Parmi les nombres triangulaires il y a des nombres carrés, par exemple
11: 12, t8:62,‘ t49:352.

Nous démontrerons que si ¢, =y? est un nombre triangulaire carré, alors
le plus petit nombre triangulaire carré qui est plus grand que 7, est f3,.,,4,.

Soit donc t,=y% ou x et y sont des nombres naturels. On a

Bx+4y+1)@Bx+4y+2)
2

et, comme ¢,=)% on trouve 9¢,=y*+8¢,=)2+4x(x+ 1) donc

=97, +8y2+2(6x+3)y+1,

I3x+4y+1 =

tyriap+r1=9Y: +23.Qx+ D y+2x+1)E=2x+3y+1)?

ce qui prouve que le nombre triangulaire f5,,,4,4+, est carré.

Donc, ayant un nombre triangulaire carré ¢, =%, nous savons déterminer
un nombre triangulaire plus grand, f5,, 4,41

En partant du nombre triangulaire carré ¢; = 12, nous obtenons ainsi une
suite infinie croissante de nombres triangulaires carrés

(1) t1: 1, t8=62, t49:352, t288=2042’ t1681: 11892, 19800=69302’ e

Nous démontrerons maintenant que cette suite infinie contient tous les
nombres triangulaires carrés.

* C'est la conference que Monsieur le Professeur W. Sierpinski (Varsovie) a tenue a
I'Université de Zagreb, le 6 mai 1961.

Dans le Bulletin de la Société Royale des Sciences de Liége (1. 30, 1961, p. 189-194) a
paru récemment un article do 3 méme auteur sous le méme titre. Cependant, cette nouvelle
versicn de I'article mentionné apporte de nouveaux résultats sur les nombres triangulaires
carrés (Comité de la Rédaction des Publications).
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Admettons donc qu’il existe un nombre triangulaire carré qui n’est pas
contenu dans cette suite et soit f,=v® le plus petit de tels nombres,

Soit
2) x=3u—4v+1, y=3v—-2u—1.

Nous prouverons que les nombres x et y sont des entiers positifs, x <<u
et t,=)=>

u(u+l)

Comme ¢, =2, donc =v%, on a u?<<21? et u<v4/2, d’olt

2u<2+/2v<3v=4v—v<dyv—1,
donc 2u<d4v—1et x=3u—4v+1=u+2u—(4v-1)<u, donc x <u.

1 o ., )
Comme v=\/u(u2+ ), s’il était x< 0, on aurait, d’apres (2),

3u—4\/“—“‘2+—”+1<0,

dou Bu+12<8u(+1),donc 2+ 1<<2u et (u—1)2<0, ce qui donne u=1,
contrairement a 1’hypothése que u > 1.

url) 5
2

S’il était y<<0, on aurait, d’aprés (2), 3 u— 1<0, donc

Qu(u+1)<2Qu+1)?, dob u*+u<2, ce qui est impossible, vu que u>1.
Donc, y est un nombre naturel.

Or, on a
—4v+ 1) GBu—4v+2 2
tx=t3u~4v+1=(3u Al )2( UZAVED) _ g Wt 1y y 8y Gy ]
2 ut+u 9
et, comme ¢,=v% donc 9 5 =9t,=v?+4u(u+1), on trouve

1,=9v*+4u+4u—12uv—6v+1=3v—2u—1):=y%

Vu la définition du nombre u, comme x <u, ¢, est un terme de la
suite (1), donc aussi Zg,44y+1 €St un terme de cette suite. Or, il résulte de (2)
que 3x+4y+1=u: le nombre ¢, serait donc un terme de la suite (1), con-
trairement a 1’hypothése.

Nous avons ainsi démontré que la suite (1) contient tous les nombres
triangulaires carrés. Il en résulte que si z,=»% est un nombre triangulaire
carré, alors le plus petit nombre triangulaire carré plus grand que 7, est fg,445+1-

11 résulte tout de suite de I’identité
Qx+2y+1)2—(x+2y2—(x+2y+1)2=4 ("z;x—yz)
que si f,=y% on a
3) Cx+2y+1)2=(x+2y)2+(x+2y+1)*
et inversement.
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Il en résulte que les nombres triangulaires carrés donnent toutes les
solutions de I’équation (3) en nombres naturels x et y. Chaque solution de
I’équation (3) en nombres naturels x et y donne un triangle rectangulaire
dont les deux cdtés sont des nombres naturels consécutifs. Or, si I’on a un
tel triangle rectangulaire, dont les c6tés sont a et a-+1 (ou a est un nombre
naturel) et 1’hypoténuse naturelle ¢, on a ¢2=a2+(a+1)2, d’ol il résulte
que ¢ est un nombre naturel impair. Or, comme (@+ 1)2<c2=2a2+2qa+ 1<

(2a+1)2 on a a+l<c<2a+1 et les nombres x=c—a-—1 et y=a—c—;-1

sont naturels et on a a=x+2y et ¢c=2x+2y+1, d’ot on trouve 1’égalité
(3). T s’en suit qu’en partant des nombres triangulaires carrés r,=y2, on
obtient, a 1’aide de la formule (3), tous les triangles rectangulaires aux cHtés
naturels dont les deux cotés sont des nombres naturels consécutifs.

Ainsi la solution ¢, =12 nous donne 5%2=32+42 ;=62 donne 292 =202
+ 212, t,0=135% donne 1692=1192+ 1202

Il est a remarquer que déja Euler savait que pour »n naturels les
(3+242)-(3-242)

4V2

tringulaires. Il savait donc qu’il existe une infinité des nombres triangulaires
carrés.

Désignons par txn:yi le n-itme terme de la suite (1). Comme |’a
remarqué D. Blanus$a, on a les formules

(x) x":[(\/m)"-_(g-_;x]’, b 82VT) = (3-292)"
2 4.2
En effet, ces formules sont évidemment vraies pour n=1. Supposons
qu’elles sont vraies pour un nombre naturel n. Comme nous avons démontré
plus haut, on aura x,;;=3x,+4y,+1, donc, d’aprés (*), vu que 3+2\/§
—(4/2+ 1)2, on vérifie sans peine que

fna=3 [(\/27“ "2~ ‘V]Z(x/'fﬂ)z"— (Va-1* [(\/f+ D™ (/2 l)nﬂ}f

nombres sont naturels et leurs carrés sont des nombres

2 2 2

On en trouve sans peine

[(\/2—+1)n+1_(\/§"_1)n+1] [(\/'2--+1)n+1+(\/5_1)n+1:|2
Xntrtl= — 4+ 1= ,

2 2
donc

!
*n-+1 2 9 4

_Xnt1 Xty +1) _L [(\/f+1)2"+2_(\/2'_1)2n+2}2

- (3+2\/’i)n+1_(3_2\/_2)n+1 2
*[ 442

_(3+2/2)"1-(3 -2\/3)"“'

2
et. comme f,  =Yni1, ON €N LrOUVE Y, = 4z
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Les formules (*) sont donc vraies pour le nombre n+1, et il s’en suit
par linduction qu'elles sont vraies pour n=1,2, ..., c. q. f. d. 1l en résulte
que les formules d’Euler donnent (pour n=1, 2, ... ) tous les nombres trian-
gulaires carrés.

v I3 I3 . N X;
D. Blanu$a a démontré aussi que pour n pairs, les nombres =2 et
2

x’|+1

x,+1 sont des carrés et pour » impairs les nombres x, et sont des

carrés.

K.Zarankiewicz a posé le probleme d’existence d’un triangle rectangu-
laire dont chacun des cOtés soit un nombre triangulaire. On connait un tel
triangle dont les cOtés sont ¢35 =8778, f143=10296 et #,4,= 13530, mais on
ne sait pas si P’en existe d’utres et si leur nombre est fini. Or, on peut dé-
montrer qu’il existe une infinité de triangles rectangulaires dont les deux cotés
sont des nombres triangulaires et I’hypoténuse est un entier. Nous démontre-
rons méme le théoréme suivant:

Théoréme. Il existe une infinité de triangles rectangulaires dont les
deux cotés sont des nombres triangulaires successifs et I’hypoténuse est un entier.

Démonstration. L’égalité

4) 5+ a1 = [Ru+ D)2
équivaut a I’égalité
5 w2+ (u+ 1)2=12

En effet, on peut écrire I’égalité (4) sous la forme
W Qu+ 12+ Qu+1)2(u+1)2=Qu+1)2y2

et en divisant par (2u+ 1)2 on trouve I’égalité (5).
Inversement, en multipliant ’égalité (5) par (2u + 1)? on trouve I’égalité (4).

Or, comme nous avons démontré plus haut, ’équation (5) admet une
infinité de solutions en nombres naturels u et v. Le méme est donc de I’équ-
ation (4), et notre théoréme se trouve démontré.

Par exemple de 32+42=152 20%2+212=292, 1192+ 1202-:1692, on trouve:
12+ 5= (1.52 th+ta—=(41.29)2, ths+ t30—(239.169)2.

On pourrait démontrer que cette méthode fournit toutes les solutions
de I’équation t§u+t§u+1=w2 en nombres naturels u et w.

Or, il existe d’autres triangles rectangulaires dont les c6tés sont des
nombres triangulaires et I’hypoténuse est un entier: le plus petit d’entre eux

est le triangle aux cdtés t;, #; et 39. On a aussi t-2,+t§=532.

Remarque. Pour les références voir notre article paru sous le méme titre dans le
Bulletin de la Société Royale des Sciences de Liége, t. 30, Ne 5—6, 1961, p. 189—194.



