
PUBLIKACIJE ELEKTROTEHNICKOG FAKULTETA UNIVERZITETA U BEOGRADU
PUBLICATIONS DE LA FACULTE D'ELECTROTECHNIQUEDE L'UNIVERSITEA BELGRADE

SBRI1A: MATBMATIKA I FIZIKA - SERIB: MATHEMATIQUBS BT PHYSIQUB

N!! 62 (1961)

SUR UNE CLASSE D'EQUATIONS FONCTIONNELLES
BILINEAIRES A PLUSIEURS FONCTIONS INCONNUES

J. Aczel

(Re~u Ie 14 mai 1961)

1. Dans Ie Numero 5 de ces Pub I i cat ion s D. S. Mitrinovic (6] a
determine les solutions continues et derivables de l'equation fonctionnelle

(I) f (x) + g (y) = h (x) k (y)

(cf. aussi [4]). Depuis, l'auteur de la presente note a determine toutes les
solutions de (1) sans supposer aucune condition de regularite sur les fonctions
f, g, h, k figurant dans (1) ((7] et [9]).

O. E. Gheorghiu a examine dans Ie Numero 37 de ces Pub I i cat ion s
(8] deux equations de la forme

(2) f (x) + g (y) = h (x) k (y) + P (x) q (y)

du meme point du vue.

Dans cette note-ci nous donnons la solution generale de l'equation
fonctionnelle

(3)
n

L fk (x) gk (y) = 0
k~1

contenant aussi (1) et (2) comme cas particuliers. Cette equation etait deja
consideree par O. Suto (2] sous conditions de differenti abi lite, mais nous ne
poserons aucune condition de regularite sur les fonctions fb gk (k = 1, 2, . . . , n)
figurant dans (3) (cl. aussi (10]). On peut meme considerer Ik et gk comme
delinies sur des ensembles quelconques et ayant des valeurs dans un corps alge-
brique que/conque.

Nous finirons en indiquant encore une application.

2. Commenf,;ons par Ie cas Ie plus simple n = 2 de (3), a savoir

(4) 11 (x) gl (y) +12 (x) g2 (y) = 0

(c'est cette equation qu'on res out souvent dans la theorie d'equations diffe-
rentielles de la physique mathematique par la "methode de separation de
variables", cf. (10]).



I I II III IV

1'1 I, 0 f, 0

(5) 12 12 12 Cf, 0

g, 0 g, - Cg2 g,

g2 0 0 g2 g2
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Si g2 (y)=O, alors ou 11 (x) ==0 et gl (y) est arbitraire, ou bien gl (y)=O
et alors 11 (x) est arbitraire.

Si d'autre part g2 (y) ¥' 0, il existe alors un Y = Yo dans l'ensemble con-
sidere tel que g2 (YohioO. Substituons ce Yo pour Y dans (4) et divisons par
g2 (Yo)' il vient

12 (x) = -
gl (Yo)

11 (x) = C/1 (x)
g2 (Yo)

En resubstituant cela en (4), nous obtenons

(C = const).

11 (x) [gl (y) + Cg2 (y)] = 0,

donc ou 11 (x)=O, ce qui entraine la relation 12 (x)-O, OU gl (y) + Cg2 (y)=O,
c'est-a-dire gl (y) = - C g2 (y).

Ainsi la totalite des solutions de (4) est donnee par Ie tableau suivant:

(La "methode de separation de variables" mentionne ci-dessus n'en donne
que la colonne III).

3. On peut reduire toute equation de fa lorme (3) succesivement a une
equation de la lorme (4). Pour prouver cela, il suffit de montrer comment on
peut reduire

(6)
n+1

L Ik (x) gk (y) = 0
k~1

a une equation de la forme (3).

Si gn+1 (y)-O, alors (6) est deja de la forme (3), et In+1 est arbitraire.

Si gn+1 (y) ¥' 0, il existe alors un y = Yo tel que gn+1 (Yohi:O. Nous sub-
stituons cette valeur au lieu de Y dans (6) et divisons par gn+1 (Yo):

n gk (Yo) n

In+1 (x) = - L .. Ik (x) = L Cklk (x)
k~1 gn+1 (Yo) k=1

(les Cdk = I, 2, .,. , n) etant des constantes) ce qui donne en resubstit.uant
dans (6)

(7)

(8)
n

L Ik (x) [gk (y) + Ck gn+1 (y)] = 0,
k=1

ce qui est deja une equation de la forme (3), c. q. I. d. - Naturellement,
on peut effectuer cette reduction aussi en substituant un element fixe

Xo (In+1 (xoh~o0),
au lieu de x en (6).



I II III IV

I all +b12 bl2 + aA (a+ bC)J;. +aA aA + bB + c
+ aA + bB + c + bB + c + bB + c

hi Il+A A Il+A A
(12)

pi 12+B 12+B CI,+B B
g -c Ag, - C (B-AC)g2-c Agl +Bg2 - c

k a gl+a - Cg2 + a gl +a
q b b g2+b g2+b

I ah+bp+c

h h

(13) p p

g
-c

k a
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4. A titre d'exemple reso1vons l'equation (2) (l'equation
effet deja re30lue dans 17) et )9) par cette methode):

(2) f (x) + g (y) = h (x) k (y) + p (x) q (y),

Y=Yo:
(9)
resubstitution en (2):

g (y) = h (x) [k(y)-a] +p (x) [q (y)-b]-c,

(l) etait en

f(x) = ah (x) + bp (x) + c,

(10)

x=xo:
(11)
resubstitution

g (y) = A [k (y)-a] + B [q (y)-b]-c,
en (10):

[h (x)-A] [k (y)-a] + [p (x)-B] [q (y)-b] = 0,

ce qUI est deja une equation de 1a forme (4) avec

fl(X)=h(x)-A, gl (y)=k (y)-a, f2(X)=P(x)-B, g2(y)=q(y)-b.

Ainsi en vertu de (5) on a - en prenant aussi (9) et (11) en consideration -

ou dans une forme un peu plus simple (les constantes a, b, c dans II, III
et IV etant differentes de celles en (12)):

II

bp+c

III

ah+c

IV

c

a h a

p Ch + b b

ak - c bq - c ak + bq - c

k - Cq + a k
q b b q q

ou iI, b, c, C sont des constantes arbitraires, h et p, resp. p et k, resp. h
et q, resp. k et q des fonctions arbitraires, est fa solution generale de ['equa-
tion fonctionnelle (2).

En app1iquant (13), on peut aussi determiner 1es solutions communes
des deux equations

f(x) + g (y) = h (x) k (y) + Kp (x) q (y),

s (x) + t (y) = [h (x)-Lp (x)] q (y) + p (x) k (y),

de 1a forme (2) considerees dans (8).



I II-III IV

11 au Fl +a12 F2 au F1 0

(16) 12
I

a2l F1 + a22 F2 an Fl 0

gl 0 b12 G 2 bu G1 + b12 G2

g2 0 b22 G2 b21 G1 + b22 G2

(au b12 + a21 b22 ~0)
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5. En appliquant la methode exposee dans 3, on peut determiner aussi
explicitement la solution generale de l'equation fonctionnelle

(3)
n

.L fk (x) gk (y) = 0,
k~1

ce qui generalise aux fonctions quelconques Ie resuItat de O. Suto [2] relatif
aux tonctions derivables. Nous demontrerons en effet Ie theoreme suivant:

The 0 rem e 1. Toutes les solutions de (3) se laissent ecrire dans la forme

(14)
r n

ik (x) = .L aki Fi (x), gk (y) = .L bkj gj (y)
i~1 j~r+1

(k=I,2, ..., n)

ou r est un nombre entier entre 0 et n et Fl, F2, ... , Fr d'une part et Gr+!,
Gr+2' ... , Gn d'autre part sont des fonctions arbitraires mais lineairement
independantes entre elles et aki, bkj(k= 1,2, ... , n; i= 1,2,

'"
, r; j=r+ I,

r + 2, ... , n) sont des constantes arbitraires satisfaisant aux relations
n

.L akibkj=O
k~1

et inversement, toutes les fonctions de la forme (14) sous les conditions (15)
satisfont d (3).

o n

NB. .L
~ 0,

.L
~ 0 par definition. - II n'est pas necessaire que tous les Fi et Gj

I n+1
figment effectivement dans (1) car par ex. il peut etre que akr ~ 0 (k ~ 1, 2, ... , n).

Demonstration. Nous procedons par induction. Dans Ie cas n = 2 nous
ecrivons (5) sous la forme

(15) (i= 1,2, ... , r; j=r+ I, r+2, ... , n)

ce qui est juste, car dans I resp. IV au Fl + a12 F2 et a21 Fl + a22 F2 resp.
bu Gl + b12 G2 et b2l Gl + b22 G2 sont en general arbitraires, cependant dans
II - III ou au = 0 et alors b22 = 0 en vertu de au b12 = - a21 b22 (car au = a2l = 0
est deja compris en IV) et similairement b22 = 0 entraine au = 0, ce qui est
la solution II dans (5); ou bien au #0, b22#0 et alors

a 21 b12 .. a2l b12
-= --=C et J2=a21Fl=-auFl=Cfv gl=b12G2=- b22 G2= -Cg2
au b22 au b22

ce qui est la solution III de (5). D'autre part II et III de (5) sont de la
forme II-III de (16). Le tableau (16) montre que Ie theoreme a demontrer
est valable pour n = 2.
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Nous devons encore montrer que la validite du theoreme pour n entraine
celle pour n + 1. Pour cela il faut considerer l'equation (6). Comme nous
avons deja vu en 3, il faut distinguer deux cas:

A) gn+1(y)=O. Alors In+1 est arbitraire et (3) vaut pour 11./2' . . . ,f,,,
gl, g2' . . . , gn done par I'hypothese d'induction

(14)
r

Ik (x) = .z: 0kl FI (x),

1~1

n

gk (y)
= .z:

bk) G} (y)
j~r+1

(k = I, 2, . . . , n).

La fonction arbitraire In+1 peut etre a) lineairement dependante ou b) line-
airement independante de F1, F2, . . . , Fn. Dans Ie cas a)

(17)
r

In+1 (x) = .z: a"+1, 1F1(x)
I~I

et nous pouvons aussi ecrire (en designant par Gn+1 une fonction arbitraire
lineaiTement independante de Gr+1, GrH,..., Gn)

(18~
n+1

gk (y) = .z: bkj Gj (y)
j=r+1

(bk, ,,+1 = 0; k = I, 2,.. . , n)

(19)
n+1

gn+1(y)=O= 2, bn+1,jGj(y) {b"+1,j=O, j=r+ I, r+2,... ,n, n+ I).
j~r+1

(14), (17), (18) et (19) donnent ensemble I'analogue de (14) pour n + 1. -
Dans Ie eas b) nous prenons Fr+1= In+1 comme nouvelle fonction independante
a cote de F1,F2,

'"

, Fr et nous renumerons Gr+1' Gr+2' ... , Gn a Gr+2'
Gr+3' '"

, Gn+1 (et pour cela aussi bkj a bk,j+1) et alors nous avons

r+1
!k (x) = .z: Okl FI (x)

1=1
(Ok,r+! =0; k= 1,2, ... , n)

r+1
In+1 (x) = .z: 0n+1, 1FI (x)

1~1
(On+1,1=0, ;=1,2,

'"
,r; a,,+1.r+1=1),

n+1
gk (y) = .z: bkj Gj (y)

j=r+2

n+1
gn+1 (y)=O = .z: bn+1,j Gj (y)

j=r+2

(k = I, 2, ... , n)

(bn+1,j=O, j=r+2, ... , n+ I).

Aussi ces-ci sont des formules de la forme (14) pour n + 1.

B) Si gn+1 (y) ¥=0, il existe alors au moins un Yo tel que gn+1 (Yo) =1=0,
no us avons done (7) et l'equation (8) de la forme (3). L'hypothese d'induc-
tion donne

(20)
r

Ik (x) = L Ok;F; (x)
1=1

(k = I,' 2, '"
, n)
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et

(21)
n

gk (y) + Ck gn+1 (y) = .2: bkJ Gj (y)

j~r+1
(k= 1,2, ... , n).

De (7) et de (20) il suit

(22)
r

fn+l (x) = .2: an+l,;Fi(X).
i~1

II faut de nouveau distinguer deux cas ~elon que gn+1 eA a) lineairement
dependan't ou b) lineairement independant de Gr+l, Gr+2' ... , Gn. Dans Ie
cas a) (Gn+1 etant de nouveau une fonction arbitraire lineairement independante
de Gr+l' Gr+2' .., , Gn)

(23)
n . n+1

gn+1 (y) = .2: bn+1,j Gj (y) = .2: bn+1, j Gj (y)
j~r+1 j~r+1

subsiste et de (21)
n n+l

gdY) =
.2: (bkj-Ckbn+1,j) Gj (y) = .2: b'kj Gj(y)

j=r+1 j~r+1

(24)

j = r + 1, r + 2, . . . , n; b'k. n+l =0; k = 1, 2, . . ., n).

(20), (22), (23) et (24) donnent ensemble de nouveau des solutions de la
forme (14) avec (n + 1) au lieu de n. - Finalement, dans Ie cas b) nous
prenons Gn+1= gn+1 comme nouvelle fonction independante a cote de

et ainsi (21) entraine
n n~.1

gk (y) = 2: bkJ Gj (y)- Ck Gn+1 (y) = .2: bkj Gj (y)
j~r+1 j=r+1

k = 1, 2, .., , n),
n+1

gn+1(Y)= .2: bn+1,jGj(Y) (bn+1,j=O j=r+l, r+2,...,n; bn+1,n+1=I).
j=r+l

Ces formules donnent avec (20) et (22) de nouveau un systeme de solutions
de la forme (14) avec (n + 1) au Jieu de n.

Ainsi, tous les cas possibJes ont ete pris en consideration et Ja formule
(14) se trouve demontree par induction.

Pour demontrer Ja validite de (15) nous avons besoin du Jemme suivant.

L e m me. Si les fonctions

Fj (x) (i = 1, 2, ... , r)
d'une part et

Gj(Y) (j=r+ 1, r+2, ... , n)

d'autre part sont lineairement independantes entre elles, alors Ie systeme de
fonctions a deux variables

{Fl(x) Gj(Y)} (i= 1, 2, ... , r; j=r+ 1, r+2, ... , n)

2 Publikacije
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est aussi lineairement independant, c' est-a-dire

(25)
r n

2: 2: Cij Fi (x) Gj (y)=O
;~I j~r+1

entraine ciJ = 0

(i=l, 2, ..., r; j=r+l, r+2, ..., n).

Demonstration du lemme. Substituons en

pour x un element

r n

L 2: cij Fi (x) Gj (y)~O
;=1 j~r+1

fixe Xo, alors

r n

2: 2: Cij Fi (Xo) Gj (y)=O,
i~1 j~r+1

c'e~t-a-dire

n

2: bj Gj (y)~O,
j~r+1

ou
r

bj = 2: Cij Fi (Xo)
i~1

(j=r+l, r+2,...,n)

et a cause de I'independance lineaire des Gj(y) (j=r+I,+2, ...,n), il
faut que

(j = r + I, r + 2, ... , n)
c'est-a-dire

r

2: cij Fi (xo) = 0
i~1

(j=r+ I, r+2, ... , n).

Mais cela doit subsister pour toutes les valeurs x possibles, donc
r

2: Cij Fj (x) =:= 0
;~I

(j=r+ I, r+2, ... , n),

ce qui entraine a cause de l'independance lineaire des Fi (x) (i = I, 2, . . . , r)

cij=O (i=I, 2, ..., r; j=r+l, r+2, ..., n),
c. q. f. d.

Fin de la demonstration du theoreme 1. En substituant (14) en (3), on
arrive it.

n r n

2: L L aki bkj Fi (x) Gj (y) = 0,
k~1 i=1 j=r+1

ce qui en vertu de la relation (25) du lemme ne peut subsister que si

(15)
n

L aki bkj = 0
k~1

(i = I, 2, ... , r; j = r + I, r + 2, ... , n)

et ainsi la demonstration du theoreme e.>t achevee.

6. Comme application nous voulons traiter encore I'equation fonctionnelle

(26)
m m

2:
fk (x) gk (y) = 2:

fk (y) gk (x),
k=1 k~1
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comideree par L. J. Magnus [I] et T. Popovieiu [5]. L'equation (26) est une
equation de la forme (3), oil

n=2m, f;"+k (X)=gk (x),

Ainsi (14) donne

(k=I,2,...,m).

(27)
r

fk (x) = L aki Fi (x),
i=1

r
gk (x) = L a' ki Fi (x)

i~1

(28)
2m 2m

gk (y) = 2. bkj Gj (y), fk (y) = L b' kj Gj (y).
;=r+1 j=r+l

Puisque, entre Ies aki' a'ki, bkj, b'kj peuvent se trouver des zeros, (27) et (28)
signifient, que les fk (et de meme les gk) peuvent etre exprimees avec au
plus r' = min (r, 2m - r) < m fonctiom lineairement independantes. En ajoutant, si
nece3saire, encore m - r' fonction, independantes avec des c'Jefficients O-s, on a

(29)
m m

fk (x) = L aki Fi (x), gk (x) = L bkj Fj (x).
i~1 j~l

En substituant cela en (26) et employant (25) du Lemme de 5, on a

(30)
m m

L aki bkj = L akj bki

k=1 k=1

(i=1,2, ..., m; j=I,2, ..., m)

et cela donne Ie

The 0 rem e 2. Toute solution de ['equation fonetionnelle (26) est de la
forme (29), ou Fv F2' ... , Fm sont des fonetions lineairement independantes et
aki' bkj (i, j, k = I, 2, ... , m) sont des eonstantes arbitraires avec la restriction
(30) et reeiproquement, toutes les fonctions de la forme (29) avec !a restriction
(30) satisfont a (26).

Ainsi tous les deux membre~ de (26) doivent etre de la forme

m m

L L Cij Fi (x) Fj (y), OU
i~1 j=l

Cij (= i aki bkj )= Cji (i= 1, 2, ... , m; j= 1,2,..., m).
k-I

Si, en particulier, dans (26) p. ex. fv f2,
'"

, fn sont des fonctions
lineairement independantes, alors it doit etre

m
gdx) = L bkj}j (x)

j=1

et de (30) (etant dans ce cas aki=aki={~
:~ ~::)

bij=bji (i~1,2, ..., m;j=I,2, .., ,m).

Ceci est en accord avec ll] et [5].
Pour des autres applications, voir encore O. Suto [2] et [3].
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