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UN THEOREME SE RAPPORT ANT AUX SERIES SEMI-CONVERGENTES

Lazar Karadth'

The 0 rem e I. - Supposons que les termes des suites {Sm} et {Tn} sa-
tisfont aux conditiol1s:

(I)
{

0<Sr<S2<...<Sm->00, m-->oo,

0< Tr< T2<"'< TI1-> 00, n-> 00,

(m ~ n).

S'il existe une telle suite de nombres {)'I1} (/'11> I) que la suite

(2)

(dm est un nombre entier positij plus grand ou egal uu zero)
ait un nombre fini de points d'accumulation dans l'intervalle

(3) 0<1= limrl.lI~limrl.n=L<oo,
fl---+oo II --> 00

et que

{

(Sm-Sm-l)Am-+o, n-+oo,

(Tm - Tm-rJ /'m--> 0, n -.+ 00 ,

0< lim _~m (I_=~e\~2.- -- ~jim __~ml~~.-2/j'I1l.-

11-+ 00 T,n 'd
( I - l /Am -<-d

) 11--> 00 Tm ~ d ( I - I/Am
-t-d

)
I 111 I tn

'

111 tn'

suite

<00 ,

(4)

alors la

est bornee. Dans Ie cas special cette suite converge si

(5) hm rl.ncc C
n--+oo

(o<C<oo )

au bien si la difference

est constamment positive, mais sous condition que les relations (3) et (4) sont satisfaites.

Supposons que les conditiom (I) et (4) sont satisfaites. Les suites {Sm}
et {Tn} p~uvent alors etre ecrites sous la form~
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Sm
-

Sl S2-S1
'"

Sm-Sm-J
-

SIAl (1 -
19 (1-J / ' »++---+ +- -~ e "-I

M M M M M

(6)

m A
+ L (Sk - Sk-1) ~ (1- elg (I-JOCk» et

k~2 At

T" =
T1 + ~ i (Tk- Tk-1) =

T1 Al (l-elg(l-I/Ak»+
M M At k~2 M

1/

"+ L (Tk - Tk-1) ~ (1- elg (l-IO'-k»

k~2 At
Sl/'l<M, (Sm-Sm-1)Am<M; T1Al<M,(T,,-T"-1)A,,<At.

supposition (I) it s'ensuit que dans les relations

ou

Dt: la

(7)
(Sm - Sm-1) An, c---~- - =em

m-I

M TI (I-I/Ak)
k~t

et
1/-1

M TI (I - I/Ak)
k~1

les suites {cm} et {c,,'} divelgent, c.ad. Cm-->OO,m-->oo et c,,'-->oo, n-+oo, car
si elles convergeai.::nt ou etaient bornees, les suites {8m} et {Tn} convergeraient,
ce qui n'est pas Ie cas. Lorsqu'on prend en consideration que les droites x = Cn
et x = C,,' ainsi que l'axe x sont des paraleles aux droites passant par les points
donnes d'apres lesquels ont ete formees, selon Ie procede connu [1], les sommes (6).

Si cn'-cm= 0 (1), n->oo (n=m+dm) il resulte alors de (7), que la suite (2)
est egalement bornee, ou si la suite {cn' - cm} converge, la suite (2) converge
alors aussi. Geometriquement, il est evident que la suite {Tn - Sm} SOUScon-
dition (4) converge selon que la suite {cn' -cm} ou la suite (2) converge ou
ne converge pas, ce qui etait a demontrer. Ainsi, par exemple

lim (Tn - Sn) =!im ( i 1
-lg pH n)= Cp

II--> 00 n-->oo k<n k 19k Ig2k,. . 19pk
(lgp n = Ig 19p-l n, Cp< 00 )

car, d'apres Ie theoreme ci-dessus

De meme,

I
- -. U

---

I',
n 19n Ig2 '1. . .lgp n

- 11m rxn= I I 1) -
,

n->oo g p+l n - gp+ (In-

de ce theoreme iJ resulte

n-+oo.

. n 1 )lim (L - - 19n = C,
11--> 00 .k~ I k

ou C represente la constante d'Euler, car

lim rx ~___n--.!!.- = 111
'

,
n-->oo 19n-Ig(n-l)

n->oo,
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Envisageons la serie a termes reels 2 an qui converge, mais non pas d'une
I

fa~on absolue. Si la somme partielle de cette serie est ecrite de la fa~on suivante:
n r s

Sn = 2 ak = 2 apk + 2 aqk = S,.- Ts ,
I k~1 k~1

(Pt<P2-:::...<P"qt<q2<...<Qs; apk>O, aqs<O;

D'apres cette supposition il est evident que

(8)

r+s=n).

r 5

limSr = lim L apk = 00; lim Ts = lim - 2 aqk = 00 .
r +-oo r400 1 s +~ S-""ryJ k,=1

D'apres Ie theoreme 1 on peut formuler cc

The 0 rem e 2. - Que la serie d coefficient reels

00

2 all

I

soit convergente, mais non pas d'une fac;on ahsolue
n premiers termes soit ecrite sous la forme (8).
nombres {An} {An> I} que la suite

{~n}=
{~~

- D
(l- IjAk)

qs

(9)

et que sa somme partielle de
S'il existe une telle suite de

(lOa) pour r ~ s - 1,

ou la suite

(lOb) pour s ~ r - 1

ait un nombre fini de points d'accumulation dans l'intervalle

(11 )
n-+- 00

et que

(12)

alors la suite
n

sn = L ak
I

est bornee. Daas Ie cas special la serie (9j sous ces conditions converge si

liman=C (O<C<oo)
n->oo

ou bien si la difference
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conserve toujours Ie meme signe mais sous condition que la suite (lOa) ou (lOb)
satisfait la condition (11).

Si I'on envisag~ la serie alternative semi-convergente
00

.L (
- I)"--]a"

k~1

elle converg~, d'apres Ie theoreme 2, lorsque

(a" -.. 0, n -~ 00 )

. . a2,,+1
hm (/,,,=:0hm = C

11--'00 ll~oo a2n

(1 ~ C < 00).

Si la suite {an} decroit d'une fac;on monotone, alors C =01.
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Resume

JEDAN STA V KOJI SE ODNOSI NA SEMIKONVERGENTNE REDOVE

Lazar Karadiic

KoristeCi se geometrijom Lobacevskog i rezultatima iz rada [1] na lak
se naCin dolazi do slijedeceg stava:

Neka Clanovi nizova {8m} i {Tn} zadovoljavaju uslov (1). Ako egzistira taka v
niz brojeva {An} (A,,> 1) da bi niz (2) imao kOl1acan broj tacaka nagomilavanja
u intervalu (3) i da bi se imalo (4), tada je niz {T"+d,,-8n} ogranicen. U speci-
jalnom slucaju ova) niz konvergira ako se ima (5) ili ako )e razlika

(Tm - Tm-l) - (8m - 8m-I)

stalno pozitivna ati pod uslovom da su relacije (3) i (4) zadovoljene.
Prema ovom stavu moie se formulisati slijedeci stay:
Neka bude red (9) sa realnim Clanovima semikonvergentan i neka bude nje-

gova parcijalna suma od n prvilz Clanova napisata u obliku (8). Ako egzistira ta-
kav niz brojeva da bi niz (lOa) ili niz (lOb) imao konacan broj tacaka nagomila-
vanja u intervalu

0< I = lim rJ.n~ tim rJ."= L < 00 ,

n
i da hi se imala relacija (12), tada je niz s" = .L rJ.k ogranicen. U specijalnom

k+l
slucaju red (9) pod ovim uslovima konvergira ako je C (0< C<oo) ili ako )e
razlika apr +aqs stalno istog znaka ali pod uslovom da niz /IOa) ili (lOb) zado-
voljava uslov (11).


