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UN THEOREME SE RAPPORTANT AUX SERIES SEMI-CONVERGENTES

Lazar Karadzié

Théoreme 1. — Supposons que les termes des suites {S,} et {T,} sa-
tisfont aux conditions:

M

{0<SI<52<...< S, o0, m—>o0,
O< i< Ty,<...<T,~®, n-0c0

(m<n).

S’il  existe une telle suite de nombres {n,} (»,>1) que la suite

S A midy 1 1
Sn= Sme) T I1 (l— )}, H=m+dy,

}\k

@ fm)e { 0

m Tm*dm_ ]) k dm k=m

(d,, est un nombre entier positif plus grand ou égal au zéro)
att un nombre fini de points d’accumulation dans Iintervalle

3) 0<l—”lirz oc,,\”linoleoc,,—L<oo
et que
(Sm_‘ m— 1) 7\,,,")0 n-—>00,
(T m 1) /‘mg)0 n-—>oo,
) S | — 1/}\ ) S I — 1/ )
0< lim - om( " e Jim—— (L 1rn) <o,
H— o n‘(l (l - ]/}‘mJ»d ) "'_’°° mdy, (1 l/xm{dm\
alors la suite .
{Tn+dn - Su}
est bornée. Dans le cas spécial cette suite converge si
© fmae € 0<Cs)

ou bien si la différence (T — Ty) — (S — Sp—1y

est constamment positive, mais sous condition que les relations (3) et (4) sont satisfaites.

Supposons que les conditions (1) et (4) soni satisfaites. Les suites {S,}
et {T,} peuvent alors étre écrites sous la form=



12 Lazar Karadzi¢
igﬂ — i + §_§l + 0+ Sm_Sm~1 _ Sl 7\1 (] _elg(l—l/}\_l))_{__
M M M M I;
+ i (Sk— Sk—l) z\i (1 —elg U-1/N)) et
(6) R
A
TA + Z (Tk—- Ty 1) == .Tl—l(l —elg(l_”}\k)) +
M
£ S (Te=Teon) 2 (1 el =120
ou 122 M

S17‘1<Ma (Sm_SmAl))‘m<M; T17\1<M’ (Tn—Tn—])An<M'
De la supposition (1) il s’ensuit que dans les relations

— ? —T,—)xr
(7) (Sm m 1) An. = em et (Tn Tn ]) n —=eclm’

M U (1—1/2) M'ﬁ (1—1/2)

les suites {c,,} et {c,’} diveigent, c.ad. ¢,,—~o, m—w et ¢,/~>00, n—>o0, car
si elles convergeaiznt ou étaient bornées, les suites {S,,} et {T} convergeralent
ce qui n’est pas le cas. Lorsqu’on prend en considération que les droites x = ¢,
et x=c,’ ainsi que Paxe x sont des paraléles aux droites passant par les points
donnés d’apres lesquels ont été formées, selon le procédé connu [1], les sommes (6).

Sic,—cn=0(1), n—>0 (n=m-d,) il résulte alors de (7), que la suite (2)
est également bornée, ou si la suite {c,’—c,} converge, la suite (2) converge
alors aussi. Géométriquement, il est évident que la suite {7,—S,} sous con-
dition (4) converge sclon que la suite {¢,’—c,} ou la suite (2) converge ou
ne converge pas, ce qui était 3 démontrer. Ainsi, par exemple

n l
lim (T,—S, zlim< T - n)=C
Jm ( )= lim ,;,, klgh lg.k. . 1gk P ’

(lg,n=-1glg, 1n C,<<oo)
ar, d’apres le théoréme ci-dessus
l
lim o, = nlgnlgyn.. lgon , n—oo.
11~ 00 lg p+1 n—lgp»% (ln )
De méme, de ce théoréme il résulte
n l
lim{ > ?—lgn)=C,

n— o0 ‘k=1

ou C représente la constante d’Euler, car
|

n
n— 00,

lim o, = ———r =
n—>w lgn—lg(n—1)
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-]
Envisageons la série a termes réels 2 a, qui converge, mais non pas d’une
1

fagon absolue. Si la somme partielle de cette série est écrite de la fagon suivante:

n r

Sp= Y Q= S ap + Y g =S —T;
(3 1 k=1 k=1

(Py<Py<...<P,;<qy<...<qs ap, >0, ag <0; r4-s=n).
D’aprés cette supposition il est évident que

limS, =lim Y dp, =% lim T, = lim — D g = -
k=1

r—>oc r>o 1 S>oc s> 00

D’aprés le théoréme 1 on peut formuler ce
Théoréme 2. — Que la série d coefficient réels

©) Sa,

soit convergente, mais non pas d’une facon absolue et que sa somme partielle de
n premiers termes soit écrite sous la forme (8). S’il existe une telle suite de

nombres {N,} {»,>1} que la suite

s—1
(10a) . {a"}E{@’_‘H(lﬁl/%k) pour r<<s—1,
—aqs k=r
ou la suite
r—1 -1
(10b) {Mzﬁr[ 04m4 pour s <71
—-aqs k=s

ait un nombre fini de points d’accumulation dans Iintervalle
(11) O0<l= lima,< |jm %.=L<oo
n>w > oo

et que
Aa, >0, reo; 2 a, ~0, s—>o0;

.4 r )\s Ay — 4 r )‘s r
0<11mpv—-(~——l)<hm—p——()\—ﬁl—)<oo
T 4y, )\ro\s""]) —ag, )‘r()‘s—l)

(12)

alors la suite
n
Sp= Z ag
1

est bornée. Daas le cas spécial la série (9) sous ces conditions converge si

lima,=C (0<C<w)
n—row
ou bien si la différence
ap, +aq,
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conserve toujours le méme signe mais sous condition que la suite ( lOa) ou (10b)
satisfait la condition (11).
Si Pon envisage la série alternative semi-convergente

§ (' l)”’“]a" (anf") Ov n—»oo)

k=1
elle converg:, d’aprés le théoréme 2, lorsque

an
lim o, = lim ——+ =C (I<C< o).

H—>00 H—>%0 a2n

Si la suite {a,} décroit d’une facon monotone, alors C=1.
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Résumé
JEDAN STAV KOJI SE ODNOSI NA SEMIKONVERGENTNE REDOVE

Lazar Karad?ié

Koriste¢i se geometrijom Lobadevskog i rezultatima iz rada [1] na lak
se nacin dolazi do slijedeeg stava:

Neka élanovi nizova {Sp} i {T,} zadovoljavaju uslov (1). Ako egzistira takav
niz brojeva {),} (\,>1) da bi niz (2) imao konacan broj taaka nagomilavanja
u intervalu (3) i da bi se imalo (4), tada je niz {T,.q,— S,} ogranicen. U speci-
Jjalnom sluéaju ovaj niz konvergira ako se ima (5) ili ako je razlika

(Tm - me])_ (Sm— Sm—l)
stalno pozitivna ali pod uslovom da su relacije (3) i (4) zadovoljene.

Prema ovom stavu moZe se formulisati slijedeéi stav:

Neka bude red (9) sa realnim &lanovima semikonvergentan i neka bude nje-
gova parcijalna suma od n prvin ¢lanova napisata u obliku (8). Ako egzistira 1a-
kav niz brojeva da bi niz (10a) ili niz (10b) imao konaéan broj talaka nagomila-
vanja u intervalu

O</=lima,< lima,=L<oo,

H->o00 00

n
i da bi se imala relacija (12), tada je niz s,= Z oy ogranien. U specijalnom
k11
slucaju red (9) pod ovim uslovima konvergira ako je C (0<<C<e) ili ako je
razlika a, +a, stalno istog znaka ali pod uslovom da niz 110a) ili (10b) zado-

voljava uslov (11).



