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CERTAINS RESULTATS SE RAPPORTANT AUX SERIES A TERMES
CONSTANTS

Lazar KaradZ?ié

Envisageons deux séries divergentes
(N ianbn et ?a,,’b,,’ 0O<a, a,, by,b, <.
Lorsqu’elies sont écrites sous la forme
(la) i a, (1—ele A—bm) et i a,’ (1—e's (1_1,,’,))’
! 1

il est évident que chez de telles séries les suites

’

a, a,

TT (1 =50 I a-b¢)
k=1

divergent [3], c. ad. deviennent illimitées du c6té droit. Aux séries (1) resp. (1a)
correspondent respectivement les svites de points {M,} {M,'} dans le plan de Loba-
tchewsky dont les paralléles a axe x possédent également des paralleles res-
pectivement x = ¢, et x=c,’, [3]. Les suites {c,} et {c,'} sont divergentes et illi-
mitées. La condition

n—1 ’ . a,"= ll_bk
(2) 0< lim < 1 l I < o
n—>w an k= 1_bk n—l>1301an k= ll_bk

nous montre que la suite {c,—c,’} satisfait 4 la condition
3) cp— €, =0(1l), n—oo.
Les sommes partielles des séries (1), c. a d. les sommes:

n n
Sp= Z dkbk =Zlak (1 — et (l_bk))

k=1
et

n n .
=> a'b/=73 a (1-€¥ -y,
= k=1

représentent du point de vue géométrique deux surfaces. Ainsi, par exemple,
la surface s, est limitée par I’axe x, les arcs limites
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ay=thuy et aq,ef0-btW)=pls0-b0thy .

et les segments des paralleéles 4 I’axe x ainsi que par les segments des arcs li-

mites: a,, 43,..., a,—;. Donc, les arcs limites:
a, (1 _bn) = ele A=bn) th Up—y
et a, (1=b,)=e® =50 thu, |

sont les derniers arcs limites qui limitent respectivement les surfaces s, et s,’.
Ces arcs limites se trouveront a une distance finie pour chaque » lorsque les
conditions (3) resp. (2) et

o< lim 22100 po- and=b)
e dn (1=b,") o= a,’(1-b,)

sont remplies. De 1a il est facile de déduire que: 1) la surface s,—s, restera
bornée, lorsque n—oo, lorsque la condition @,—0, n—-o et a,/—0, n—+co
remplie et 2) que

lim (s,—s,)=s

I 7 L=
orsque lim {’_n7 1=b o (0<C<a)
n—oc A k=11—by
et
1—-
im =) o occicw).

n—»oo anl (1 _bnl)
Le reste de la série z (@, b,—a,’ b,), donc, dans le présent cas est soit borné
ou bien tend vers le zéro.
D’aprés ce que nous venons d’exposer, on peut formuler ce

Théoréme — Si les termes des séries
-] o )
Z a,b, et Z a,’ b,
1 1
satisfont aux conditions
O0<a,<1; a,—~0, n-—o ; 0<b,<1;
0<a, <1; a, >0, n_oo; 0<b,/<1;

0 < lim 2=t o a(=b) _
n—>o anl(l”—bnl) Lanaled an,(l —-b,,')

et si la suite

a, n-l l—bkl
o, ={= -
=5,
a un nombre fini de points d’accumulationdans [I, L] (O<I=lima,, L= Ed,,< )

n— o n—x

la suite

z (axbi—ay' by')
i
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est alors bornée. Dans le cas spécial la série
-
Z (anbn_an’bnl)
n

sous ces conditions converge lorsque

anbn_‘an, bn’ >0, n= 1,2,3, e
ou que
i an " l_bkl
m
ay o Gy k=1 1—by

=C (0<C<w).

Ce théoréme peut étre appliqué aux séries divergentes
4 > u, (4, >0) et D Va (v»>0)
i 1

lorsqu’on les écrit sous la forme

iunzi%n et ivn=§:)\—7\n
i 1 n 1 1
et que l'on pose: '

a= "0, mee (0<I<I)
(5) n ” n
0<b,=b," =0, <1; a, =" -0, n-oo (0<;L<1).

n "

D’aprés le théoréme ci-dessus on peut formuler le résultat suivant.
Sil existe une telle suite de nombres positifs {}\,} qui satisfasse, avec les
termes des séries divergentes (4), d la condition (5) et si la suite

un
vn
est bornée, avec un nombre fini de points d’accumulation dans l'intervalle

0<l= lim¥ <« Tm™ —L<w,

~
A—vow Vp n—>® Vv,

{ﬁ (%4 — Vi) }

k=1

alors la suite

est bornée. Dans le cas spécial la série
oo
Z (un - V,,)
1

sous ces conditions converge lorsque
U, —v, =0 (n=1,2,3,...)
ou lorsque

lim“=C  (0<C< o).

n—>w Yy



4 Lazar Karadzié

Ainsi, par exemple, les séries:

4 o

R

Fn-1 w1 k=n
et
=/d, d, n n
7) (__Ji___f_> (Dn= di > Dn,: dk,),
( 3(5,7 b, % %
ou sont, d’aprés Abel [1], les séries: '
ST« S (40, d,>0
1 Dn 1 'Dn'

d'vergentes, et d’aprés Dini [2], les séries:

7

> " et z =
v Fpy U Frp—
(rp—1—0, n—o0; r,1=0, n->o)
aussi divergentes, convergent si
c’l Cn,
=0
(8) Tn—1 Frna1
d, d/
2 - =0, n=1,23,
D, D,
et c , o rt
3 n'n—1 T n'n—1
0< lim -+ < lim—, <o,
n—ow Cp rn—l n—w Cpn rn*l
. d, Db, __d, D)
0< Ilim =" < Tim— 2% <o
el = im -,
n— oo n n n—wYn ‘D’l
Si
Cn ¥y —1 d g
® 0< lim 5+ <o et 0< Jjm-"—" <oo
n—row Cp Fy—y n—-»oodn n

les séries (6) et (7) sont alors convergentes méme sans la condition (8).
De (9) il s’ensuit ce résultat:
Si les termes des suites {s,} et {s,'} satisfont aux conditions:

5,0, n>0 et 5,0, n—>oc,
ou
Sy>0, n—>o0 e §, >0, n—>®
. Sn— S . Sa
O0< lim———— = lim—; <%
n—>o08y —8Sp 41 n—>o0 Sy

(s,>0, 5,,>0, n=1,2,3,..)
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alors la série

converge.
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Résumé

NEKI REZULTATI KOJI SE ODNOSE NA REDOVE SA KONSTANTNIM
CLANOVIMA

Lazar KaradZié

Koriste¢i se rezultatima iz rada {3] dokazuje se pomoéu geometrije
Lobalevskog slijededi

Stav — Ako dlanovi redova

] %

Z anbn ]' Z an’bn’

i i
zadovoljavaju uslove:
0<a,<<l; a,~0, n—- oo; 0<b,< 1;

O0<a,/<1; a,-0, n— oo; 0<b,’ < 1;

0< tim = U=0) o e (-by)
is= @) (1—b,)) n>=a, (1-b,)

V n—1 —h,'
{an}z{‘iﬂ, T I_EL}
a, p=1 t—by

0<l= lima,< lim «,<oo

n— o

i ako niz

ima u intervalu

n—o

konacéan broj tadaka nagomilavanja, tada je niz

Z (arbi— ak’bk,)
1
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[=}

ogranien. U specijalnom slucaju red
Z (a,,b,,*—a,,'b,,’)
1

pod ovim uslovima konvergira kada je
ab,—a/b, >0 (n=1,2,3,...)
ti kada je et 1
. — Ok .
,,l_irzd,,lg b, C (0<C <o),
1z ovog stava sleduju rezultati:
Ako egzistira takav niz pozitivnih brojeva {\,} koji bi sa ¢lanovima diver-

U,

gentnih redova (4) zadovoljavao uslov (5) i ako je niz [ }ograniéen ito sa ko-

vn
naénim brojem tacaka nagomilavanja u intervalu
.u —— U
0<l= lim L« lim <o,

—_— =
n-»o0o VY, n—> % y,

o)

1

iada je niz

ogranicen. U specijalnom slucaju red

i (ul - V,,)
) 1
dod ovim uslovima konvergira kada je u,—v,>0 (n=1,2,3,..)) ili kada je
lim % =C (0<c<w).

n—r o0 V,,
Ako é&lanovi nizova {s,} i {s,'} zadovoljavaju uslove:

$,—~0, n-00 1 5,0, n->00,

it
Sp>00, n>0 i §, =00, nsro0;
. S,,——S,,_H : Sy
0< lim —, —— = lim = <o,
n—» S,, _'S,, +1 n—% s,,
(s,>0, 5,/ >0, n=1,23,...),
tada red

’

’
Z <S,,—S,,+1 _ Sn — Sn +l)
’

Sn Sn

konvergira.



