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CERTAINS RESULTATS SE RAPPORT ANT AUX SERIES A TERMES
CONSTANTS

Lazar Karadiic

Envisag~ons deux series divergentes

(I)
00 00

2: anbn et 2: an' bn'
I \

Lorsqu'elles sont ecrites sous la forme

(I a) ~ an (1- e'g (l-bn» et ~ an' (1- e,g (l-b~»,

I I

il est evident que chez de telles series les suites

divergent [3], c. ad. deviennent illimitt'es du cote droit. Aux series (1) resp. (la)
correspondent respectivement les suites de points {Mn} {Mn'} dans Ie plan de Loba-
tchewsky dont les paralleles a l'axe x possedent egalement des paralleles res-
pectivement x = Cn et x = cn', [3]. Les suites {cn} et {cn'} sont diver gentes et illi-
mitees. La condition

(2)

(3)

nous montre que la suite {cn - cn'} satisfait a la condition

cn-cn'=O(I), n-+oo.

Les sommes partielles des series (1), c. a d. les sommes:

n n

Sn= 2: akbk= 2: ak (1-e,g(l-bk»

k=\ k~1
et

Sn' = i ak' bk' = i ak' (1-
e,g (l-bk»,

k=l k~1

representent du point de vue geometri,que deux surfaces.
la surface Sn est limitee par l'axe x, Jes arcs limites

Ainsi, par exemple,
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a1 = th Uo et an elg (l-bn»
=

elg (l-bn) th Un--l

et les segments des paralleles a I'axe x ainsi que par les segments des arcs Ii-
mites: a2, a3,.. ., an- 1. Donc, les arcs limites:

all (I -bn) = elg (l-bll) th Un-1

a ' ( I-b ') =elg(l-b~)thu'n n n -}

sont les derniers arcs limites qui limitent respectivement les surfaces Sn et sn'.
Ces arcs limites se trouveront a une distance finie pour chaque n lorsque les
conditions (3) resp. (2) et

I
. an (I - bll)

1
--:--- an (1- bn)

0< 1m ~ 1m .. < 00

n->--;;' all' (I-bll') n->-oo an' (I -bll')

sont remplies. De la il est facile de deduire que: I) la surface sn-sn' restera
bornee, lorsque n - 00, lorsque la condition an->-O, n->-oo et an' ->-0, n-+oo
remplie et 2) que

et

n->-oo

lorsque

et

lim a~~: -~n~) = C' (0< C' < 00).
n~oo an - n

Le reste de la serie 2 (all bll- a,/ bn'), donc, dans Ie present cas est soit borne
ou bien tend vers Ie zero.

D'apres ce que nous venons d'exposer, on peut formuler ce

The 0 rem e - Si les termes des series

et

satisfont aux conditions

O<an< I;

0< all'< 1;

O<bn< I;

O<bn' < I;

et si la suite

{IXn}=
{
an,TI I-bk~

}an k=n 1 -bk

a un nombre fini de points d'accumulation dans [I, L] (0< 1= lim IX",L = lim IXn< 00 )
n=:;-;- n~oo

fa suite n

2 (ak bk - ak' b/)
1
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est alors borm}e. Dans Ie cas special la sirie
00

2: (an bn - an' bn')
n

sous ces conditions cOtlverge lorsque

anbn- an'bn' >0, n= 1,2,3,...
ou que

Ce theoreme

lim
an

TI
I-bk'

= C (O<C<oo).
n-+ 00an' k~1 1 - bk

peut etre applique aux series divergentes

(4)
00

2: Un
1

les ecrit sous

et

lorsqu'on la forme

et

u
(0< ~< 1);

An

v
(0<~<1).

All

D'apres Ie theoreme ci-dessus on peut formuler Ie resultat suivant.
S'il existe une telle suite de nombres positifs {An} qui satisfasse, avec les

termes des series divergentes (4), d la condition (5) et si la suite

t:}
est bornee, avec un nombre fini de points d'accumulation dans /'intervalle

0< I = lim
Un

~ lim
Un

= L< 00,

n=;; Vn n"--'OOVn

alors la suitL

{ ~ 1
(Uk - Vk)

}

est bornee. Dans Ie cas special la serie
00

2: (un-vn)
1

sous ces conditions converge lorsque

Un- Vn~ 0 (n = 1, 2, 3, . . .)
011 lorsque

lim
Un

= C
n 't>ooVn

(0< C< 00).
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Ainsi, par exemple, les series:

~(,::1 - r:,n~)(6)

et

(7) i (dn - dn: )
I Dn Dn

Abel [1], les series:au sont, d'apres

d:vergentes, et

cod oed'

2: -"- et 2: D
n,

I Dn I n

d'apres Dini [2], les series:

~~
1 rn--1

et

(r"-l -> 0, n -+ 00 ; rn' -1 -> 0, n -> 00 )

aussi divergentes, convergent si

(8)

et

Si

(9) et

les series (6) et (7) sont alors convergentes meme sans la condition (8).
De (9) il s'ensuit ce resultat:
Si les termes des suites {s.} et {s,,'} satisfont aux conditions:

et
au

sn-+ 00, n-> 00 et

s - S +1 Sn
0< lim~~ = lim- , <00, ,

n-+oeSn-Sn+1 n-+oeSn
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alors la serie

converge.
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NEKI REZULTATI KOJI SE ODNOSE NA REDOVE SA KONSTANTNIM
CLANOVIMA

Lazar Karadzic

Koristeci se rezuItatima iz
Lobacevskog sIijedeci

S t a v - Ako Clanovi redo va

rada [3] dokazuje se pomocu geometrije

00

L: a"b"
1

00

L: an' bll'
1

zadovoljavaju uslove:

O<a,,<I; a,,-+O, n- 00; O<b,,< 1;

0<"0,,'<1; a,,'-O, n-+ 00; O<b,,'<I;

O 1
. a" (l-b,,) ]---;-- a"

(1 -b,,)
< 1m < 1m < 00 ,

,,-+00a,,' (I-b,,') ,,-+ 00a,,' (1- b,,')
i ako niz

ima u intervalu

0<1 = Iim!X"< Iim !X"< 00

konacan broj tacaka nagomilavanja, tada je niz

"
L: (akbk-ak'bk')

1
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ogranicen. U specijalnom slucaju red
00

L (anbn - an'bn')
1

oad ovim uslovimo konvergira kada je

anbn-an'bn'>O (n= 1, 2, 3,...)
tli kada je

(O<C<oo).

Iz ovog stava sleduju rezuJtati:
Ako egzistira takav niz pozitivnih brojeva {An} koji bi sa Clanovima direr-

gentnih redova (4) zadovoljavao uslov (5) i ako je niz {::} ogranicen i to sa ko-

nacnim brojem tacaka nagomilavanja u intervalu

O l 1
. Uf!

J
~~-~ Uf!

< = 1m-< 1m -<00,
n-+OO Vn n---+oo Vn

iada je niz

ogranicen. U specijalnom slucaju red
00

L(Ull-vn)

1

dad ovim uslovima konvergira kada je Un- Vn~ 0 (n = 1,2,3, . ..) ili kada je

uf!
Jim - = C

n--+ 00 Vn

(0 < c < 00 ).

Ako Clanovi nizova {Sf!} {Sf!'} zadovoljavaju uslove:

Ii

(Sf!>0, Sf!' >0, n = 1,2,3, . . .),
tada red

konvergira.


