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SUR UNE FORMULE RELATIVE AUX FONCTIONS DE BESSEL

Dragomir Dokovic

(Recu Ie 23 novembre 1960)

Nous allons ~ommer la serie

(I)
:;0

L (2 n + k) In (x) In+k(x),
n~O

ou k (> 1) est un entier impair et J,,(x) la fonction de Bessel de premiere espece.
I. Stojanovic, dans un article1), a somme la serie (I) en trait ant un

probleme de telecommunication. Sa methode se re'iume comme suit:
Si I'on part du developpement

{
X (

. 1

)}

+oc
. .

F«(U,t)""'exp(ixsinwt)~exp 2
e/UJt-

eiUJt
:~~:n(x)elnUJf,

on trouve

""A (w, t) ="Re F(w, t) = Jo(x) + 2 L J2n(x) COS 2nwt,
n~l

:;0

B (II', t) == 1m F(w, f) = 2 L J2n+1 (x) sin (2 n + 1) wf
n~O

et

Si I'on derive la

B (OJ, f) .
arc tg -- = x sm w f.

A (w, t)

derniere relation par rapport it f, en tenant compte de

ou bien

il vient
tJB tJA

A --B - = (l\ xcos Il'f.

tJf tJf

1) 1. Stojanovic: Izracunavanje sume nekih beskonacnih redova obrazovanih od proizvoda
Bessel-ovih funkcija. Publications de la Faculte d'Electrotechnique de I'Universite 11Belgrade,
serie: Mathematiques ct Physique, Ng 51, 1961.
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En annul ant les harmoniques impairs d'ordre superieur, on obtient la formule

(2)

k-I
2 ~

L (~I)n(k-2n)Jn(x)Jk-n(x)+L (2n+k)J,,(x)J,,+k(X)=O.
11=1 n=O

Nous allons indiquer dans ce qui suit une methode directe pour sommer (1).

Designons par S la somme de cette serie, nous avons

(3)
~ ~

S ~ 2 L n J"
(x) J,,+k (x) + k L J" (x) J,,+k (x)

n~O n-O

=2P+kQ
avec

(4)
~ ~p

~ L nl,,(x)Jn,-dx) et Q = L In(X)Jn+k(X).
n::..-::O n=O

En partant de la serie

(5) -
+00

P = L nJn(x)J,,+k(X).
n=~ X>

et en utilisant les formules (4), on a

--- -1
""

~
P ~ P + LnJn(x)1,,+k(X) = P + L (-n)LI/(x)Jk-" (X) = P + (-I)k+l LnJ,,(X)J,,-k(X)

n=~OC n=1 n=1

~

= P+ L nJ,,(X)Jn-k(X) (parce que k est suppose impair).
n=1

(6)

11 en resulte

-
k-l ~

P= P+ L (-I)"-knJn(x)h-n(x)+ L (n+k)Jn(X)Jn+k(X)
n= 1 n=O

k-l

= 2P+kQ + L (-I)n+1nJn(x)Jk-n(x)
no-I

k--I .

= S + L ( - 1)n+1nJn (x)h-n (X).
,,=1

(7)

Nous avons ainsi reduit Ie calcul de S a celui de P.
Partons maintenant des egalites

ef (1-+)
= -'f In (x) tn,

(8)
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En derivant l'equation (8) par rapport it t et en lamultipliant ensuite
par - t, il vient

(9)
x ( I )\' I I +X>

"- (t +-- )e2 I L nJn(x)t-lI.
2 t - I/-'-X>

les equations (7) et (9), membre par membre on obtientMultipliant
!'egalite suivante

(10)

Si I'on compare les coefficients figurant devant tk dans la relation (10),
on trouve

(11) p
:-':)0

L nJn(x)JI/I-dx) ~ O.

Des relations (6) et (1 1) il suit

(12)
k-I X>

L (- l)"+1nJn(x)Jk-I/(x)+ L (2n+k)JI/(x)Jwj-dx)=0.
n=1 11=0

Montrons enfin que la formu]e (12) est equivalente it celIe de Stojanovic (2).

Pour Ie demontrer, il suffit de verifier l'egalite suivante
k-I

k-l 2
L(-I)I/-I-1nJI/(x)h-I/~X)= L(-I)'I(k-2n)JI/(x)h-l/(x).

n~l n~1

(13)

L'expression figurant au second membre de (13) peut etre transformee
comme suit

k-t k-I
""2 -2:

(14) L ( -- I)" (k - 2 n) JI/ (x) Jk--n (x) = L ( - 1)k-n [k
- 2 (k -- n)] h-n (x) JI/ (x)

J1 I no-I

k-l

L (-I)I/~k--2n).Tl/(x)h-l/(x)
k+1

1/-'---2

.J..

{ i:
I(

- I)" (k- 2 n)Jn (x) Jk-n (x) + ~
I
( - I)" (k - 2 n) JI/ (x) Jk-n (X)

}2 n-~l k+l
1/~2- .

I k-l

- L (-I)"(k- 2n)JI/(x)h-n(x)
2 n~1

k k-l k-I
- -- L (- I)" In (x) Jk-n (x) + L (-l)n+1nJI/(x)Jk-n(x).

2 n~1 I/~I

D'apres (14), l'egalite (13) se roouit a
k-I

L (- I)n In (x) Jk-n (x) = O.
1/~1

(15)
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Pour demontrer la relation (15) nous partons de la serie suivante

(16)
-IX>

Q = L J" (x) In+k (x).
n= -- X>

A l'expression (16) on peut donner la forme que voici:

"
"-I

00

Q = Q + L In (x) In+k(X) ~ Q + LLn(x) Jk-n (x)
11=-00 ".,.,..,1

00
Q + (-I)kL In (x) In-k(X)

11=1

k-I X>

= Q + (-I)kL In(X)Jn-k(X) + (--I)kL In(x) In-k(X)
n~1 n~k

k-I k-I
00 Q + L (-I)nJn(x)Jk-n(x)- Q ~ L (-I)nJn(x) Jk-n(x).

n~l n-I

11 en resulte que la relation (15) prend la forme

(17) Q= O.

Pour verifier la derniere relation, multiplions les egalites (7) et (8) membre
par membre.

11 vient alors

(18)

Si I'on compare les coefficients de tk, on obtient

+x>

L In (x) In+k (x) = 0,
11=-':10

ce qui est bien la relation (17).

La demonstration de la formule de Stojanovic (2) est done terminee.

Rezime

o JEDNOJ FORMULI KOJA SE ODNOSI NA BESSEL-OVE FUNKCIJE

Dragomir Dokovic

V ovom clanku sumiran je red (1) za neparno k (> I). Suma S toga
reda je vezana relacijom (6) sa izrazom P koji je definisan sa (5). Iz razvoja
(7) i (9), mnozenjem, dobijamo jednakost (10) iz koje izlazi P ~ O. Na osnovu
toga i relaeije (6) dolazi se do sumaeione formule (12).

Zatim je pokazano da je ta formula ekvivalentna Stojanovicevoj formuli (2).


