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1. Uvod

Niels Nielsen je u svojoj knjizi »Traité élémentaire des nombres de Bernoulli«
[1] (Paris, 1923, str. 28) uveo jedan specijalan dvostruki niz polinoma

4 (“)=,é~;(_ D ("5 sy

Ovi polinomi za «=0 odreduju jedan naro&iti Euler-ov dvostruki niz brojeva,
koje je Euler uveo u svojim »Institutiones calculi differentialis« [2] (Petrograd,
1755, str. 489—491).

Kao uopstenje Nielsen-ovih polinoma autor uvodi &itavu novu klasu
polinoma, koja sadrZava beskonalno mnogo dvostrukih nizova polinoma sa
dva argumenta. Za svaki od ovih nizova polinoma daje funkciju generatrisu (4).
Isto tako odreduje funkciju generatrisu Cesdro-vih polinoma [3]. Dokazuje
vife razli¢itih svojstava novouvedenih polinoma. Iz generatrise polinoma
°B2(«)(18), koju je autor uveo u svom radu »Sur unme classe des polyndmes et
sur les intégrales s’y rattachant« [4] (Zagreb, 1954, Glasnik, str. 229--243),
vidi se da niz polinoma {°B7(«)} &ini osnovni niz cele novouvedene klase po-
linoma. Pomocu ove generatrise dolazi do svojih funkcija °p,(a,z) (24),
koje su takode od osnovnog znafaja za celu uvedenu klasu polinoma. Uvodi
integral (74) funkcijd °p,(x,z) i iteracijom pomenutog integrala dolazi do
funkcija kp.(«,z) 1 u vezi sa ovim funkcijama odreduje grani¢nu vrednost (97)
i as1mptotske relacue (98), (99) i (100). Izvodi funkcionalnu jednadinu (106)
za funkcije *p,(«,z) i iz ove dobija jedno vrlo znadajno svojstvo (107) svojih
polinoma *B7(«). Diferenciranjem funkcije generatrise osnovnog niza polinoma
dolazi do drugoga niza funkcija —%p,(«, z), daje funkcionalnu jednadinu (119)
za ove funkcije i iz ove dobija, analogno svojstvu (107), jedno vrlo znaZajno
svojstvo (121) polinoma ¥4 («). Nalazi takode funkcionalne jednaline (53) i (54)
kao i iz ovih izvedene za polinome sa dva argumenta. U vezi sa funkcijama
~*p, (%, Z) odreduje zbir funkcionalnog reda (124) kao i zbirove funkcionalnih
redova (125).



2 .. Bosko S. Tomié

S obzirom na svojstva (107) i (121) dolazi do devetnaest nesvojstvenih
trigonometriskih integrala. Odreduje kompleksni integral (141) na osnovu koga po-
modu Fourier-ove transformacije dolazi do svoja dva osnovna integrala (150) i (155).
Daje rekurentnu integralnu formulu (158) na osnovu koje izvodi dalja &etiri
integrala (173), (175), (178) i (180). Namesto konafnog niza krivih (157),
koji &ini osnovu pomenutim integralima, uvodi beskonadan niz krivih (194)
koji &ni osnovu sledetoj grupi od osam integrala navedenih pod brojevima
(189) do (196). Translacijom desne grane krivih (184) duZ ose X dobija os-
nove (197) za sledeéa dva integrala (204) i (206), a izmenom eksponenta n u
n+1 kod pomenutog konafnog niza krivih (157) i-translacijom desne grane
. ovih krivih duZ ose X dolazi do niza krivih (209) koje ¢ine osnovu integra-
lima (213) i (215). Izmenom eksponenta n u n+ 1 i translacijama du? ose X
i duZ ose Y desne grane krivih (132) dolazi do krivih (220) koje &ine osnovu
integralima (236).

U vezi s tim §to novouvedeni polinomi sadrZavaju dva argumenta, autor
takode uvodi i Bernoulli-eve polinome sa dva argumenta (259), (260) i (261).
Daje nov nesvojstveni integral (269) koji pretstavlja generatrisu Bernoulli-evih
brojeva. RazlaZe dve vrste Bernoulli-evih polinoma sa dva argumenta na poli-
nome 4" («, §) (262) odnosno na polinome °B}(«, ) (273). Dokazuje ravno-
mernu konvergenciju (254) nizova paralelnih sa glavnom dijagonalom u Semi
(237) i za Nielsen-ove polinome uspostavlja formule (255) i (256).

2. Definicija jedne nove klase polinoma. Fuukcije generatrise ovih polinoma.

Kao uopstenje Nielsen-ovih polinoma uvodimo novu klasu polinoma sa
beskonaéno mnogo novih dvostrukih nizova polinoma sa dva argumenta:

M A= S~ () DB =12, 3
i=0

@ B B) = S 1 (") G+ G—D)BY, r=0, 1, 2,..
i=0

Polinomi ove klase mogu se prikazati jedinstvenom formulom

3) n kB (2, B)*Z( 1)( >(ot+(v DB, k=0, £ 1,+2,...

nv=0,12,...
Generatrisa novouvedenih polinoma glasi

( —x)0z *
@ a- : Y 1= xe0—9Pz Z {*pn(e,B, 2} x" k=0, £ 1, + 2,..
—-X —Xe n=0
|x] <1, |z]<1, [Bz[< 1, [a|< M
gde je

-

O D) 2 (BT (5 B).
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Za k=0 imamo osnovni niz polinoma {°B" (=,8)} koji smo uveli na osnovu
veze sa diferencijom

P
(6) A% @tph)"=Dyx ) = 2 (=1 (B) (x+(p—) by
i=0
i to iz razloga Sto je ‘
%) Dr(x,h)=n!h",
a isto tako i
(8) _ Bl (a,B)=n!p"

Za h=1 upotrebi¢emo oznaku D7 (x,1)= Dy (x).

Na osnovu svojstva

[C)] By (x,B)=n!p", k=0,1,2,...
* prethodni razvoj (5) za k=0 postaje
o 1- @2+t | & °BytE(«,B)
10 pn(aa B’ Z):—_‘”HJr — BT gnk
(19) -8z g] nily!
gde éemo staviti
2, “Brtk(a,B)
(11) R, («,8,2) Z ntk,
k=1 (m+k)!
Uz uslov |z| <1,{Bz|<1,|a| <M imamo
(12) R, (%, 8,2)»0 kad n- oo;
stoga je
I .
(13) lim {Pn(%8,2) } =—— za |z <1,[Bz| <L,|a| < M
n-—> oo

a na osnovu ove granicne vrednostl u krajnjoj liniji dobija se

(14) Pria (48,2 |
P (2, B, 2)
uz uslov lz|<1,|Bz]<1,]a| <M.

kad n- o

3. Funkcija generatrisa osnovnoga niza polinoma. Granitna vrednost
niza funkcija {°p, (, 2)}. Funkcije —1p, («, 2).

(15) Za B=1 pisemo °B’ (x,1) =" Bx)

i uovoj oznaci je

(16) By @)= By (2l B0,
Polinomi °Bj («,8) imaju izmedu ostalih i ova svojstva

B @0) =ar(—1)"("} 1), °BlO.L)={BIO)} B, °Bl(wx)~ (B, O}
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Za =1 stavljamo sli¢no
an Pn(2, 1, 2)=p, (2,2).
Za celu klasu novouvedenih polinoma (3) od osnovne je vaZnosti niz
{°B} («)}. Funkcija generatrisa ovoga niza je
1—x) Oz 2w xmgm

(18) Gy x, )= 5o=2> >~ {"Bi @} [x|<1 |z|<1.
n=0m=0

Prethodno éemo pokazati da je funkcija e?©®—V funkcija generatrisa Cesdro-vih
polinoma [3]

n 0 Zv
Sy (2)= Z()St(,' VN=eg—? Z—v"
y=

v=o V!

&ji su koeficijenti Stirling-ovi brojevi druge vrste

n_ L,
Sty=-7Dy(0).

Zaista je
® ZV ” V
Z S ()= Z~—e— Z—~v"=e— z Z“ P = e—zz_eavz ere™ —1) -
n=0 v=0 ¥/ v=0 ¥/ n=0 n! v=0 V!
Stavljamo

pze® _ z_eav_ 52 Z( >(ea_1)k

=0V v=0 v/
i transformiemo poslednji red u red po stepenima od (e* —1)

et 1w 00 Ht zn+V.
(19) e =2 =D \Zo( n >(n+v)!'

Taylor-ov red funkcije e**® po stepenima od (e* —1) glasi

(20) e = S I g 1y
n=0 n!
Iz poslednja dva razvoja sleduje
_znet < /n+v Y
n (D)= n! _v§=:0< n >(n+v)!.
Stavljamo
(1-x)oz o
(22) G, (%% D)= — =5 {Pal D} x";
1-xel=97 =

ovaj red konvergira za |x|<1, |z|<1, |a|<M jer

fp_n+l (“9 Z)
Pn (2, 2)

(23) +1 kad n>
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uz uslov ‘ lz|<1, |a|<M.

Koeficijenti °p,(«, z) razvoja (22) su funkcije oblika

24) °pn(a,z)=2n:(_])v{(_aiuz_}_ {(a+n— V)Z} n=0,1,2,..
v=0 v! oo

Na osnovu razvoja (21) razvoj funkcije

{(O(.‘l'n V) Z} (0.+n v) z}
V

(25) g {(a+n—v)z} =
glasi

(26)

{(“+n—")z}v {a+n—vyz} __ < (v+k {(“'*'n_'v)z}w—k
) kZo( v ) v+l

v!

Razvijajuéi sve funkcije g, {(x-+n—v)z}, v=0,1,2,...,n u izrazu (24) na
nadin (26) dobijamo

7 P, 2) = i ,Zn—",'{°BT (@)
m=0 "’
gde je
o pm = ¢ _1[m o _nm
(28) B,,(oc)~go( 1) (i)( Yn—iym.

MnoZenjem jednakosti (22) sa (1 —x) dobija se

(1 _x) e(l-—x) oz

(29) =S @) (P Dy = S P D)= Py (@ 2} "
1—xell-9z ;= =0

Staviéemo

(30) _lpn (“> z)= opn (2, Z) - opn—l (% 2)

i funkcije °p,(, z) i °py—y (¢, 2) razvicemo na natin (27); tako dobijamo

G)  n@d-3 T eme—p @ =3 T enw),

m=07. m=0
Uopste, za polinome "4} (x) vredi
32) rHLAS () = "Ay () — Ay _1 ().

Dokaz: "A7 (0)= (”g") (@ +v)" + lél(_ 1) (”-IL— ") (x+v—Fk),

r S i (n+r —
A3_1=Z(—1)’( i )(“"’“V—l—i)";
izo
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poslednju sumu piSemo tako da novi indeks k& ide od 1 do v; zato ¢emo
staviti i=k—1; tako je

rAn_, = Zl(— e (34l 6= 1) — e 1)1"=k§=1<—1)k—1 (157 s v—tr,
A" (@) =4 (a)=(n$r>(a+v)"+ é [(— 1) ("Z')—

S )](a+v— kr=3 (- l)k(”;c“)mv oy ="+1.47 («).

i=0

Poslednji dokaz vredi i u sluéaju kad u (32) stavimo r= —m <0, $to daje

(33) "=1By («) = "B} («) —"Bj_,; ().
Polinomi "A7 («) imaju i ovo svojstvo
34 AR (@=0,r=1,2,3,...,k=0,1,2,...
n+r+ P ——
Dokaz: An () = Z ( (n-{—ir) (x+n+r+k—iy=

=5 (—1)'(”*;,’)(x+k+n+r—i)"=D;+, (x+k)=0.

i=0

Primenom formule (34) za r=1, red (31) moZe se pisati ovako

(35) ()= > ff,m;"(a)}, n=0,1,2,..

m=n

Iz (29), (30) i (35) sleduje
—_— (l x)(XZ -] o0
(1 x)e Z Z 1 A,':’ (a)}.

1 —xe (1-x)z o

- zm

G_ (a0, x,2)= il
(36) 1( )= o
Preuredenjem reda (36) dobija se

(1 _x)e(l——x) xz

(7 1—xe-»z =Z Z XMk (@) x| <1,]z] <1.
Buduéi da

(1-x)e—noz 1
(38) [ rel-n: 1_Zkad x—1
to iz (37) sleduje

1 o w° Zh n "
) = =35 — 14 (a0
-z nz=0 n§=:0n! kz=0{ £

dakle
39) > 1Ay () =n!
i=o
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Iz (32) sleduje neposredno
v .
(40) > AT (@) ="y (%)

i=0
§to za r=0 daje
v

(41) S 147 (o) = °B} (2).
i-o
Iz (39) i (41) dobijamo
(42) ' °B" («) = n!
a kako je A1k (2)=0 za k=1,2,3,..., to je na osnovu (41) i (39)
takode
(43) Bl @=n!, k=0,1,2,...
Iz (27) na osnovu (43) sleduje

1—znt1 w © ""+k
(44) Pty =y § B )
1—z S (n+k)

zntk,

Stavi¢emo

w opntk
(45) R (0= 32 @ ui

i pokazatemo pod rednim brojem (60) da ostatak R,(x,z) razvoja (44) teZi
nuli kad n—oc0 samo ako je |z|<1 tj.

(46) R, (x,2) >0 kad n—soo za |z|<1

i stoga je R

(47) lim {°p,,(a,z)'= zl<l, Ja| <M.
n—»oo ) I—Z

Na osnovu (47) dobijamo D’Alembert-ovu graninu vrednost (23).
Da bismo dokazali (46) pokazacemo da vredi

opntk
_B" (a_)—>l kad n—o0.
(n+k)!

Na osnovu formula (2) i (7) dobijamo

(48)

k—1
Di(a—k)="Br_u(@) + igo(—l)"—" (2) (a—k + i)
1li
k—1

(49) °Bn_()=n!+ ,Zo (=11 () (k—i—o)", k=1,2,3,...,n.
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Zbog (#)ﬁ;f—“)"—w kad n— o0, i=0,1,2,..., k—1
dobijamo grani¢nu vrednost (48) u obliku
(50 ";‘f@)——»Ikadn—»oo.

4. Funkcionalne - jednadine polinoma °By(x) i —1 By («). Graniéna
vrednost reda R, (a, z), Konvergencija reda R, (oc, B, 2).

Formula (32) za r=0 i v=n—k glasi
D U () ="Bri ())—"Br—i—1 ().
Odavde zbog (50) sleauje

147 (o
52) At 0 kad nroo.

Iz (51) zbog (49) dobija se funkcionalna jednalina za polinome 47 ()
(53) AR (o) =1 Ap i (1—20).
Sliéno, za polinome sa dva argumenta 14; (o, B) vaZi

AR (2, B) =An—k (B—2, B).

Formula (39) daje
’ "_fllA:(aH 2 147 (o) =n!
v=0 v=n—k
a odavde na osnovu (41) i (51) sleduje funkcionalna jednadina za polinome
°By (@)
(54) °Br_r_1(0)+°By (1—a)=n! .
Iz (54) na osnovu (50) sleduje

(59) 029 50 kad noseo
a odavde dalje zbog (51)

(56)

147
i,’l‘,(“)-»o kad n->oo .

Na osnovu (48) stavljamo

QB:+k ((X,)

G7) (n+k)!

=1+€"+k(a), k=l, 2, 3,...
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gde
(58) grrx (@) 0 kad n- .
Zbog (57) imamo
) oB'H-k
(59) > o BT el

Stoga zbog (57) i (58) sleduje iz (59)

- oB"+k(a) X
(60) Jim 2 TR T I

i stoga vredi (46).

Jzl<l, Jal<M

o0 oBIH—k( )

1z (60) sleduje da svi redovi él—(hﬁ)a—!zk, n=0,1,2,... imaju odredene i

ogranifene sume za |z|< 1. Stoga moZemo odabrati konstantu K takvu da je

w opntk
(61) 2 ﬁ,+k()°? lz]<1
a na osnovu poslednjeg je
(62) _ | Ru(2,2) | <K|z"|, |z|< 1.
U vezi sa (16) dobija se
(63) Bl B =nlge S (=16 (1) 16— el
a odavde
(64) fim 27 ’;( B _ hm B"=0 za [B| <1, ja|< M.

n—> oo
Iz funkcionalne jednacine (54) dobija se
(65) °Bpk-1(% B)+°Bi (B—a, B)=n!p"
a odavde duZim transformacijama sledece dve
(66) °BiT(—x,B)=(n+r)!p =BT B +x,B), x>0, >0, r=1,2,3,...

67) °B:'+'(a,—x)=(—x)"+'[(n+r)!—° it (“”
X

)], «>0, x>0,r=1,2,3,...

Na osnovu D’Alembert-ovog Kkriterijuma dobija se da red (11) konvergira za
svako realno z kada je «>0, >0 ili <0, B<0. Za «= —x<0, >0 upo-
trebi¢emo formulu (66) i dobijamo

B (Bz),, 41 - o an+r+l(B+x’B)
(68) Ro(=%p)=7 Hgo (nrr+1)!

, |Bz]<1
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a red na desnoj strani u (68) konvergira prema D’Alembert-ovu kriterijumu za
IBz| <1. Zaa>0, = —x <0 upotrebi¢emo formulu (67) i dobiiamo

ogrtr+l i‘fiv.x
69) Rn(x,—x,2)= (Xl (- xZ)"“ZB (—xz2), | 1
(69) e 14xz =1 (n+r+1)' x2)s | = xz| <
a red na desnoj strani u (69) konvergira prema D’Alembert-ovu Kriterijumu za
| —xz| < 1. Stoga za signa= —sign § imamo
L oB'l+ (a p) ’
lim Jz# =0, |[z]<1,|Bz| <], |a| <M.
a  Jimfe S ERED A0, |2 <5z <1«

Iz razvoja (10) na osnovu (70) proizilazi
1
(71) hm{p,,(a B,z)}————ﬁ— z|<LBz| <1, |a| <M,

a na osnovu ovoga je

m Dn+1 (“’ B’ z) _

72 5 Llz|<1,|Bz|<],|a| <M.
(12) nre  po(a, B, 2)
Stoga razvoj
e(l—x)tlz o0
(73) Go(“:ﬁ,x,z)me)Pz Z Pa(% B, 2)} x

konvergira za
x| <1,|z]<1,|Bz| <1,|a| <M.

5. Nesvojstveni integral funkcije °p,(a, z) i posledice iteracije ovoga integrala.

Postoji nesvojstveni integral funkcije °py(«, 2)

o 1 n
(74) P, 2)pda=— % Py (2, 2)}, 240
Jlrepaent S m )
a postoji i nesvojstveni integral funkcije G, («, x, 2)
o (1-x) az (1-x)z
(75) ¢ dao—— 1 . € :
_J 1—xel-n:z (1-x)z 1—xel-x:
Stavljamo
(76) 2 {°pv (0, 2)} ="p, (@, 2)
v=0
pa je -

1 e (1-x)az

an : G, (% x, Z)=1 : = i {*pn (2, 2)} x".
n=0

—x 1—xell-97
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Postupak dobijanja generatrise G, (o, x,z) i funkcija p,(e,2) moZe se neogra-
niteno puta ponoviti. Tako dobijamo

78) Gk<a,x,z>=(l_1x)k-ljj:e"(jl‘ij, 5 (o) xt x| <L Jz] < el < M,
gde je

(79) “py (01, 2) = Z *=1py (a, 2)}.

Pokazaéemo da je v ‘

(80) Jlim lp;(a,z)}=+oo, zalz|<l,|a| <M.

Funkcije °p, (o,z) u formuli (76) razvicemo u redove prema razvoju (44);
tako dobijamo

(8 1) lpn (a9 Z) =

n+1 z(l—z"+1)
R, (=,
-z (1-2¢ pzo 2

Izratunaéemo graninu vrednost izraza (81) za |z|<1 kad n-oco; imamo
dakle da odredimo sumu dvostrukog reda

i i 0 on+k( )

82 Ptk 1zl < 1.

(82) 2R @)=2 3 et |z

Primenom formule (40) za slufaj r= —1 na dvostruki red (82) dobijamo
00 ® Zh

(83) S R(6D)=3 (B @)
pr=0 n=ln!

Da bismo sabrali red na desnoj strani jednakosti (83) nave§éemo neka svojstva
polinoma By (x). Na osnovu Dp(x)=n! i D;,,(x)=0 dokazujemo kona&no

rpt _ _ r n n—r+i ,._,-.
(84) B"_, (6)=(n—r)! Zo( r—i)S"‘"’ =i,
Iz (84) za r=1 i n=2p dobija se
(85) B35 1 (@) =(2p)! a+ (2p— 1)1 S35y
a odavde za x=0
(86) B3 1(0)=(2p—1)!St55 ;.

Iz (54) dobija se
2 (0) +°B15m (0) = (2p)!

!
a na osnovu ovoga i zbog toga §to je °BZ? =%, dobijamo

87) S B o) =BE 0)= 22!

v=0 2
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Ako iz sume (87) izdvojimo poslednji &lan °B22(0)=(2p)! i prebacimo ga na
drugu stranu, dobijamo .

2p—1
(88) lBiz_l(o>=—”2—-(2p)!.
Iz (86) i (88) sleduje
sp1-(%).

\ P
Sliéno se izvodi ako namesto 2p stoji (2p—1). Imamo dakle
(89) st:_F(g),
Iz (85) i (89) dobija se
(90) 13;‘—1(06)=n!oc+(n—-1)!(’21)

a pomocéu ovoga (83) daje

o1 élf;A{n!a+(n—1>!(’5)}=2—°‘zz;((f§;)T‘)—z—‘, zl<1, |a]<M.

U izrazu (81) za p, (=, z) drugi i treé¢i &an imaju konaCne odredene grani¢ne
vrednosti, a prvi ¢lan neogranieno raste sa n; stoga vredi (80). Pokazacemo
da je

1
92) lim 22®D_ L oo (e <t
. n— o (n-i—l) 11—z
Iz (81) dobija se !

1 1 __ on+1 1 n
Pu(wz) 1 z(-z )\ N $ R, @2)
n+1 1-z ¥ o(nt+1 n+1\;=
1 (1-2) ( i) (1 >
a odavde zbog (91) sleduje (92).
Za red (77) na osnovu (80) i (47) imamo
lpn+1 (aﬁ - ]Pn (“’ Z) + opn+1 (“,i)
pa (@, 2) 1P, (x, 2)

U izrazu (81) namesto n stavicemo 0,1,2,..., n i dobivene razvoje ¢emo
sabrati; dobijamo

93) >lkadnooo,|z|<1,]a| <M.

(nz_z) (n-{;l) +z2(1_zn+1) +§": (n-—p-i-l) R, (2, 2).

2 (x, z) = —
94  *pu(%2) 1—z (1—2z)p (1—2) r=1 :

Izraunavanje izrazi za *p,(«,z) prema rekurentnoj formuli (79) osniva se na

formuli
i n+r)_ n+p+1)
S\ o n n+1 J°
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Na taj nadin dobija se izraz

(nzk—m) o
—m (1—ztY)z
| LA O Y. Sl Lt
) (1 _z)m+1 + ( ) (1 _Z)k+1

k—1
95) kpp(a,2) = 3 (=
m=0

L3 (n_ptk_l)Rp(a,Z).
2o\ k-1

kp, (o, z
Kod funkcije “p, («,z) u formuli za koli¢nik —2—_)1— dolazi izraz
("eE7)
(n p+k—l)
1 -1
96 z
(96) 2 ey B
k—1

Koli¢nik binomnih koeficijenata u ovom poslednjem izrazu moZe se prikazati
kao alternativni zbir simetri¢nih funkcija algebarske jednacine stepena (k— 1)-og

veliéina —l—l i=2,3,4,...4 k. Koriste¢i Cauchy-ev stav o nula-nizu,

zatim stav da je {n®a@"} nula-niz za |a| <1 i najzad nejednakost (62), grani¢na
vrednost izraza (96) jednaka je sumi reda (91). Na osnovu ovoga dobijamo iz (95)

k 1
m 2@ 1 e <,
Z

97 now (n+k 1-—
7 ( . )
Sliéno poslednjoj relaciji, za funkcije *p, («, z) dobijamo i ove asimptotske relacije

kpn («,2) ~ n

kad no oo, |z]| <1, |a] <M,

nik—1y k(1-2)
(98) ( i )
(99) "pn(a,z)ka—!(';_z) kad n- o0, |z| <1,]a| <M.

Na osnovu (97) i (98) dobija se

im pn+1 ((Z Z)

=1, |z|<1 fa]<M
n->o p,,(a,

(100)
Polazeéi od integrala

(101) B f{opn(as B:z)}d“-:%éo {OPV (“’ B,Z)},Z#O
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analogno grani¢noj vrednosti (100), dolazimo do grani¢ne vrednosti (14).
Jednakost (22) za a=1 daje

e1—x)z o0
(102) G, (1, x, z)—— prrm— z Pa (1, 2)} x7,
aza a=0,
1 0
103 G, (0, x,2)= =1 °pn (0,2)} x"
(103) O%D)= =1+ 3 (7. 0.2)
Iz (102) i (103) sleduje '
(104) (G, (0,x,2) - 1=x-G,(1,x,2).
Odavde proizilazi
1
105 G (0, x,2)— -=x-G, (1, x,2).
(105) % ( ) (1 — 2 x( )
Razvijanjem leve i desne strane u red po stepenima od x dobija se iz (105)
. | k )

(106) Pa(l,2) =401 0.9~ (3 15)
a odavde dalje, razvijanjem u red po stepenima od z,
(107) kB (1)=*Br  (0), m=1,2,3,.
i

o 0 k
(108) 85 (1)=851 ©-(71F).

6. Parcijalno diferenciranje funkcije °p, («,z) i svojstva njenih visih izvoda po a.

Diferenciranjem po « jednakosti (22) dobijamo

(1-x) e(l—xjaz © 190
— = {*Pale, D} ¥".
1—xell=%= ,,Zo z ()a{p (“ Z)};

(109) Gy (2 %,2)=
Odavde u vezi sa (29) i (30) sleduje

(110) 2 a2} =2 {1 002} = 2 (1) = s (2.
Zbog toga §to je

(111) i (pa(a, 2)} "= i {pn (2, 2)) 27— x- i {Pas (o D)} 5",

dobija se, da red na levoj strani poslednje jednakosti konvergira za |x| <1,
|z] <1, |a| <M, a na osnovu ovoga je

(112) ., 1im pn+1 (“ Z)
n-y e _lpn (xz




O jednoj novoj klasi polinoma u teoriji specijalnih funkcija 15

Izvod reda k po « jednakosti (22) je

(1 _ x)k e(l—x) oz

113) Gxa)=——

= 3 (A xl< 1, |2|<1, [a|< M,
n=0

k .
gde je % (pate 0} =2 5 (= (& ) (pas( ) =20, 9) -

114 =28 (¢ Vp,(a,2) - ~*"Vp,_, (,2)}.
(114) , 1

Na osnovu toga Sto je

115 3 (Fp@ =3 (¢ Dp, D) x—x-5 (~*Dp,_, @)} x"
n=0

n=0 n=0

k=1,23,...

o0

zakljudujemo da iz konvergencije reda > {~%~Dp,(«, z)} x" sleduje konvergen-
n=0
cija reda na levoj strani poslednje jednakosti za |x|<1, |z|<]1, |a|<M, te
je stoga
—k
(116) lim TP (% 2)

P L, |z]<1, |a|<M.
n>= “kp (a,2)

Razvoj funkcije ~*p,(x,z) po stepenima od z glasi

(117) “4p @ 2)= S (kA (@)
m=0 m!
Iz (104) dobijamo za funkciju G_, («, x, 2) funkcionalnu jednadinu
(118) G_;,(0,x,2)—(1—x)=x-G_,(1,x,2)
a odavde se dobija
(119) “kpiim (1, 2)="5Py 41 (0, 2)..
Razvijanjem u red leve i desne strane u (119) dobija se, prvo
(120) kAR (1)=0, m=0,1,2,...
a to znadéi da je «=1 nula polinomi "A;‘"f,,', («), m=0,1,2,...; drugo
(121) KA (1) = * AT 741 0).

Jednakost (53) diferencirana (r—1) puta daje
rAT OV (@)= (= 1y ATV (1 - ), k=0,1,2,...,n.
Stavljajuéi n—r+1=m, dobija se iz poslednje jednakosti sledeca

(122) FAT (@) = (=11 {rAm 1 (1—a)}, k=0,1,2,..., m—r+1.
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Iz razvoja
l_x e(l—x)az )
(123) - => {7l 2)} x

1 —xe(l”")z n=0

sleduje, kad x> 1—0,

(124) =§ {7, (s 2)), |2]<1, [a|<M;
n=0 A

zaista zbir prvih (n+ 1) €lanova reda (124) iznosi

Z {_lp\t (ai Z)} == opn (O(, Z)
v=0
a odavde sleduje

hm Z{ 1pv(0( z)}— hm {Pn(“ z)}__l_’ JZ’<1, l“'<M

n >0 y=Q

Redovi- funkcija
(125) S {(“pa(,2)) =0, k=2,3,4,...

n=0

konvergiraju za |z| <1, |« |<M. Na osnovu (114) imamo

(126) Jim (4, (2,2)} - z(—l)'( “) - dim (e 2)) =
- ‘Z(—l)'( ):0,]z;<1, o] <M.

Zbog toga Sto je
z {~pv (2 2)) = ~¢Vp, (,2)

dobija se na osnovu (126)

lim S {py (& 2) = lim {(~¢=V p,(x,2)} =0, [z] <1, || <M,
n—>c

n—>w g

k=2,3,4,... tj. vredi (125).

Na osnovu (79) i (99) imamo

1 1 K+l nk+1
nfgvzo{ Py (@)= lm{ Pa(2)} = Hm(k+1)v (1-2) =t
[zl <1, |a| <M,
dakle
(127) S oy @)= +%, {z] <1, [a] <M.

v=0
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7. Nesvojstveni trigonometriski integrali izvedeni pomocu nove klase polinoma.

1° Na osnovu svojstva (107) za slu€aj k=0 uzeéemo na svaku jedinicu
apscisne ose u intervalu 0<{x<n po jedan luk parabold

(128) y="Bi(x—k), k<x<k+1, k=0, 1, 2,..., n—-1.
Dva susedna luka (128)
(129) y="Br_, (x~(k=1)), k—1<x<k i y="Br(x—k),k<x<k+1
imaju istu ordinatu u talki sa apscisom x =k, jer je
‘B (k—(k—1))="B;_, (1)="B;(0), °By(k~k)="B;(0).

Luci parabola (128) &ine neprekidnu krivu u intervalu 0 <<x <<n. Krivu (128)
pomaknuéemo u levo duZ ose X za n jedinica; tako dobijamo

(130) y="Bi(x+n-k), k<x+n<k+1, k=0,1,2,..., n—1.
Luke (130) obrnu‘éemo oko ose Y za 180° dobijamo

(131) y=°B]';(—x—|—n—k), k<x<k+1, k=0,1,2,..., n—1.
Luci (130) i (131) prikazani su funkcijom

.X

(132)  y=B", = z o (1) (= lxl 4n-vy, —n<x< 4n

Izratunaéemo unutras$nji integral za Fourier-ov integral funkcije (132)

n—t kt+1

(133) S"B (4] +n €2 du= Z SB,, w+n(—u+k+1)e¥du, i—y—1.
0

U integralu (133) izvr§iCemo smenu —u+-k+1=§

n n—1 1
(134) (B fupn e = 5 (@ (OB iy () e d,
0 k=0 0

a ovde stavljamo k+ 1=v
n n 1

(135) j‘ °BL |y inettdu= "> (eHt)Y j "y () e~ 2t dE.
0 v=1 0

U integral (135) uvodimo prema (28) izraz za °B,_y(§)

n n 1
(136) j°B'1|u|+,,e2ffudu= z S(ezn)v : (—1)'(i)(§+n——v—i)"e—2iﬂi d
[ v=tg i=0

2 Publikacije
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i poslednjem integralu izvrSimo mnozenja ‘polinoma °Bj_, (§) sa (e)V, v=
1,2,3 n
> b b

n . n—1n—(k+1) t
137 ‘s“’B'i ul4n @Mdu="> > (=1 (’1) (e2ityn—k—v j‘(g + k) =2tk gE.
b k=0 v=0 M F
U integralima koji su na desnoj strani formule (137) izvr§imo smenu § + k=«
n—1n—(k+1) . 1
(138) SOB lu|+n €30 du= Z Z (— 1y ( ) (e2iryn—v j'an e—2a o
0 0

Razvijanjem sume (138) po indeksima k i v dobijamo izraze oblika

n—k

(_1)k(z)(ezfr)n—kjane—mda, k=0,1,2,..., n
0
koje treba sabrati; dakle
n n n—k
(139) (B uon @ du= 5 (=D (”) (e { ar =ttt da,
0 k=0 k 0

Primenom formule

. k! (? n!("
e M) ()
sa"e—2"‘°‘da=e k an—k _ . ! s A=1,2,3,...,n
P (—2it) S0 Qi (—2it) Qin"

na izraz (139) dobija se

(140) SOB'liul"‘" eXti dy =
0

=(_12it) {\'Z;v'(;’)(z%)v D, "(0)+nv( )(%) [Dﬁ(O)—(—l)" (:)]—
—n! (:) (21—)" HEl (— 1)V( ) (G }

Di(O)=n!, DI(0)=0 za v=1,2,3,..., n—1, D(0)—(— 1) (Z)=(_ 1)+

Buduéi da je

to je
n'

1 ! n-
! —_ 1yr+1, — 1w i\ —v
2if) {"'+( b 2 ity (2::)"Z =D ()(e ) }

(—2i

n
yoBZI"H'" et gy —
0



O jednoj novoj klasi polinoma u teoriji specijalnih funkcija 19

dakle
a ! 2t __ 1\n
(141) (B snetimdum Ly )L
p (=21 2"
Realni i imaginarni deo izraza (141) dobijamo iz jednakosti
(142) (e — 1)"= (e — e~y (e")y* = (2 isin ¢)" - [cos (nf) + i sin (nt)]
ako u ovu stavimo
(143) n=1+4m, 2+4m, 3+4m, 4+4m, m=0,1,2,...;
dobija se

(144) (et —1)1H4m=j. 21+ 4mginl+dm f cos (1 +4m) t — 214 sinl 47 ¢ sin (1 + 4m) ¢t
(145) (&%t —1)*+4m= _ t+dmgin2+dmy cos (2 +4m) ¢ —i- 22H4msin2t4mssin(2 + 4m) ¢
(146) (63— 1)3+4m — _j. D3+4msin3+4m 1 cos ( 4+ 4m) 1 + 23+H4msind+4m 1in (3 + 4m) ¢
(147) (€%t — 1)4+4m = 24+amgind+dm s cog (4 + 4dm) t + i- 24+ 4m sind+4m ¢ gin (4 + dm) ¢.

Stavljajuéi brojeve (143) u izraz (141) dobijamo u sva &etiri slu&aja rezultate
jednako gradene a u kojima namesto n stoje brojevi (143); stoga je za svaki
prirodni broj

(148) R{ n! [1 _~(ezit__1)n]}=n,! sin (nf)sint
(—2i1) iy 9+l
(149) 1{ ! [1 _(e%fr_l)nj}=nz(i_w).
(=2in (2" 2t 2741
Na osnovu (148) je .

sin (n?) sin™¢
il

f °B” |4 4+nc0s (2tu)du=n!
—n
te Fourier-ova transformacija daje

+oo

(150) f

sin (n¢) sin™t
tn+1

cos (2x1) dt=1' {°By (—|x|+n—v)}
n!

n—v—1<x<n-v, n=123,..., v=0,1,2,..., n—1.
—(r-y<x<—(n—v-1)

DefiniSemo neparnu funkciju

asn b \x)+n=""BL x| +n Za —n<x<0
(152) O Vlgaa= =Bl 72 0<x<n
za koju je
+n s on
(153) [ 6" a1 a5in (212) du=n! (‘i‘i?(l’l-sﬂ‘- ! -i).
: t"+1 t

—n

2‘
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Za 0<x<n sleduje iz (153) zbog (152) na osnovu Fourier-ove transformacije

+oo .
cos(nf)sin”t 1Y . T opn )
(154) { ( . —T)smaxt)dr—;{— By en};

— o0

desna strana u (154) za x=0 ima vrednost

1 opn orn 1 [} n [} n
2-4{ b2 oj4nt b—}+0(+n}=1'”{ B n—"Boyny=0;
2 n! 2 n!
integral (154) za x=0 ima vrednost nula. Iz (154) sleduje
+
t [ n
(155) { Teos (m) Sin"t G ey di— T:———{°B (—|x|+n—v)}
Y l"+1
n—v—l<x<n—v, n=1,2,3,..., v=0,1, 2,. n-1.

Za x=0 desna strana integrala (155) ima vrednost -rr———{°B (0)} =0; dakle
(155) vredi za x=0.

2° Iz niza polinoma (131) dobijamo diferencirajuéi r puta i izostavljajuéi
faktore koji nastaju pri diferenciranju, ovaj niz funkcija

(156) y="A3 "(—x+n—k), k<x<k+1,k=0,1,2,...,n—1,r=1,2,3,...,n
Luci (156) ¢ine neprekidnu krivu u intervalu 0<<x<{n na osnovu svojstva (121).
Ovi luci kao i simetriéni u odnosu na osu Y prikazani sa funkcijom

[—|x!+n] n—
(157) y="A"T =D (— D' (=|x|+r=0"", r=1,2,3,...,n,—n<x<+n.
v=0

Funkcija (157) je parna funkcija. Iz ove funkcije dobi¢emo neparnu y='a" .,
obrtanjem jedne njene grane za 180° oko ose X. Pokazaemo da za ove
funkcije postoji rekurentna integralna formula

~1

(158) 5"+1A" AT etitn dy = (e2it — 1) S Ay €2 du
0
koja nam omoguéuje izrafunati unutraSnji integral
n it l)n
rqnr 2itu — 1 (e / _
(159) f " vien €t du=(n—r)! = r=1,2,3,...,n.

0
Izratunad¢emo prvo integral
—1 k+1

(160) SA . e2tmdu«z S A ey (—u+k+ 1) edindy, i=| 1.

0
Transformacijom promenljive —u+k+1=£ i smenom indeksa k+1=v dobi-
jamo iz (160)

n " 1 ‘
(161) SlAn——[ulHnezimdu _ z (ezn)v‘s‘ IA::\I,(Z) e_Z"EdE.
0 J)=1 0
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Primenom formule 'A% (a)=°B\','_l(a)—°BC:i(a) na (161) dob’ja se

1 n—1
(162) f AT et dy — et s °By 1(£)e A JE 4 it 5 B a1y €3 du —
4] R

0
n—1

—5'°B"_7,:;+(,,_1)82““du,
0
a odavde primenom integrala (141) dobijamo
L (et — 1)
163 14" etdu=(n—1)! —
(163) § i @iy

IzraCunaéemo dalje integral

, n=1,2,3,...

n—1 k+1 —
(164) Sr-}—lA" ("+1) imdu_z S‘r+lA: g,"ill))(—u+k+l)ez""‘du, l=V-1

Transformacijom promenljive —u+k + 1=£ i smenom indeksa k + 1 =v dobijamo

n 1
(165) j’r+1A" (’+1) e20tu gy — Z (e2*) j"HA::\(;rH)(E) e—20ts ¥ —
0 =1 0 o

-3 e 5[w 00 @) = AP @) e d;

prva suma daje

n 1
(166) S (e S ALY (B) ettt dE -
v=1

0

1 n—1 1
= (e%) 5‘ TACTD T (B) e 2ik dE - g2t z (¥t S%EZ:{%:; (E) e~2it g =

0 v=1 0

(n—
=ezns"A Iui+(n 1) €% du;

druga suma daje o

n 1
asn > @y [TAN @ et dE -
v=1 e
n— ‘ 1
= Zl (e 5' AR (E) etk dE  (edityr j‘ TATTDTT () em2iE gE =
v= 0 ®

f'A("|u|+(,. neditdu. -
0
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Iz (165), (166) i (167) sleduje (158).
Stavljajué¢i u (163) (n—1) namesto n dobijamo postepeno pomocu formule
(158) unutra$nje integrale funkcije (157)

(168) j'nh+1+4kA" (h+1+4k) et dy = {n—(h+ 1+ 4k)}! (et — 1)—"
) (2ityr—h—1k

[

h=0,1,2,3; n=h+1+4k+v, v=0,1,2,..."

gde u vezi sa funkcijom (157) mora biti A+ 1+4k<n. Veliinu A uvodimo
zbog periodi¢nosti stepena imaginarne jedinice. Za k=0 formula (168) s obzirom
na &etiri vrednosti indeksa h pretstavlja &stiri integrala koji su nam potrebni
radi odredivanja realnog i imaginarnog dela integrala (168). Realni i imaginarni
delovi pomenutih integrala dobijaju se pomocéu formula (144) do (147). Lako
se vidi da je

2it __ n 4k 2it __ n
(169) R{ (1) l:LR{(—e—i}, h=0,1,2,3;

(e2iyn—h—4k [ [k (2ity"=*
(e2it — l)n 24k (e2it - 1)"

170 I]—- I - , h=0,1,2,3.
( ) { (eZit)n—h‘Alk t 4k { (2it)n—h

Ova razmatranja upotrebi¢emo takode kod beskonadnog niza funkcija (181).
U integralu (168) dajemo veli¢ini A Sire znalenje, koje nije vezano za imagi-
narnu jedinicu; uzimamo h=29—1, ¢=1,2,3,... i tada je h+ 1+ 4k=2g+ 4k.
Stavljamo 2g-+4k=2r i tada je h+1+4k=2r—1, pa integral (168) prima
slede¢i oblik

n 2§t __ 1\n
(171) jer_‘ iy = (n—2r)1

J (2”)" Q@r— 1)

stoga je za parnu funkciju y =g 2 ‘%|+n> ako primenimo (169) za A=1,3

+n . n
(172) [ A" 10 cos @audu—(n—21)! (1 2 sin (n1) sin”t
-~ = @r-1
dakle :
4o . .
sin (nt) sin™t (= w2
(173) f o cos (2xt) dt = - m {erar > (= x| +n—v)}
n—v—1<x<n—y, n=2,3,4..., 2<2r<n,

=) <x<—(n—v=1), v=0,1,2,...,n—1, r=1,2,3,...,[%J-

Za neparnu funkciju y=2'ai~;ﬁ'| +n»> ako primenimo (170) za k= 1,3, dobija se

+n
(174) S 2"y, €0 du = (n—2r)! (— 1) 2% -

—n

cos (nt) sin™t
tn— r—-1)
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dakle
+ -
*cos (nt) sin™ )y = 2
175 21dt——‘_ (=] x —
(175) _wj ey Sn@d=— (n_w{ (= x[+n—v)}
n—-v—-1<x<n-—v, n=2,3,4,..., 2<2r<n,
v=0,1,2,...,n—1, r=1,2,3,...,[ﬂ.

U (168) uzetemo h=2q9,9=1,2,3,...; tada je h+1+4k=(2q9+4k)+1=2r+1,
h+ 4k =2r, pa integral (168) prima sledeéi oblik
a 2§t __ n
(176) gzrﬂAn_—](g]riyez,-mdu —m—2r—11 &
b (e2xt)n 2r
stoga je za parnu funkciju y=*+14"1571,), ako primenimo (169) za k=02

+n :
n—Q2r : ., Cos(nt) sin”t
a77) j-z,HL G et dy = (n—2r — 1)1 (— 1) 22+ ~(732
dakle
+

cos (nt) sin"t (-1 i 4 am—(ri])
(178) j et 0s (2x1) dt = s W 1)!{2,.% (= x| +n—v)}

n—v—l<sx<n-—v, n=1,23,..., 1<2r+1<n,

—(—vy<x< —-(r—v-1, v=0,1,2,...,n—1, r=0,12,. [-;—1]

Za neparnu funkciju y=2+1g" (,,zl'i:,), ako primenimo (170) za h=0,2, dobija sé¢
+n n
(179) 5‘ 21" A D it gy — (n— 2r — 1)1 (— 1y 22r+1° sin (nf) :m 4
N tn r
dakle
+ oo

" n@xnyd- DL ® {140 (=[xl n—)}

aso § 241 (n—2r —1)!

—00

sin (n) sin"t
t is

n-v—l<xgn—y, n=101,2,3,..., 1<2r+lgn

3° Namesto konagnog niza krivih (157) posmatramo beskonadan niz krivih
(181) y="A"_imirnpr=1,2,3,...
Kriva (181) postaje iz krive (157) da stavimo n—r=m. Niz polinoma
(-582) ‘ y="Ax (x—k),k<x<k+1, k=0,1,2,...,m+r—1

¢ini neprekidnu krivu u intervalu 0 x<m+r na osnovu svojstva (121).
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Za x=01 x=m+r ordinata krive (182) je nula. Na osnovu funkcionalne
jednacine (122) je ‘
(183) (= 1y~ A (x—k)} ="Aimsrrv—k (—x+k+1), k=0,1,2,...,m+r—1.
Polinomi na desnoj strani jednakosti (183) prikazani su funkcijom

[—|x|+m+r]
(189)  y="A%\jsmin= > (—l)v(’"j’)(—gxum'“w—v)m,

v=0
—(m+r<x<+(m+r).

U funkcn_u (181) stavicemo r=h+1+4k h=0,1,2,3, pa ¢emo imati sledeca
etiri niza parnih funkcija

(185) y=)\+4kA‘[x’+(m+;_+4k), A= 1,2, 3,4; k=0, 1,2,...
i odgovarajuée neparne funkcije
(186) y=?\+“"a'flx|+(,,,+-,\+4k), A= 1,2, 3, 4, k=0, 1,2,. .
U integralu (168) stavicemo h+1+4k=r

: 4 . (e2—1)"
187 rqrsredtidu=m—r)! ——. r=12,3,...,n
( ) §A—!“J+" ( (Zit)n—r-H
Na osnovu smene n—r=m dobijamo iz (187)

m-r ; .
(82"— 1)m+r
8 AT iy € du=m! ———— —, r=1,2,3,..,

(188) S lul+(m+r) €U =m! Qi+

Realni i imaginarni delovi integrala (168) dati su formulama (169) i (170).
Stavljajuéi u ove izraze n—h—1—4k=m, gde je h=0, 1,2, 3, dobicemo realne
i imaginarne delove integrala (188). Ovi realni odnosno imaginarni delovi pret-
stavljaju unutra$nje integrale Fourier-ova integrala za parne funkcije (185)
odnosno za neparne funkcije (186). Stoga je beskona¢ni niz funkcija (181)
osnova slede¢oj grupi od osam integrala

F2cos(m+1 4 dk) t sinm+1+dky

(189) j

cos (2xt)dt =

tm+1

1
ZTE g{ takg (—]x}+m+1+4k—v)}
m+l1+4k)—v—-1<x<(m+1+4k)—v, m=0,1,2,..., k=0,1,2,...

~{m+1+4k)—v]<x<-[(m+1+4k)—v—1], v=0,1,2,..., m+4k,

(190) sin(2xt)dt=

Fosin (m+ 1 +4k) ¢ sinm+1+akg
S tm+1
—

1 m —
=2—::J.;"’—{1+4uv(—|x|+m+1+4k—v)}
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m+1+4k)y—v—1<x<(m+1+4k)—v, m=0,1,2,..., k£=0,1,2,...
v=0,1,2,..., m+4k,
< 7sin (m+ 2 -+ 4k) tsin7 P2tk

(191) S e cos 2xt)dt =
o DA x 2 4R
m+2+4k)—v—1<x<@m+2+4k)-v, m=0,1,2,..., k=0,1,2,...
—[m+2+4k)—v]<x<—[m+2+4k)—v—1], v=0,1,2,..., m+1+4k,
+o0 inm - 2+tak
(192) S cos (m+2+4k)tsin tsin(2xt)dt=
Y tm+1
+1 T ojerak gm0 Ak
m+2+4k)—v—-1<<x<<(m+2+4k)—v, m=0,1,2,..., k=0,1,2,...

v=0,1,2,..., m+1+4k,

Fe § inmt3+4k
(193) S cos (m+ 3 +4k)tsin tcos(2xt)dt=
e tm+1
—1
— - ,_"_[3+4k . _
23+4k { Ay ( |x[+m4~3+4k v)}
m+3+4k)—v—1<x<(m+3+4k)—v, m=0,1,2,..., £k=0,1,2,...
~[m+3+4k)—v]<x<—[(m+3+4k)—v—1], v=0,1,2,..., m+2+4k,

o inmt3tak
(194) 5 sin (m+ 3 +4k) ¢ sin t-sin(2xt)dt:

) tm+]
o1 344k m-L 314k
pETTTIA { A (—|x|+m+3+4k—v)}
m+3+4k)—v—1<x<<@m+3+4k)—v, m=0,1,2,..., k=0,1,2,...
v=0,1,2,..., m+2+ 4k,
(195) +*sin (m+4+4k)tSinm+4+4ktcos(2xt)dt=
_S tm+1
——fL-l{“‘“‘A"‘(—‘x}+ﬂ4+4k—v)}
Mtk gt v vi~l
m+4+4k)—v—-1<x<(m+4+4k), m=0,1,2,..., k=0,1,2,...
—f{m+4+4k)—v]<x<—[(m+4+4k)—-v—-1], v=0,1,2,..., m+3+4k,
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(196)

e inm+atak
5- cos (m+4+4k)tsin tSin 2xt)di =

_ tm+1

=l T seegm midLdk
—-—'{ Ay (— | x|+m+4+4k—v))
m:

ek
(m+d+4k)—v—l<x<(m+d+4k)—v, m=0,1,2,..., k=0,1,2,...
v=0,1,2,..., m+3+4k.

4° Desnu granu krive (184) pomaknuéemo translatorno duZ ose X za mrr

jedinica u levo. Tako dobijamo krivu ¢&ija je jednadina

[*Hm:r mir \™
rym m+ryf_ —
o)  y=ra meee 3y (M) (e T )
2 v=0
—’f;—’<x<+’"+’, r=1,2,3,...

Ova funkcija pretstavlja luke (183) pomaknute za ;%+_r jedinica u levo.

Pokazacéemo da je

Lmte
3 mir  mer
(198) Iy, = j‘ TAT, L mir eRite gy — (e—2it) 2 'j’A—l"I +om+r) €% du.
2 _mtr 2 6
2
Buduéi da je
- '":' kA1
mtr—1
(199) Lpyr= Z S'Aﬁﬂ_(k_,_l) (_u__m+r+k+ 1) €2t dy,
2 k=0 mtr
-k
2
dobija se transformacijom promenljive —u—'nTH+k+ 1=% i smenom indeksa
k+1=v »
'ﬁi m+tr 1
(200) Impr=(e=20) 23 () S AT (E) e gE.
Py v=0 H

Polazeéi od polinoma (183) dobijamo za integral (188)

m+tr mar I
@1 A e S du= 3 (@ (AT €L,
0 v=1 s
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Iz (200) i (201) sleduje (198). Iz (198) i (188) sleduje

m+r

T 25t __ m--r Tﬁ
(202) 5‘ T4, mr gt dy — mt € : nm (et 2 =

A 2 (2iryn+1

2

1 m-+1
=m! (2iy-1 (S‘_’”) sin*~11,
t
Za r—1=2v+1 poslednji izraz izgleda ovako
m! 22v+l1 (__ 1)" i(Si_n_t>m+1 sin2v+l ¢
!

ili, ako piSemo n namesto m, r namesto v, imamo

1 n+1
(203) n! 22+ (— 1y I(SI_nt) sinZ+1¢.
t
Izraz (203) je imaginaran; zbog toga imamo Fourier-ov integral neparne funkcije
P
Feo o n+1
j' <s1_nt) sin®+1¢sin (2x¢) dt =
14
=1 m f an n+2r+2
.=(22r+)1 ;{2r+2An+2r+2—(k+l)(—x_ — +k+ 1)}.

Na osnovu funkcionalne jedna&ine (122) dobija se

2r+2A:+2r+2—(k+1)( —x-2E 2£+—2+k + 1> = —{2'+2AZ (x 2 22ri%_ k)}

i stoga je

too oo n+1 o 1yr+1
(204) j‘ sm¢? sin2’+1tsin(2xt)dt=£—1)~f— or+2 4t x+n+2rig__k
_ t 2+l p) 9
_zi-%’;_*__z+k<x<—{l_~i__22’.'j:2+k+l’ k=0, 1,2,.." n+2r+1’

n=0,1,2,..., r=0,1,2,...
Za r—1=2v izraz (202) izgleda ovako

sin p\m+1
ml 2 (— 1) (———) sin? ¢
t

ili, ako piSemo » namesto m, r namesto v, imamo

1 n+1
(205) nl 2%(— 1y (S‘n d ) sin®rz,
t



28 Bosko S. Tomié

Tzraz (205) je realan; zbog toga imamo Fourier-ov integral parne funkcije

+o0 .
sinf\#t1
S ~——) sin® ¢t cos (2xt)dt =
t

(== n+2r+ 1
T —’I{Qr'lArH»Zr-{—l—(k-!—l)(_x_ ) +k+Df.
Na osnovu funkcionalne jednagine (122) dobija se
2r +1 . n 2r+1
2'+1A2(x+n+ r+—k):(—])2'"’+1An+2r+1—(k+1)<—x_n+ ri*+k+1>
2 | 2
i stoga je
A% /sing nt1 (—=1y = n+2r+1
206 —)  sin¥tcos(2xt)dt =—"-— 2’+1A"(x+ _— }
()WS(t) @1 2% nli * 2 )
—fv%—tl—+-k<x<—!—l-t2r+ !—+k+ 1, k=0,1,2,..., n+2r,

gde je za n=0, r=1,2,3,...; azan=1,2,3,..., r=0,1,2,...
5° U nizu (157) zbir gornjih indeksa je n. Uzeéemo slian niz u kome
je zbir gornjih indeksa (n+1).

[—1x|+r+1]
@07 y=TAT e = 20 (D (V) (= fx s Ty,
=
r=1,23,...,n+1, —n+DH<x<< +(r+1).

Unutradnji integral Fourier-ova integrala funkcije (207) izraCunademo tako da
u integral (187) namesto n stavimo (n+ 1)
nt1 (¥t — 1yr+1

r glnt—r itu Jyy — _nl_ - y F= .
(208)(_}‘ AT et du=(n+1—r) Yy r=1,2,3,...,(n+1).

Desnu granu krive (207) pomaknuéemo translatorno duZ ose X za %1

jedinica u levo. Tako dobijamo krivu é&ija je jednadina

1
g

2
(209) y="4"0 = Zo (—1)“("¢')(—x+
2

n+1 (n+1)—r
_V) ’

vz
n+1 n+1
—;~<x< 2

r=1,2,3,....,n+1, —

Analogno formuli (198) dokazuje se da vredi
+n+l

2 n+1 n+1
1 o
10) [ gDy, ey = (enty 2 . [TATL Gy el L <rcm+ 1.
—u4—
ntl 2 0
2
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n+1
+T n+1—r ' ( 27t 1)ﬂ+1 ntl
Stoga je » j‘ A, et gty — [(n+ 1-n)! S ]-(e“z“) 2=
C 2 (Zit)(n-H)—(r—-l)
oz i +2
porre
@11) =(n+1—n) iy (%ﬂ J s

Za r—1=2k+1 poslednji izraz izgleda ovako

1 n—2k
212) [n—(2k + D]t 2%+1(— 1)k (s"‘ ! ) sinZ+1y,
Izraz (212) je imaginaran; zbog'toga imamo Fourier-ov integral neparne funkcije
+00 1 n—2k
j (ﬂ{) sin 2k+1t gin (2x1) dt =
—00 t
(=1 b

n+1
= 2k+2 g (2k+D (—x 1 —n\.
2%+1 [p—(2k+ 1)) % Ar ( 2 )}

Na osnovu funkcionalne jednadine (122) dobija se

2otz gn=@k+D (—x +n—§—l~r) = —{2k+2 AT GED <x+ fj—l—v )}

i stoga je

Foo s n—2r

j S E) sin?+1f sin (2xt) dt =

— o0 t
— )+t

(213) =( nt T 2r+2AC‘(2’+1)(x+ﬂ—V>
241 [p—(2r+1)! 2
=
——E;—l+v<x<—%+v+l, n=1,2,3,..., l<2r+l<n,

v=0,1,2,..., n, r=0,1,2,..., [”;1].

Za r—1=2k izraz (211) izgleda ovako

1 n—Qk—1)
(214) (n— 2k)! 22(— 1) (&n’ | sin?z,
t

Izraz (214) je realan; zbog toga imamo Fourier-ov integral parne funkcije
+oo -

f tn~(2k—1) A
j (ﬂn_) sin%¢ cos (2xt) dt =

t
—00

_ 1Yk
(= = 2kHA,,_z,c/_anL1_ )
2 (n— 2k)! A 2 :
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Na osnovu funkcionalne jednacine (122) dobija se

2k+1A:“2"(_x+£__;_1_r): 2k+1Ac—2k(x+n;' l_v)

i stoga je
too il n—(2r—1)
S (Lnt> sin® t cos (2xf)dt =
% t
(215) =(_1) _._L__ 2,+1A:—27(x+n__*-_1__y)
2% (n—2r)! 2

1
—.n_;l+v<x< _n; +v+1, n=0,1,2,..., 0<2r<",

v=0,1,2,...,n, r=0,1,2,...,[§—]~

Prof. Mitrinovi¢ je obavestio autora ovoga rada da su R. Deaux i ‘M. Delcourte [5]
odredili jedan partikularni slucaj integrala (215). R. Deaux i M. Delcourte
odredili su integral

Feo in2n—1
(216) f ST X gx= T (2”—2).
. § x 22n—-1\ n—1
Integral (215) za n=2r i v=r daje
+ow , . 1 r .
S (ﬁ) sinz'tcos(th)dt=(—l)-1 2r+140 (x+i) , ——1—<x<+i,
Y t 27 0! 2 2 2

a odavde za x=0 dobija se
+

R in2rt+1 — 1y
(17 5’ s, (2D m 2r+140 I\
t 22r 0! 2

e d

Iz definicione formule (1) dobija se

2r+1 40 ()= Z (—1y (2ri+ I)E(_ 1y (er)
i=0
i stoga iz (217) proizilazi

+

P in2rt+l .
218) f SRR P (2’).

T agrt1 r
J 2

Integral (216) za n=r+1 postaje integral (218).
6° Na osnovu desne grane krive (132) izve$¢emo jo§ jednu klasu integrala.
Krivu

219 — [—|x|+n+11
( ) Y= DBo|x|+(n+) =

(—1)"(”+1)(—]x]+n+l—v)"+l,
v=0 LY
O<x<n+1.
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n+1

pomaéi éemo translatorno u pravcu negativnog dela ose X za jedinica,
a zatim éemo je pomaci translatorno u pravcu negativnog dela ose Y za

g’%l_).! jedinica. Prva translacija daje krivu &ija je jednadina

! .
2 n+1
opntl n+1 _ m_ y
@0 w3 () (e
2. v=0
n+1 n+1

<X +— .
= = 2

Druga translacija daje krivu ¢ija je jednacina

ot r+1)!  n+l n+l
(221) y= B_x+n_§1— S T SESE—_—
Staviéemo n+1=m i izratunaéemo integral
+Z -2 4kt
2 . me—t 2 m
oRp™ m L2itu Jyy opm —_— itu gy,
(222) jm BT du="S { B,"_(H,)( u—? +k+1)e2 du;

_ BN
2 2

.. . m . .
transformacijom promenljive —u— 5 +k+1=% i smenom indeksa k+1=v

dobija se
g
2 m m
(223) 5‘ °B’:',+12e2ff"du = (e~%in2. f °B” | 4y +m €%t du;
[}
T2
stoga je
+-"21 m
! 2t __ 1\ym —
(224) [ omrmemau=—"fy I s
2 (- 2it) (2ify

2
realni i imaginarni deo integrala (224) je

(225) R=m! s—"@ 1=m![°°—‘°‘2(i"’—)_2i(“—’”)m]. C(26)
t t t\ ¢
U vezi sa (224) je

m
2 Y 1 2 __ 1\m n .
@20 - | (°B'L',,+1—ﬂ)e2ff~du= ml_ [ =DM a2 _mlsin (n))
7 2 2 (—2ip Qitym 2 ¢

2
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Na osnovu (225) i (226) dobija se realni i imaginarni deo integrala I,
A 5

! si 1<}
(228) R | _misin@my) m!sin@my
2f 2 ¢ 2t
(229) z{lg}=m! [M_L(LM)M];
2 2t 2\t
stoga je za funkciju
- °B"+1 n+l_§_’_1__+_1)_!_ ] l n+1
_x+—;— ’ = 5
(230) y = v ’
l 0 x>
i n+1
@31) el g1y E?S_(HL'_L(SI_M) _
2| 2 2t \ ¢t

Na osnovu (231) je

+o0 .

CoS (n + l)t 1 /sint n+1 X
232 TV sin(2xf)dt =
232 _05 [ 2t 2t< t ) (2x7)
T foprtt (D! n+l a1
= °B ntl————3 e ex< )
(n+1)!{ T 2 } 2 >
. AT n+1.
Na gornjoj granici intervala x= imamo
an—H | _an+1 n+1 n+1 _0
0<<—x+"—;—><1— 0 (— 5 -+ 2 )~
pa integral (232) 72 x—=""" ima vrednost
" !
(233) = 1 °Bo“(o)_("+1)_ Lol
(r+1)! 2 2 4

Iz (232) sleduje

+% 6 n+1 G ) . .
(234) j' (§1n_t) sin@2xy) ,, - 2= (OB_+1+n_+l)+

~e M t (+1\ T
‘ +% tsi 2xt
5» cos (n+ 1) zsin ( x-)»dt, -—n—;l<x< +n42—‘1'
1

U vezi sa integral-sinusom poslednji integral na desnoj strani u (234) ima ove

vrednosti: 0 z |2x|<n+1, % za |2x|=n+1, = za |2x|>n+1.
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Stoga iz (234) sleduje
+o ot g ' "
@3 [ (ST e BT e M e
t t m+D! " 2

n+1+k<x<—%+k+l, k=0,1,2,... n --$<x<+”“.

-0

Na osnovu funkcionalne jednaline (54) dobija se

°Bn+l( x—n;1+k+1)=°B:+l( x+—;_l—p> n—k=p

. 2r °B"+1(—x+n+1—p)=—rc+ 2r °B:+l(x+"+l—v),
m+D! 7 2 n+1)! 2

. n=p-+v;
stoga je
to o n+1 gy n
(236) s (ﬁf) sin(2x1) dt=—=x +*—‘2W—I°Bv+l(x +n+1 —v)l
o\t t (n+1'] 2 )
n+1

—7—+v<x<—-;—_—l~+v+1 n=0,1,2,...,v=0,1,2,..., n

8. Ravnomerna konvergencija izvesnih nizova polinoma °B\','(oc).
Veza izmedu Nielsen-ovih polinoma i Bernoulli-evih funkcija.

Posmatramo kvadratnu Semu polinomi

oph+k
(237) B (), pk=0,1,2,...
n+o!

Iz funkcionalne jednaine (54) za n=2r, k=r—1, «=0 dobijamo

(238) °B¥(0) = (2’) r=0,1,2,...

azan=2r+1, k=r, a:% dobijamo

!
(239) °Bf’+‘<—;~)=(2“;*l)‘ ; r=1,2,3,...

U vezi sa vrednostima (238) i (239) izve§¢emo izvesne grani¢ne vrednosti
nizova paralelnih sa glavnom dijagonalom u $emi (237) i to za one vrednosti

argumenta o koje su celi brojevi.
Na osnovu definicione formule (2) imamo

o p2r o p2r
('2+r§(!a)‘ Br('z(:)j'@ (2),2( D+ () (- k— iy

3 Publikacije
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a odavde se dobija

[} 2r -
hm r+k (a) _ Br (‘z + k) s I —
(240) o (2r)' 1—»» 21 k=0,1,2,...
Za o= —k sleduje iz (240) i (238)
. oB2r (_ k) oB2r(0) 1
241 rtk = ke=
(241) f‘lnm 2N Lm oni =~ 2 k=0,1,2,...

Funkcionalna jednacina (54) za o= —x daje

°BY w1 (—X)=(2r)!—°BF (1+x).
Za k=r—m imamo
° 12nr+r—-1 (—x)=(2r)' —oBfr—m(l +x)
a odavde za x=m—1 dobijamo
Bl w1 {—(m—1)} = @) | B (+m);

stavimo li m—1=g¢q, bice

"Bim(+m) _ 1 _°Bfie(=q)
@) r)!
a odavde zbog (241) sleduje
Bl n(+m) 1
242 m —— 0,1,2,.
@4 mTer T2

Kod grani¢nih vrednosti polinoma °BZX}'(x), koje ¢emo sada izvesti, argument

. . . 1
je ceo broj uvetan za —.

Na osnovu definicione formule (2) imamo

rz_;-llc—l( ) oBZI+|(tX,+k) 1 )r+i (2r+ 1) (G-‘i—k )2,—+1

(2r+ 1) Q@r+ 1) (2r+ ) A Z (-

a odavde se dobija

(243) i B o BT @ R) o)),
r—yo (2r l)' r—yo (2r+ 1)'

Za «= — k+E sleduje iz (243) i (239)

1 2r+l(1)

op2r+1{ [-] -

(244) gyt (e 3) B
lim =lim -, k=0,1,2,.
row  (2r+1)! row (2r+ 1) 2
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Funkcionalna jednalina (54) za a= ~x daje
Brii(—x)=Qr+ )BT (1 +x);
za k=r—m imamo

Bl (—x)=2r+ 1)1~ B2 (1+ %)

a odavde za x=m -—% dobijamo

1 1
o p2r+1 m+_) o 2r+l<_m+__)
Br-—m ( 2 r+m 2 )

@+t @+ 1!

s obzirom na (244) sleduje iz poslednje jednakosti

1
op2rttf 4y _)
Br—m ( + 2 1

}il)l:—“(zTi_—l)! =E, m=0, 1,2,...

(245)

U vezi sa Semom (237) uvodimo sada neparnu funkciju na sledeéi nacin
{-B> o1 ZI+2( )v( ) x|+ 2n — )2, 0<x<2n
= Ix|+2n = - - - ST
(246) (2n)' @n!

f(=x)=—f(%), —2n<x<0.

Fourier-ov red funkcije (246) glasi

sin ke 21
(247) O—Bz‘n’*l“": $ 2|1 —cos (I_a_r) 4n sin (EC—Tr x).
el A ks 2) | ke 4n
4n | :

Razdvajanjem parnih od neparnih ¢lanova u redu (247) dobija se

oBz_"|x, 2n d (2[)—1)7':
(248) ___.i_z Zl(Zp—l) sin x|+

(2n)! 2n

+ L3 LN PR

™ p=1t P
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Vrednost funkcije (246) u intervalu (n—k-—1, n—k], k=0,1,2,..., n—1 tj.
kad je x=n—k—-a, 0<a <1 jeste °BZ%, («). Razvoj (248) za x=n—k—«
izgleda ovako

(249) oBiik (0() _ 2 i (_ I)p—l cos (ZP_I)W(k +a) +

@en)! w2 2p—1) 2n
[. pr)2
sin =
L3 ey B i 2R
T a1 D pr n
2n
. pm)*n
sin—
=£.1+i > 1 1—(—1)? 2n gin PRkt
© 4 wm p pr n
|_ 2n
Koeficijenti reda (249) ostaju kona&ni kad n- oo, jer je
2n
sing—z
lim =1-0;

n— o pT

L 2n )
stoga iz (249) sleduje

o p2n
(250) lim “Brie@_ L
n— oo (2”) ! 2

Iz (240) na osnovu (250) sleduje

. °B¥(@+k) 1
@D R YR

Budué¢i da k u formuli (250) moZe biti proizvoljno velik konadan prirodan
broj, jer n neograni¢eno raste, to formulu (251) moZemo napisati ovako

,0<<a< 1.

0<<a<.

. B [(@+p)+(k=p)] 1
(232) i, 2n) -7

ili, stavljajuéi a+p=x, k—p=m,

y 0<a<], 0<p<k

. °B¥ 1
(253) lim (2(:)“:m)=7,p<x<p+1.

Iz (240) na osnovu (253) sleduje

_ °BX(x+m) . °Biim(x) 1
239 et Mot 2

s m=£n.
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Izmedu Nielsen-ovih polinoma i Bernoulli-evih funkcija

sin (2rvx)
xX)=(—1)p*1.2 » p=0,1,2,...
Bypra(x)=(—1) zl (2rvyr 1 p
®, cos (2rcvx)
x)=(—1)r+1.2 p=123,..,
By = (=723 =0 =0
uspostavili smo sledeée veze
1 2n+1
(255) 142" (x) + 143" (1 —x) = ZgﬁT

+2 Z @2p~ 1)1 Gp~y) 221432777 (0)} By ()

v=0,1,2,...,n;

(256) AP (x) 4TI (1—x)= 22(2p 2) 1 (3273 (2242522 (0)) Bypiy ().

Pomocu vrednosti polinoma 142" (%) i 142" (1 - x) iz intervala (0,1) naginili smo
parne funkcije u intervalu — 1 <x< + 1. Razvijanjem ove dve funkcije u Fourier-ov
red 1 sabiranjem ta:dva reda, dobijamo formulu (255). Pomodu vrednosti
polinoma 42" '(x) i 142" '(1—x) iz intervala (0,1) nalinili smo neparne
funkcije u intervalu — 1<<{x<{ + 1. Razvijanjem ove dve funkcije u Fourier-ov
red i oduzimanjem ta dva reda, dobijamo formulu (256).

9, Definicija Bernoulli-evih polinoma sa dva argumenta i njihovo razlaganje
na polinome 147 (¢, ) ©odrosno na polinome °BJ(«, B),

Lako je uvideti da se generatrisa Bernoulli-evih brojeva moZe i ovako
napisati

(257)

P2 _S ey E

e —1 2o n!

a odavde dobijamo generatrisu Bernoulli-evih polinoma sa dva argumenta

Bze®s z" (x2)" =

Lt BBy AN = BB
(258) ey~ ey S ,,Zon («+ BB
Razlikovaéemo tri vrste Bernoulli-evih polinoma

1
(259) B, (a,8) = (o + BB)", Py (2,B) = o (x+ BBY", (260)
o B n+1__ B n+1

@61) 0n (o, )= & BT (BT

n+1
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Pokazaéemo da se polinomi B, (a,p) mogu razloZiti na polinome 14y («,P)
prema formuli

& (=1 n
(a+ BBy = 3 —— > { 14 (a,s)}-
262 V=0 (y n+1
@63 M\ 1)(v~}- 1)

U poznatom obliku za beta-funkciju

B(p,q) ;T ! p i rirodni brojevi
4) = = ’ evl,
[ o e ) 7P )

p
izvrS§iemo smenu = —u
(—w)?'du
(1 —u)r+?

(263) B(p.g)= [

U (263) stavljamo p=v+1, g=n—v+1

S (—u) du 1
Bv+1, n—v+ 1) =
(264) (1 ——)u"+2 ( + 1) (n':: 1)

Generatrisa polinoma A4y (a,p) je

(265) s {14z (0.8)}

( _x) e(l x) 0z %

1 (1 —x) pz

n[v]:

Iz (265) delenjem sa (1 —x) dobija se
e(l—x)(xz w  gn

1 n n
(266) e EOE{G 3 =i, B)]}

1 —xelt—®pz

a odavde smenom (1 —x)z=u proizilazi

evu oo u" {

267 e
(267) l—xe?" on'

Iz (267) dobija se

TR A |

eotu

(268)

o0 u n "
(1——x)(T xeP¥) z n—z ),,+2 A4y (, B)].

U vezi sa granicama integrala (263) odredujemo integral

exH dx— Bue ™

; S
_J (A —x)(1 —xef¥) efs— 1

(269)



O jednoj novoj klasi polinoma u teoriji specijalnih funkcija

39

stoga iz (268) na osnovu (269), (264) i (258) sleduje

zi»— (4 (1. )

p(**1)

o«

z (+Bs)" i

Il

§to daje formulu (262).

Buduéi da je
L r1
By @ By = (T B @, ),

dobija se na osnovu ovoga

(270) [ 15 ep =B ) — B 0,8)

0

a sliéno kao i za polinome P, (oc)=—'(1+B)” izvodi se da je
n!

271) § Po (@ B)do= Py (2, 8)— Pry1 (0,8).
0

Iz (262) dobija se mnoZenjem sa L’ i integriranjem od 0 do «
ni

+1 +1 Tt gz 0( +1)(n+1 n+1

v+1
Buduéi da je

1

P, =—— Byt P, .. (0, n+1
. +1 (=, B) it 1)'(0‘+ B) +1(0,p)= ot 1))(35)
to jJe
@+Bpy'—(BR_ 12 (=1 {"Bc“(a,s)—"Bc“(o,s)}
+ 1! 1= +1 n+1
O ),
ili

™M

(273) (a+BB)”+1—(BB)”+1= n (——l)" an+1(°c B) an+1(0 B)}

n+1 v=o(v+1)(zii) n+1

1y W | {"Bc“ (2.8)—By"' O, s)}.
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RESUME

SUR UNE NOUVELLE CLASSE DE PQLYNOMES DANS LA THEORIE
DE FONCTIONS SPECIALES

Bosko S. Tomié

Dans son livre ,,Traité élémentaire des nombres de Bernoulli” [1] (Paris,
1923, p. 28) Niels Nielsen a introduit une suite spéciale double de polynémes

Aj(x) = i(—— l)i(”j.‘l) (x+v—0)"
i=o

Ces polyndmes, pour « =0, déterminent une suite particuliére double de nombres
d’Euler, que celui-ci avait introduit dans ses ,,Institutiones calculi differentialis™
[2] (St. Pétersbourg, 1755, pp. 489 —491).

Comme une généralisation des polynémes de Nielsen I'auteur introduit
une nouvelle classe de polyndmes tout entiere qui contient une multitude
infinie de suites doubles de polyndmes a deux arguments. Pour chacune de
ces suites de polyndmes il donne la fonction génératrice (4). Il détermine de
méme la fonction génératrice des polyndmes de Cesaro [3}. Il démontre plusieurs
propriétés différentes des polyndmes nouvellement introduits. De la génératrice

des polyndmes °By(x) (18), que Pauteur avait introduite dans son travail ,,Sur
une classe des polyndmes et sur les intégrales s’y rattachant™ [4] (Zagreb, 1954,

Glasnik, pp. 229—243) il résulte que la suite. de polyndmes {°B(,' (oc)} forme la
suite fondamentale de toute la classe nouvellement introduite de polyndmes.
Au moyen de cette génératrice il arrive a ces fonctions °p,(«,z) (24), qui sont
aussi d’une importance fondamentale pour toute la classe introduite de polynémes.
Il introduit lintégrale (74) des fonctions °p,(«,z) et, par 'itération de ’intégrale
susmentionnée, il arrive aux fonctions #p, («,z) et en connexion avec ces fonctions
il détermine la valeur limite (97) et les relations asymptotiques (98), (99) et (100).
Il déduit I’équation fonctionnelle (106) pour les fonctions *p, (x,z) et de
celle-ci il obtient une propriété extrémement importante (107) de ses polyndmes
kBm (@). Par la différentiation de la fonction génératrice de la suite fondamen-

tale de polyndmes il arrive & la seconde suite de fonctions —*p,(x, z), donne
I’équation fonctionnelle (119) pour ces fonctions, et de celle-ci il obtient,
analoguement 3 la propriété (107), une propriété extrémement importante (121)
des polyndmes *A™ («). Il trouve aussi les équations fonctionnelles (53) et (54),

ainsi que les équations déduites de celles-ci pour les polynémes a deux argu-
ments. En rapport avec les fonctions —*p, («,z) il détermine la somme de la
série fonctionnelle (124) ainsi que les sommes des séries fonctionnelles (125).

En considération des propriétés (107) et (121) il arrive a dix-neuf inté-
grales trigonométriques. I1 détermine ’intégrale complexe (141), a la base de
laquelle, a Tl'aide de la transformation de Fourier, il arrive 4 ses deux inté-
grales fondamentales (150) et (155). Il donne la formule intégrale recurrente
(158), a la base de laquelle il déduit quatre intégrales ultérieures (173), (175),
(178) et (180). A la place de la suite finie de courbes (157) qui forme la
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base des intégrales susmentionnées, il introduit une suite infinie de courbes (184)
qui forme la base au groupe suivant composé de huit intégrales indiquées sous
les numéros (189) a (196). Par la translation de la branche droite de courbes (184)
le long de l'axe X il obtient les bases (197) pour deux intégrales suivantes
(204) et (206) et par la substitution de I’exposant n par n-+ 1 dans la suite
susmentionnée finie de courbes (157) et par la translation de la branche
droite de ces courbes le long de Paxe X il arrive & la suite de courbes (209)
qui forment la base des intégrales (213) et (215). Par la substitution de
I’exposant n par n+1 et par les translations le long de ’axe X et de 'axe
Y de la branche droite de courbes (132) il arrive aux courbes (220) qui forment
la base des intégrales (236).

En rapport avec le fait que les polyndmes nouvellement introduits con-
tiennent deux arguments, 'auteur introduit aussi les polyndmes de Bernoulli 4
deux arguments (259), (260) et (261). Il donne la nouvelle intégrale (269) qui
représente la génératrice des nombres de Bernoulli. Il décompose les deux
especes de polyndmes de Bernoulli a deux arguments en polyndmes A" (a, B)

(262) et polyndmes °B: («, ) (273). 1l démontre la convergence uniforme (254)

des suites paraliéles 3 la diagonale principale dans le schéma (237) et il établit
es formules (255) et (256) pour les polynémes de Nielsen.
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