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1. U v 0 d

Niels Nielsen je u svojoj knjizi »Traite elementaire des nombres de Bernoulli«
[1] (Paris, 1923, str. 28) uveo jedan specijalan dvostruki niz polinoma

'J
A~ (0:)=;~

( - 1); (n 7 l) (0:+ 'J- i)n.

Ovi polinomi za 0:= 0 odreduju jedan narociti Euler-ov dvostruki niz brojeva,
koje je Euler uveo u svojim »/nstitutiones calculi differentialis« [2] (Petrograd,
1755, str. 489-491).

Kao uopstenje Nielsen-ovih polinoma autor uvodi citavu novu klasu
polinoma, koja sadrzava beskonacno mnogo dvostruklh nizova polinoma sa
dva argumenta. Za svaki od ovih nizova polinoma daje funkciju generatrisu (4).
Isto tako odreduje funkciju generatrisu Cesaro-vih polinoma [3]. Dokazuje
vise razlicitih svojstava novouvedenih polinoma. Iz generatrise polinoma
°Bn(0:)(18), koju je autor uveo u svom radu »Sur une classe des polynomes et

'Jsur les integrales s'y rattachant« [4] (Zagreb, 1954, Glasnik, str. 229-243),
vidi se da niz polinoma eB~(o:)} cini osnovni niz cele novouvedene klase po-
linoma. Pomocu ove generatrise dolazi do svojih funkcija °Pn(O:,z) (24),
koje su takode od osnovnog znacaja za celu uvedenu klasu polinoma. Uvodi
integral (74) funkcija °Pn(0:,z) i iteracijom pomenutog integrala dolazi do
funkcija kpn(0:,z) i u vezi sa ovim funkcijama odreduje granicnu vrednost (97)
i asimptotske re1acije (98), (99) i (100). Izvodi funkcionalnu jednaCinu (106)
za funkcije kpn(0:,z) i iz ove dobija jedno vrlo znacajno svojstvo (107) svojih
polinoma kBm (0:). Diferenciranjem funkcije generatrise osnovnog niza polinoma

n
dolazi do drugoga niza funkcija -kPn (0:,z), daje funkcionalnu jednacinu (119)
za ove funkcije i iz ove dobija, analogno svojstvu (107), jedno vrlo znacajno
svojstvo (121) polinoma kA;;'(0:). Nalazi takode funkcionalne jednacine (53) i (54)
kao i iz ovih izvedene za polinome sa dva argumenta. U vezi sa funkcijama
-kPn (0:,i) odreduje zbir funkcionalnog reda (124) kao i zbirove funkcionalnih
redova (125).
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S obzirom na svojstva (107) i (121) dolazi do devetnaest nesvojstvenih
trigonometriskih integrala. Odreduje kompleksni integral (141) na osnovu koga po-
mocu Fourier-ove transformacije dolazi do svoja dva osnovna integrala( 150) i (155).
Daje rekurentnu integralnu formulu (158) na osnovu koje izvodi dalja cetiri
integrala (173), (175), (178) i (180). Namesto konacnog niza krivih (157),
koji cini osnovu pomenutim integralima, uvodi beskonacan niz krivih (194)
koji cini osnovu sledecoj grupi od osam integrala navedenih pod brojevima
(189) do (196). Translacijom desne grane krivih (184) duz ose X dobija os-
nove (197) za sledeca dva integrala (204) i (206), a izmenom eksponenta n u
n + 1 kod pomenutog konacnog niza krivih (157) i. translacijom desne grane
ovih krivih duz ose X doJazi do niza krivih (209) koje cine osnovu integra-
lima (213) i (215). Izmenom eksponenta nun + 1 i translacijama duz ose X
i duz ose Y desne grane krivih (132) dolazi do krivih (220) koje cine osnovu
integralima (236).

U vezi stirn sto novouvedeni polinomi saddavaju dva argumenta, autor
takode uvodi i Bernoulli-eve polinome sa dva argumenta (259), (260) i (261).
Daje nov nesvojstveni integral (269) koji pretstavlja generatrisu Bernoulli-evih
brojeva. Razlaze dye vrste Bernoulli-evih polinoma sa dva argumenta na poli-
nome lA~ (IX,~) (262) odnosno na polino me °B~ (IX,~) (273). Dokazuje ravno-
mernu konvergenciju (254) nizova paralelnih sa glavnom dijagonalom u semi
(237) i za Nielsen-ove polinome uspostavlja formule (255) i (256).

2. Definicija jedne nove klase polinoma. Funkcije generatrise ovih polinoma.

Kao uopstenje Nielsen-ovih polinoma uvodimo novu klasu polinoma sa
beskonacno mnogo novih dvostrukih nizova polinoma sa dva argumenta:

(2)

v
rA~ (IX,~)= .L( -l)i e ;r) (IX+ (v-i) ~)n, r= 1, 2, 3,...

,~o
v

rB~ (IX,~) = .L( -I)i (njr) (IX+ (v- i) ~)n, r= 0, 1, 2,...
,=0

(1)

Polinomi ove klase mogu se prikazati jedinstvenom formulom

(3)
v

n+kB~(IX,~)= ? ( - I)i( -n (IX+ (v- i) ~)n, k= 0, :f: 1, :f: 2, . ..
,~O

n, v = 0, 1, 2, . . .
Generatrisa novouvedenih polinoma glasi

1 e(l-x)Uz 00

k } -(4) --. = L I Pn(IX,~,z) x", k- 0, ::I::1, :f: 2,. ..
(1 -x)k 1-xe(l-x)/lz n~O

Ix 1< 1, Iz 1< 1, I~z 1< 1, IIX 1< M
gde je

(5)
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Za k=O imamo osnovni niz polinoma eB~(C(,~)} koji smo uveli na osnovu
veze sa diferencijom

P

t/h (x +ph? ==Dn (x, h) = .L ( - l)i (I!) (x + (p - i) h)n
o p

;=0 I

i to iz razloga sto je

(6)

(7)
a isto tako i
(8)

Za h= 1 upotrebicemo oznaku Dn(x,I)==Dn(x).p p

Na osnovu svojstva

(10)

°BZ+k(C(,~)=n!~n, k=0,1,2,...

razvoj (5) za k = 0 postaje

°
1-([3z)n+1 00 °BZ+k(C(,~)

Pn(C('~,Z)=-~+.L zn+k
1-[3z k~1 (n+k)!

staviti
'

co °Bn+k(a., (3)
Rn(C(, ~,z)

=.L
n zn+k.

k=1 (n + k) !

Iz 1< 1, I~z 1< 1, IC( 1< M imamo

(9)

prethodni

gde cemo

(11)

Uz uslov

(12)
stoga je

RI/ (C(, ~, z) -t 0 kad n -t 00;

Iim{"Pn(C('~,z)J =~ za Izi < 1, I[3zl< 1, IC(I< M
n-too I-~.z

a na osnovu ove granicne vrednosti u krajnjoj liniji dobija se

(14)
kpn+1(C('~'z)

-t 1 kad n-t 00
kpn (C(, [3, z)

Iz 1< 1, I~z 1< 1, IC( 1< M.

(13)

uz uslov

3. Funkcija generatrisa osnovnoga niza polinoma. Graniena vrednost
niza funkcija {"Pn(IX,z)}. Funkcije -1Pn (IX,..).

(15) Za ~= 1 pisemo °B~(C(,I)==oB~(C()

i u ovoj oznaCl Je

(16) oB'!.(C(~)=~n,loBn (~)1 ~*O.v' I v [3 \'

Polinomi °B~ (IX,~)imaju izmedu ostalih i ova svojstva

oB~(IX,O) = C(n( - 1)v(n ~I), °B~(O,~) = {OB~ (O)} ~n, Q
B~ (C(,C()= {O

B~+I (o)}:xn.
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Za ~= 1 stavljamo slicno

(17)

Za

{OB~(oc)}.

°Pn (oc, 1, z) := °Pn (oc,z).

celu klasu novouvedenih polinoma (3)

Funkcija generatrisa ovoga niza je

od osnovne je vaznosti niz

e(I-x) a. Z 00 00 xn zm
GO (oc, x, z)=-()= L L - {OB;;'(oc)}, Ix[< 1, Izl< 1.

l-xe I-x Z n=O m=O m!

Prethodno cemo pokazati da je funkcija eZ(ea.-I) funkcija generatrisa Cesaro-vih
polinoma [3]

(18)

n 00 V

Sn (z) = LSt~ZV=e-Z L~vn
v=o v~o v.

ciji su koeficijenti Stir/ing-ovi brojevi druge vrste

S n 1 n
tv = ;;! Dv (0).

Zaista je

00 a.n 00
f'./.n

00 ZV 00 zY 00 n
00 ZV

L - s (z) = L - e-Z L - vn = e-Z 2 - L ~ vn = e-Z L - efJ.V =
ez(efJ.-1). .

n~O n!
n

n~O nl V~O vI v~O vI n~O n! V=O v!

Stavljamo

i transformisemo

00 ZV 00 ZV
v

(V)ezefJ. = L -; efJ.V = L -; L k (ea. - I)k
v~o V. v~o v. k=O

PQslednji red u red po stepenima od (efJ.- 1)

00 00 n+v
ezea.

= L (efJ. -I)n L (n+\' ) ~-.
n=O v~o

n (n+v)!

Taylor-ov red funkcije ezefJ. po stepenima od (efJ. -I) glasi

(19)

(20)
00 n Zzea.

-"
z e ( fJ. 1)ne -L..,~e - .

n~O n!

Iz poslednja dva razvoja sleduje

(21)

Stavljamo

(22)

ovaj red konvergira za Ixl<I, IZI<I, locl<M jer

°Pn+1(oc,z)
-+ 1 kad n-+ 00

°Pn(oc,z)
(23)
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uz uslov Iz 1< I, IIX 1< M.

Koeficijenti °Pn(IX,z) razvoja (22) su funkcije oblika

(24) °Pn(IX,Z)= i (-1)',1 {(IX+n~v)z}V e{(a+n-v)z},
n=O, 1,2,...

',1=0 v.

Na osnovu razvoja (21) razvoj funkcije

(25)
. {(IX+n-v ) z}V { }

qv {(IX+n-v)z} = e (a+n-v)z
v!

glasi

{(IX+ n -v) z}V e{(a;+n-v)z}
= ~(V + k )

{(IX + n -v) z}VH .
v! k=O

v (v+k)!

Razvijajuci sve funkcije qv {(IX+ n - v) z}, ',1=0, 1, 2, . . . , n u lzrazu (24) na
naCin (26) dobijamo

(26)

(27)

gde je

(28)

Mnozenjem jednakosti (22) sa (I-x) dobija se

(29)

Stavicemo

(30)

i funkcije °Pn (IX,z) i °Pn-l (IX,z) razvicemo na nacin (27); tako dobijamo

(31)

Uopste, za polinome rA~(IX) vredi

(32) r+1A~ (IX) =
r
A~ (IX) -

r
A~-I (IX).

rA~ (1X)=(n6r) (IX+V)n+ ~/-l)k(ntr)(IX+v-k)n,
.

rA~-1= ~i\ -ly (n-rr )(IX+v-I-i)n;
.=0

Dokaz:
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poslednju sumu pisemo tako da novi indeks k ide od 1 do v; zato cemo
staviti j

= k - 1; tako je

r
A~-I = i (-I)k-l (~~ ~)[IX + (v-I) - (k-lW= i (-I)k-l (~~ ~)(IX+ v-k)n,

k=1 k~1

rA~ (IX)_rA~-1 (IX)= (n ~r) (IX+v)n + ~I[(
-1)k (n t r)-

- (-I)k-l
(~~ nJ

(ex+v -k)n =
io

(- l)k (n +~ + 1) (ex+ v -k)n"", r+1A~ (ex).

Poslednji dokaz vredi i u slucaju kad u (32) stavimo r= -m <0, sto daje

(33) m-1B~ (IX)= mB~(ex)_mB~-1 (ex).

Polinomi r
A~ (IX) imaju i ovo svojstvo

(34) r
A:+r+k (IX)

"'"
0, r = 1,2, 3, ..., k = 0, 1,2, ...

Dokaz:

Primenom formule (34) za r= 1, red (31) moze se pisati ovako

(35)

Iz (29), (30) i (35)

00 zm
-IPn (ex,z) = 2: - {lA;;' (IX)},

m=nm!

sleduje

n = 0, 1,2,...

(36)
(1 -

x)e(l-x)cr;z 00 00 zm
m

G-1(ex, x, z)"", = 2: xn
2: -{IAn (ex)}.

l-xe(l-x)z n=O m=nm!

Preuredenjem reda (36) dobija se

(37)
(1 x) e (I-x) cr;z 00 zn n
-=--~= 2: - 2:

xk {IAZ (ex)}, [xl < 1, Izi < 1.
l-xe(l-x)z n=O n! k~O

Buduci da

(38)

to iz (37) sleduje

(l-x)e(l-x)cr;z 1
-~--~kad x~ 1

l-xe(l-x)z l-z

dakle

39)
n

2:
]

AZ (IX) = n!
k~O
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Iz (32) sleduje neposredno

(40)
v

L r+IA;(ex)=rA~(ex)
i~O

8to za r=O daje

(41)

Iz (39) i (41) dobijamo

v

L 1A; (a) = °B~ (ex).
i~O

(42)

a kako je 1A;+dex) = 0 za k = 1,2,3,..., to je na osnovu (41) i (39)

takode

(44)

°B:+dex) =n! , k = 0,1,2, ...

sleduje

1 n+1 °Bn+\ )
°Pn(ex,z)= -z

+ ~ n ex zn+k.
l-z k~1 (n + k)!

(43)

Iz (27) na osnovu (43)

Stavicemo

(45)
00 0Bn+k ( )

Rn (ex,z)= L n ex zn+k
k=1 (n + k)!

i pokazacemo pod rednim brojem (60) da ostatak Rn(ex,z)
nuli kad n-+oo sarno ako je Izl<1 tj.

razvoja (44) tezi

(46) Rn(ex,z)-+O kad n-+oo za Izl< 1

i stoga je

(47) {
II

lim °Pn(ex,z) =-, Izj< 1, lexI<M.
n-+oo

j l-z

Na osnovu (47) dobijamo D'Alembert-ovu granicnu vrednost (23).
Da bismo dokazali (46) pokazacemo da vredi

°Bnn tk(ex)
+1

(n + k)!

(2) i (7) dobijamo

(48) kad n-+oo.

Na osnovu formula

k-I
DZ(ex-k) = °B=-k(ex)+ L(-I)n-i(n~i) (ex-k+ i)n

i=o
ili

(49)
k-I

°B=-k(ex) =n! + L(-I)i+1 (n(k-i-ex)n, k= 1, 2, 3,.. ., n.
i=o
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Zbog
(~)(k-i-O()n .

, -+Okadn-+00,1=0,1,2,...,k-ln.
dobijamo granicnu vrednost (48) u obliku

°B:-k(O()
1 k d

n!
-+ a n-oo.(50)

4. Funkcionalne jednacine polinoma °BZ(O()i -lBZ (O(). Graniena

vrednost reda Rn (O(,z). Konvergencija reda Rn (0(, ~, z).

(51)

Formula (32) za r = 0 i v = n-k glasi

lA:-dO() = °B:-k(O()_oB:-k-1 (O().

Odavde zbog (50) sleauje

(52)

Iz (51) zbog (49) dobija se funkcionalna jednacina za polinome lAZ (0()

(53)

Slicno, za polinome sa dva argumenta lAZ(a,~) vazi

lAZ (O(,~)= lA::-k (~-O(, ~).

Formula (39) daje

n-k-I n

L lA~(O()+ L lA~(O()=n!
'1=0 v=n-k

a odavde na osnovu (41) i (51) sleduje funkcionalna jednaCina za polinome

°B~ (0()

(54) °B:-k-I(O()+oBZ(l-O()=n!.

Iz (54) na osnovu (50) sleduje

°BZ (1-0() -t 0 kad n-t 00
n!

a odavde dalje zbog (51)

(55)

(56)
lAZ (0()
-, -t 0 kad n -t 00 .n.

(57)

(48) stavljamo

°B:+k (0()
(n+k)! =1 +e:n+k(oc), k = 1, 2, 3,.. .

Na osnovu
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gde

(58)

Zbog (57) imamo

EnH (0() -+ 0 kadn -+ 00 .

00 0 B n+k ( ) 00

"'"
n

0(
k

"'" ] k

[;:1 (n+k)!
Z = kL;;1

[1 +EnH(O() z.

Stoga zbog (57) i (58) sleduje iz (59)

00 0Bn+k ( )
I
.

"'"
n 0(

k
-

z
IZ I< 1, IN I< M

n~~~I(n+k)!Z-I-z'
~

i stoga vredi (46).
00 0Bn+k (0()

Iz (60) sleduje da svi redo vi L (n
k) I

zk, n = 0, 1,2, . .. imaju odredene.i
k~1 n+ .

ogranicene sume za Iz 1<1. Stoga mozemo odabrati konstantu K takvu da je

(59)

(60)

(61)
I ~I

o~~::j~) Zk
I
<K, n = 0,1,2,.. ., Iz 1<1

a na osnovu poslednjeg je

U vezi

(62)

(63)

a odavde

(64) lim
°B~-dO(,~)= lim ~n=o za I~I<I, jO(j<M.

n-+oo n! n-+oo

Iz funkcionalne jednacine (54) dobija se

(65)

a odavde duzim transformacijama sledece dye

(66) °B~+r(-x,~) = (n +r)! ~n+r- °B~~~(~+x, ~), x>O, ~ >0, r = 1, 2, 3,. . .

(67) °Bn+r ( - ) - ( - )n+r
[( ) I_oBn+r (

O(+x

)]
0 0 -I 2 3r 0(, X - x n+r. r-I

X
,0(> ,x> ,r- , , ,...

Na osnovu D'Alembert-ovog kriterijqma dobija se da red (11) konvergira za
svako realno z kada je 0(>0, ~>O iliO«o, ~<O. Za 0(= -x<O, ~>O upo-
trebicemo formu]u (66) i dobijamo

(~z)n+1 00 °Bn+r+1 (6 + Q)
R (- x ~ z) = -~ - zn+1 L - r x, ~ zr I~z [< 1n

" 1-~z r~O (n+r+l)! '
(68)
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a red na desnoj strani u (68) konvergira prema D'Alemhert-ovu kriterijumu za
I~zl<l. Zaoc> 0, ~=-x<O upotrebicemo formulu (67) i dobiiamo

oB"+r+l (~+~)( -xz)"+1 00 r
R,,(oc,-x,z)= -(-XZ)"+l2:

.

x
(-xz)',I-xzl<1

1 +xz r=1 (n+r+ I)!
(69)

a rcd na desnoj strani u (69) konvergira prema D'Alemhert-ovu kriterijumu za
1- xz I< I. Stoga za sign oc= - sign ~ imamo

lim
{
z" ~ °B:+k(oc, ~) Zk

}
=O, Izi < I, I~zl < I, loci<M.

"-too k=1 (n + k) !

Iz razvoja (10) na osnovu (70) proizilazi

(70)

(71)

a na osnovu ovoga je

(72) lim o~n+l(oc,~,z)
- I,

1 z 1 < I, I~z1<I,
1

at I< M.
"-too p,,(oc,~,z)

Stoga razvoj

(73)

konvergira za

Ix I< I, Iz 1< I, Il3z I < I, loci < M.

5. Nesvojstveni integral funkcije °p,,"(at,z) i posledice iteracije ovoga integrala.

Postoji-nesvojstveni integral funkcije °Pn(oc,z)

(74)

a postoji i nesvojstveni integral funkcije Go(oc,x, z)

(75)
et e(l-x)etz I e(l-x)z

S
doc= . .

-co
I-xe(l-x)z (l-x)z I-xe(l-x)z

Stavljamo

(76)

pa je

"
2: {Opv(a,z)}=lp,.(a,z)
v~O

(77)
I e (I-x) etz 00

G1(oc,x,z)=-. - 2: {lp,,(oc,Z)}x".
I-x I-xe(l-x)z ,,=0
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Postupak dobijanja generatrise Gd a, x, z) i funkcija Ip" (ft.,z) more se neogra-
niceno puta ponoviti. Tako dobijamo

1 e (I-x) az 00

(78) Gk(ex,x,z)= .--= L {kp,,(ex,Z)}xn,IxI< 1,Izi < 1,lal<M,
(l-x)k 1-xe(l-x)z ,,=0

gde je

(79) "kp" (a, z) = L {k-lpv (a, z)}.
v=o

Pokazacemo

(80)

da je

lim {lPn (a, z) }= + 00, za Iz 1< 1, Ia I<M.n-too

Funkcije °pv (a,z) u formuli (76) razvicemo u redove prema razvoju (44);
tako dobijamo

n+1 z(l-zn+1) n
Ipll(ex,Z)= + LRp(ex,z).

1-z (1-z)2 p~o

Izracunacemo granicnu vrednost izraza (81) za Iz I< 1 kad n-t 00; imamo
dakle da odredimo sumu dvostrukog reda

(81)

(82)
00 00 00 0BI'+k.( )

L Rp (ex,z) = L L p

~
zP+k, Iz I< 1.

p~o p=Ok~1 (p+k).

Primenom formule (40) za slucaj r= -1 na dvostruki red (82) dobijamo

(83)

Da bismo sabrali red na desnoj strani jednakosti (83) navescemo neka svojstva
polinoma 'B~(ex). Na osnovu DZ(x)=n! i DZ+,(x)~O dokazujemo konacno

(84)

Iz (84) za r= 1

(85)

a odavde za ex= 0

," - , ' ( n
.) n-,+; ,-;

Bn-,(ex)-(n-r). L -'
Stn-, ex .

;=0 r 1
i n=2p dobija se

IB~:-I (ex)= (2p)! ex+ (2p - I)! Sti:-I

(86)

Iz (54) dobija se
IB~:-I (0) = (2p -I)! St~:-I'

(87)

°B;~m (0) + °B;~m (0) = (2p)!

i zbog toga sto je °B;P =
(2~)!,

~ CB~P(0)}=lB~~(0)=(2p+1)!.
v=O 2

dobijamoa na osnovu ovoga
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Ako iz sume (87) izdvojimo pos1ednji clan °B~~ (0) = (2p)! i prebacimo ga na
drugu stranu, dobijamo

(88)

Iz (86) i (88) sleduje
2p (2p )St2p-1 =

\ P
.

Slicno se izvodi ako namesto 2p stoji (2p - 1).

St~-I=(~).

Imamo dak1e

(89)

Iz (85) i (89) dobija se

(90) 1BZ-I(0()=n!0(+(n-1)!(~)

a pomocu ovoga (83) daje

(91) ~ znJ, . ( - 1),(n )}
_20(z-(20(-1)z2

I I 1
L.., In . 0( -r n . 2 - , Iz < ,
n=ln! 2(1-z)2

IO(I<M.

U izrazu (81) za lpn (0(,z) drugi i treci clan imaju konacne odredene granicne
vrednosti, a prvi clan neograniceno raste sa n; stoga vredi (80). Pokazacemo
da je

(92)

Iz (81) dobija se

Ip,,-(O(,Z)
=~-

z(1-zn+1)
\ +-~ i Rp(O(,z)

(n~ 1) 1-z (1-z)2Ci 1) (ni l)p=o

a odavde zbog (91) sleduje (92).
Za red (77) na osnovu (80) i (47) imamo

(93)
lpn+1 (0(,z)

=
IPn (0(,z) + °Pn+1(O(,z)

~ 1 kad n ~ 00, iz 1< 1, I0( 1<M.Ipn(O(,z) Ipn(O(,z)

U izrazu (81) namesto n stavicemo 0,1,2,..., n i dobivene razvoje cemo
sabrati; dobijamo

(n +2 ) (n+ 1)
(94) 2Pn(0(,z) =

2
-

~ +
Z2 (l-zn+1)

+ i (n - p + 1) Rp (0(,z).
l-z (1-Z)2 (1-Z)3 p=1 1

Izracunavanje izraza za kpn(0(,z) prema rekurentnoj formuli (79) osniva se na
formuli
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Na taj nacin dobija se izraz

(n+k-m )
kpn(a., z) =

k~l (_1)m k-~ +
(_1)k(l_zn+1)zk

+
mL:,o (l-Z)m+1 (l-Z)k+1

(95)

(96)

~ (n-p+k-I ) )+
/::0 k-l

Rp(a.,z.

f I' k 1.x
' k

kpn (a., z)
d 1 '

,

ormu 1 za Oll;nl

(n + k - 1)
0 aZl lZraZ

k-1

(n-p+k-I )n k-I
L . Rp(a.,z).

p~o (n+k-1 )k-I

Kod funkcije kpn (a., Z) U

Kolicnik binomnih koeficijenata u ovom poslednjem izrazu moze se prikazati
kao alternativni zbir simetricnih funkcija aIgebarske jednacine stepena (k-1)-og

velicina --?--
1 '

i = 2, 3,4, . .., k. KoristeCi Cauchy-ev stay 0 nula-nizu,
n+l-

zatim stay da je {naan} nula-niz za ia I< I i najzad nejednakost (62), granicna
vrednost izraza (96) jednaka je sumi reda (91). Na osnovu ovoga dobijamo iz (95)

kp (a. z) 1
Iim n ,

--,lzl<I,Ia.I<M.
n-+oo(ntk) I-z '(97)

Slicno poslednjoj relaciji, za funkcije kpn(a.,z) dobijamo i ove asimptotske reIacije

Na osnovu

kpn (a., z) n
k d I I I /--, ,-- a n-+oo, z <-I, a. <M,

(n+k-1 ) k(I-z)
k-1

nk
kpn(a., z) ""'.-- kad n-+ 00, Iz 1<1, la./ <M.

k! (l-z)

(97) i (98) dobija se

Iim
kP.".:tL(a.,z)

= 1, Iz I < I, I a.1 <M.
n-+oo kpn(a.,z)

(98)

(99)

(100)

Polazeci od integrala

(101)
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analogno granicnoj vrednosti (100), dolazimo do granicne vrednosti (14).
Jednakost (22) za ex= 1 daje

e<l-x)z 00
Go(I,x,z)=- -" ePn(1, z)}xn,

I-xe(1-x)z /:::0
(102)

a za ex= 0,

1 00
Go(O,x,z)= -=I+L: ePn(O,z)}xn.

I-xe(l-x)z n=1
Iz (102) i (103) sleduje

(104) [Go(O,x,z)-I =x.Go(1,x,z).

Odavde proizilazi

(103)

(105)
1

Gk (0, X, z) - -- =x. Gk (1, X, z).
(1-X)k

Razvijanjem leve i desne strane u red po stepenima od x dobija se iz (105)

(106)

a odavde dalje, razvijanjem u red po stepeni~a od z,

(107) kB:'(I)=kB::'+1(O), m=I,2,3,...

(108) kBo ( I) =kBo (O) _(n+k )n n+l n+I
.

6. ParcijalDO diferenciranje funkcije °Pn (~. z) i svOjstva njenih visih izvoda po~.

Diferenciranjem po exjednakosti (22) dobijamo
. (1 - x) e(l-x)a:z 00 1 0

°G_1 (ex,x, z) == - = L: -- {Pn(ex, z)}X".
I-xe<l-x)z n=OZO(1. j

Odavde u vezi sa (29) i (30) sleduje

(110) ~ {OPn«(1.,z)} = Z {-lPn (ex,z)} = z{OPn«(1.,z) - °Pn-l (a, z)}.
oex

Zbog toga 8to je

(109)

(111)
00 00 00

L: {-lpn(ex,z)} xn= L: ePn «(1.,z)} xn-x. L: {Op~-dex,z)}xn,
n=O n=O n=O

dobija se, da red na levoj strani poslednje jednakosti konvergira
Iz I< 1, IexI< M, a na osnovu ovoga je

(112) lim
-lPn+dex,z)

= 1, Izl<I, 1(1.I<M.
n -t 00 -lPn (ex, z)

za I x 1< 1,
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Izvod reda k po ocjednakosti (22) je

(I-X)ke<I-X)!Xz ..
G-k(oc,x,z)== - 2: {-kPn(oc,z)}xn,Ix/< 1, Iz/< 1,locl<M,

l-Xe<l-x)z n~O
(113)

gdeje

(114)

Na osnovu toga 8to je

( 115)
.. co co

2: {-kpn(oc,z)}xn= 2: {-(k-l)Pn(oc, z)} x"-x.
2: {-(k-l)Pn-l (oc,z)} X"

n=O n~O II~O

k=I,2,3,...

co
zakljucujemo da iz konvergencije reda 2: {-(k-l) Pn (oc,z)} X" sleduje konvergen~

n~O

cija reda na levoj strani poslednje jednakosti za IX /< I, Iz I< 1, loci< M, te
je stoga

( 116) lim
-kpn+1 (oc,z)

- I, Iz i< 1, loci< M.
n -t.. -kPn (oc,z)

Razvoj funkcije -kPII(oc,z) po stepenima od z glasi

( 117)

Iz (104) dobijamo za funkciju G-doc, x, z) funkcionalnu jednacinu

(118)

a odavde se dobija

(119)

Razvijanjem u red leve i desne strane u (119) dobija se, prvo

(120) kA~:~(I)=O, m=0,1,2,...

a to znaci da je oc= 1 nula polinoma kA~:~(oc), m=O, 1,2,...; drugo

(121)

Jednakost (53) diferencirana (r-l) puta daje

rA~-(r-l)(oc)=( -1)'-1 {rA:=r-1)(I-oc)}, k=O, 1,2,..., n.

StavljajuCi n - r + 1 = m, dobija se iz poslednje jednakosti sledeca

( 122) rA~(oc)=(_l)r-l{rA:::+r-k-dl-oc)}, k=0,1,2,..., m-r+1.
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Iz razvoja

(123)
(1-x)e(l-x)az .00

=" {-lpn(ex,Z)}Xn
l-xe(1-x)z [;;:0

sleduje, kad x -+ 1 - 0,

1 00
-= L {-lp"(ex,Z)}'i Izl<l, lexl<M;
1 - Z n~O J

(124)

zaista zbir prvih (n + 1) cIano va reda (124) iznosi
n

L {-lpv (ex,z)} = °Pn(ex, z)
v~O

a odav~e sleduje

lim i {-lpv(ex,z)}= lim {OPn(ex,Z)}=~, Izl<l, lexl<M.
n -+ 00 v=O n -+ 00 1- z

Redovi. funkclja

(125)
00

L {-kpn(ex,z)} =0, k=2, 3,4,...
n~O

konvergiraju za Iz 1<1, IexI<M. Na osnovu (114) imamo

(126) lim {-kpn (ex,z)} = i (-1); l~) . lim tPn-;(ex, z)} =
n-+oo ;=0 I n-+ 00

=~_. i ('-1); (~)=0, Izl< 1, lexl <M.
1 - z ;~o I

Zbog toga 5to je
n

L {-kpv(ex, z)} = -(k-l) Pn (ex,z)
v~O

dobija se na osnovu (126)
n

lim L {-kpv (ex, z)} = lim {-(k-l) Pn(ex,z)} = 0, Iz I < 1, IexI < M,
n -+ 00 v-O n -+ 00

k = 2, 3,4, . .. tj. vredi (125).

Na osnovu (79) i (99) imamo
n nk+l

lim L {kpv (ex,z)} = lim {k+1pn(ex,z)} = lim = +00,
n-+oov=o n-+oo n-+oo(k+l)! (1-z)

Izi < 1, lexl<M,
dakle

(127)
00

L {kpv (ex,z)} = + x), !z I < 1, IexI < M.
v~O
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7. NesvOjstveni trigonometriski integrali izvedeni pomocu nove klase polinoma.

1° Na 08novu svojstva (107) za slucaj k = 0 uzecemo na svaku jedinicu
apscisne 03e u intervalu 0 ~ x < n po jedan luk parabola

(128)

Dva susedna luka (128)

(129) y = °BZ_I (x-(k- I)), k-I < x < k i y = °BZ(x- k), k< x< k+ I

ImaJu istu ordinatu u tacki sa apscisom x = k, jer je

°BZ_I (k-(k-I))=oBZ-l (1)=oBZ(O), °BZ(k-k) = °BZ (0).

Luci parabola (128) cine neprekidnu krivu u intervalu O<x<n. Krivu (128)
pomaknucemo u levo duz ose X za n jedinica; tako dobijamo

( 130) y=OBz(x+n-k), k<x+n <k+ I, k=O, 1,2, . .., n-l.

Luke (130) obrnucemo oko ose Y za 180°; dobijamo

(131) y=oBz(-x+n-k), k<x<k+l, k=O, 1,2,..., n-l.

Luci (130) i (131) prikazani su funkcijom

[-I x I+ n]

()(132) y=oBn =" (-I)V n
(- Ix I+n-v)n -n<x< +n.

-Ixl +n L., v 'v~o

Izracunacemo unutrasnji integral za Fourier-ov integral funkcije (132)

(133)
n n-I k+1

S
eE n 2itu d " S

O Bn ( k I) 2ilU d
. V

--
I-Iul+ne u= L., n-(k+l) -u+ + e U,l= - .

o k~Ok

U integralu (133) izvrsicemo smenu - u + k + I = ~

(134)
n n-I I

fB~ lu I+n e2itudu = L (e2it)k+I fBZ-CHI) (~) e-2il; d~,
o k~O 0

a ovde stavljamo k + I = v

(135)
n n I

SOB~I u I+n e2itudu = L (e2it)V SOBZ-v (~) e-2il; d~.
o V~l 0

U integral (135) uvodimo prema (28) izraz za °BZ-v(~)

(136)

2 Publikacije
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i u poslednjem integralu izvrsimo mnozenjapolinoma °B~-v (~) sa (e2it)V, '1=
= I, 2, 3, . . ., n .

U integralima koji su na desnoj strani formule (137) izvrsimo smenu ~+ k = Q(

(138)

Razvijanjem sume (138) po indeksima k i v dobijamo izraze oblika

n-k
( - l)k

(~)
(e2it)n-k

S
Q(ne-2ita. da.,

o

koje treba sabrati; dakle

k=0,1,2,..., n

(139)

Primenom formule

A e-2itA n k!(Z) n!(~) 1
S

Q(ne-2ita. da. = .L - "n-k - .--
o ( - 2 it) k~O (2it)k ( - 2 it) (2 itl '

na izraz (139) dobija se

,,= 1,2,3, ... , n

(140)
n

SOB~lul+ne2itudu =
o

= 1.
{

'it v! (n)(~)
V

D~-v (0) + n! (n)(~)
n

[D~ (0) - ( - l)n (n)] -( - 2 It) v~o v 21t n 21t n

-n! (n)(~)
n

'it (-1)'1 (n)(e2it)n-v
}
.

n 2lf v~o v

Buduci da je

D: (O)=n!, D:-v (0)=0 za '1= 1, 2, 3,..., n-l, D~(O) - (- l)n (n)= (- l)n+1,n

to je
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dakle

S

n

°B"-- u + n
e2itudu =

n !

{
I -

(e2it - 1)n

}
.

o
I I ( - 2 it) (2 it)n

Realni i imaginarni deo izraza (141) dobijamo iz jednakosti

(142) (e2it-1)"= (eit-e-it)" (eit)n=(2 isin t)n. [cos (nt) + isin (nt)]

(141)

ako u ovu stavimo

(143)

dobija se

(144) (e2it_1)H4m= i. 2H4m sinH4m t cos (1 +4m) t-2H4m sinH4m tsin (1 +4m) t

(145) (e2it -1)2+4m = - 22Hm sin2+4mt cos (2 + 4m) t- i. 22Hmsin2Hmtsin(2 + 4m) t
(146) (e2it-1)3+4m = - i. 23Hm sin3+4mt cos (1 + 4m)t + 23Hmsin3+4mtsin(3 + 4m)t

(147) (e2it_1)H4m = 2H4m sinH4m t cos (4 + 4m) t + i. 2H4m sinH4m t sin (4 + 4m) t.

Stavljaju6i brojeve (143) u izraz (141) dobijamo u sva cetiri slucaja rezultate
jednako gradene a u kojima names to n stoje brojevi (143); stoga je za svaki
prirodni broj

n=I+4m, 2+4m, 3+4m, 4+4m, m=0,1,2,...;

{

n!

[
(e2,'t-n"

]}

sin (nt)sinnt
R 1- =n!--

(-2it) (2it)n 2tn+1

{

n!

[
(e2it- l)n

J}
(1 cos (n t) sinn t

)
I 1 - =n! -- .

(-2it) (2it)n 2t 2tn+1

Na osnovu (148) je

(148)

(149)

S

+nO
B n (2 ) d

,sin (nt) sinnt
-Iul+ncos tu u=n.-- tn+l

-n
te Fourier-ova transformacija daje

S

+oosin (n t) sinnt 7t

°
n---cos(2xt)dt=-{ Bv( -Ixl +n-v)}

--00
tn+l n!

( 150)

n-v-l~x~n-v, n= 1, 2, 3,..., v = 0, 1,2,. .., n-1.

-(n-v)~x~-(n-v-l)

Definisemo neparnu funkciju

(151)

(152)
za koju je

°b"--[xl+n = °B"--Ixl+n

°b"--Ix.I+n= - °B"--Ixl+n

za -n~x~O

za

( 153)
+n

(
( ..

1on. COS nt)sm"t

S b-lul+nsm(2tu)du=n! - -- ) .. tn+1 t-II
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Za 0 < X ~ n sleduje iz (153) zbog (152) na osnovu Fourier-ove transformacije

S

+co

(COS(n t) sinn t 1 ') . 7t

°
n

.

~--- sm(2xt)dt=-{ - B_]xl+n};tn+1 t n !
-co

desna strana u (154) za X = 0 ima vrednost

7t 1
{Obn 0 bn } 7t 1

{o non }-.- -1-OI+n+ -]+Ol+n = Bo+n- BO+n =0;
2 n! 2 n!

( 154)

integral (154) za X = 0 ima vrednost nula. Iz (154) sleduje

S
+cocoS(nt)Sinnt. 7t

on
- sm(2xt)dt=7t-- { Bv(-Ixl +n -v)}

r+1 n!
-co

(155)

n-v-l~x~n-v, n=1,2,3,..., v=O, 1,2,..., n-l.

Za x=O desna strana integrala (155) ima vrednost 7t-~{OB~(O)} =0; dakle
(155) vredi za x = O. n!

2° Iz niza polinoma (131) dobijamo diferencirajuCi r puta i izostavljajuci
faktore koji nastaju pri diferenciranju, ovaj niz funkcija

(156) y =
rAz-r (- x -I- n - k), k~x~ k + 1, k= 0,1,2,..., n - 1, r = 1,2,3,..., n.

Luci (156) cine neprekidnu krivu u intervalu O~x~n na osnovu svojstva (121).
Ovi luci kao i simetricni u odnosu na osu Y prikazani sa funkcijom

[-I xl+n]
(157) y= r

A~I~ I+n= L (-l)v(~)( -Ixl +n-vt-r, r= 1, 2, 3,..., n, - n~x~ +n.
v~O

Funkcija (157) je parna funkcija. Iz ove funkcije dobicemo neparnu y = ra~I;I+n
obrtanjem jedne njene grane za 180° oko ose X. Pokazacemo da za ove
funkcije postoji rekurentna integralna formula

n n-l

S'+1A~I~r:~) e2itudu = (e2it - 1)rA~~r~(:-l) e2itudu

o
°koja nam omogucuje izracunati unutrasnji integral

S
nr

A n-r 2itu d ( ) , (e2it_l)n
-Iul+ne u= n-r . ~ , r= 1, 2, 3,... ,n.(2it)n-r+1

o
Izracunacemo prvo integral

n n-l k+l

(160) PA~I~I+ne2itUdu=L SlA~=~k+I)(-u+k+1)e2itUdu, i=V-=t.
o k=Ok

Transformacijom promenljive - u + k + 1= ~ i smenom indeksa k + 1 = v dobi-
jamo iz (160)

( 158)

(159)

(161)
n n 1

PA~I~I+ne2itUdu = L(e2it)V

S lA~=~(~)e-2it\;d~.

o 1=1 0
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(162)
n I' n-I

S
l A

n~1 ?ilu d -
2it

S
OB n-1 ( t: ) -2il; d t: 2it

S
OB

n~1
'Wu d-Iul+ne u-e n--I

'"
e ",+e -luIHn--I)e u-

000
n~1

S
OB

n~1 2ilu d- -lujHn-l)e u,
o

a odavde primenom integrala (141) dobijamo

n (e2il l)n

S
lA"--I~'+ne2iIUdu=(n-1)!

-,
,

o
. I (2ifl

Izracunacemo dalje integral

(163) n = 1, 2, 3,. . .

n n-I k+1

S
r+1A"--I~I:~) e2iludu

= L S r+1A:=~~t~~( - u + k + 1) e2iludu, i = V - 1.
o k=Ok

Transformacijom promenljive - u + k + 1 = ~ i smenom indeksa k + 1 = v dobijamo

(164)

( 166)

n n 1

S
r+1A"--I~I"tI~ e2itu du = L (e2it)V Sr+1A:=~+') (~) e-2il$ d~=

o v=1 0

n 1 .

= L (e2it)V S[rA:=~+I)(~)_rA:=~!/)(~)]e-2it; d~;

'1=1 0

prva suma daje

n 1

L (e2it)V

S
rA:=~+I) (~) e-2it'< d~ =

v=1 0

1 n-I 1

=
(e2il)1

S
rA~~I')-r (~) e-2ili; d~ + e2it L (e2it)V

S
rA~:=g=~m e-2il; d~=

o '1=1 0

(165)

druga suma daje

n 1

L (e2il)V
S

rA~~vl~lr (~) e-2it; d~ =
v=1 0

n-I
2

S
rA (n-I)-r 2i d=e" -Iul+(n-I)e lu u;

o

(167)

n-I
.

1 1

= L (e2il)V rA~:=g=~ (~)e-2it; d~ + (e2it)n r A~n_--;"~lr (~)e-2il; d~
=

'1=1 0 0

n-I

S
rA (n-I)-r

-9.'1 d= -I.ul+(n-I)r'u u.
o
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Iz (165), (166) i (167) sleduje (158).
Stavljajuci u (163) (n - 1) namesto n dobijamo postepeno pomocu formule
(158) unutrasnje integrale funkcije (157)

.

n (e2i1 l)n

S
h+1+4kA~I~~t~+4k)e2itudu={n-(h+ 1 +4k)}! -

o (2it)n-h-4k
(168)

h O~ 0, 1,2, 3; n = h + I + 4k + v, v = 0, 1,2, . . . .

gde u vezi sa funkcijom (157) mora biti h-L 1 +4k~n. Velicinu h uvodimo
zbog periodicnosti stepemi imaginarne jedinice. Za k = 0 formula (168) s obzirom
na cetiri vrednosti indeksa h pretstavlja c-;tiri integrala koji su nam potrebni
radi odredivanja realnog i imaginarnog dela integrala (168). Realni i imaginarni
delovi pomenutih integrala dobijaju se pomocu formula (144) do (147). Lako
se vidi da je

(169) R
{

(e2i1 - l)n
1=

24k
R

{

(e2it _l)n

}
, h = 0, 1,2, 3;

(e2i1)n-h-4k I t-4k (2itl-h

{

(e2i1 -It

}

24k

{

(e2i1- l)n

}
I

(e2i1)n-h-4k = t-4k
I

(2it)~~ '
h =.0, 1,2, 3.

Ova razmatranja upotrebicemo takode kod beskonacnog niza funkcija (181).
U integralu (168) dajemo velicini h sire znacenje, koje nije vezano za imagi-
narnu jedinicu; uzimamo h = 2q - 1, q = 1, 2, 3, . .. i tada je h + 1+ 4k = 2q + 4k.
Stavljamo 2q+4k=2r i tada je h+ 1+4k=2r-l, pa integral (168) prima
sledeci oblik

(170)

(171)

stoga je

(172)

dakle

( 173)

n (e2i1 l)n

S
2rA~-12:1 +n e2i1udu = (n - 2r)! =-- ;

o
(2it)n-(2r-l)

za parnu funkciju y=2rA~:~rl+n' ako primenimo (169) za h= 1,3

+

S

n
2 A n-2~ (2 )d ( 2 ) , ( 1) 22

sin (nt) sinntr
-I u I +n cos tu u = n - r. -

r r
tn-(2r-l)

-n

S

+oo sin (nt) sinnt . (- 1)' 1t
cos(2xt)dt.= --. {2rAn-2r (-Ixl + n-v) }

-00
tn-(2r-l) 22r (n

- 2r) ! v

n-v-l ~x~n-v, n=2, 3,4..., 2~2r~n,

- (n-v)~x~ -en-v - 1), v = 0,1,2,..., n-l, r= 1,2,3,..., [~l
Za neparnu funkciju y = 2ra~I~1+n, ako primenimo (170) za h = 1,3, dobija se

S

+n
2 n-2r. ?'t d ( 2 ) , ( 1) 22 cos (nt) sinnt
ra-Iul+ne.'u u= n- r. -

r r__-
tn-(2r-l)

-n

(174)
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dakle

(I 75)
S
+OOcos(nt) sinnt .

(2 )d -
(- 1)' 1t {2rA n-2r ( I I }SIn xt t v - x +n-v)

-00
tn-(2r-l) 22r (n

- 2r)!

n-v-l <x<n-v, n= 2,3,4,...,

v=O, 1,2,..., n- I, r= 1,2, 3,..., [~J
U (168) uzecemo h = 2q, q= I, 2,3,...; tada je h + 1+ 4k= (2q + 4k) + I = 2r+ I,
h + 4k = 2r, pa integral (168) prima sledeci oblik

n (e2il I)n
f2r+1A~I~lt~e2itUdu=(n-2r- I)! - ;

o
(e2il)n-2r

parnu funkciju y = 2r+1A"-,~2rt~), ako primenimo

(176)

stoga je za (169) za h = 0,2

(177)
+n (

.
) . nr2r+1A''-!~It~ e2itu du = (n - 2r - I) !( - IY 22r+1cos nt~

tn-2r
-n

dakle
+00cos (nt) sinnt ( - 1)' 7t .

(178)
S

--cos(2xt)dt=- {2r-f-1An-(2r-r]) ( - lx l+n-v )}
tn-2r 22r+1 (n - 2r - I)! v

-00

n-v-I<x<n-v, n=I,2,3,..., 1<2r+I<n,

- (n-v)<x< -(n-v- I), v =0, 1,2,..., n--l, r=O, 1,2,..., [~-; Il

Za neparnu funkciju y = 2r+1a~-I<';lt~),ako primenimo (170) za h = 0,2, dobija se

S
+n2r+J n--(2r

.

+1) 2itu d - ( 2 I) ' ( l) r 22r+1
sin (nt) sinnt

(179) a-jul+ne u- n- r- . - ---
tn-2r

-n
dakle

(180)
S

+oosin (nt) sinnt
sin (2xt) dt =

( - 1)' . :r- {2r+1A~--(2r+I)(-Ixl + n -v)}
-00

tn-2r 22r+1 (n-2r-I)!

n--v- I<x<n-v, n= 1,2,3,...,

3° Namesto

v = 0, 1, 2, . . . , n - 1, r = 0, 1, 2 , . . ., [n
~

1]-

konacnog niza krivih (157) posmatramo beskonacan niz krivih

y = rAm-Ixl+(m+r),r = 1,2,3,. . .(181)

Kriva (181) postaje iz krive (157) da stavimo n-r=m. Niz polinoma

(82) y= rAZ'(x-k), k < X < k+ 1, k= 0,1,2,..., m +r- I
\\

cini neprekidnu krivu u intervalu 0 < X < m + r na osnovu svojstva (121).
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Za X = 0 i X = m + r ordinata krive (182) je nula. Na osnovu funkcionalne
jednacine (122) je .
(183) (_1)r-l {rAZ'(x-k)} = rA0.+r+lJ-k (-x+k+ 1), k = 0,1,2,.. ., m + r-- L

Polinorni na desnoj strani jednakosti (183) prikazani su funkcijorn
[-lxl+m+rJ

(m +r) -(184) y=rA'~lxl+(m+rJ=
v~o

(-1)'.1
v

(-jxl+m+r-v)m,

-(m+ r) ~ X ~+ (m +r).

U funkciji (181) stavicemo r = h + 1 -I-4k, h = 0,1,2,3, pa cerno irnati sledeca
eetiri ~iza parnih funkcija

(185) y = AHkA~lxl+(m+j.Hkj, A= 1,2,3,4; k = 0, 1,2, . . .

i odgovarajuce neparne funkcije

(186) y= AHka~lxl+(m+j.+4kJ' A= 1,2,3,4; k = 0,1,2,. . .

(187)

U integralu (168) stavicemo h + 1 -I-4 k = r

S
nr

A n-r e2i/Udu- (n-r )
'

(e2i1_1)n
r-l 2 3 n, 1+ -. , - , , ,..., .

o
- ,u n (2it)n-r+1

srnene n-r=m dobijarno iz (187)Na osnovu
m+r (e2it - l )m+r

S
rA m 2i1ud ' 1 2 3-Iui+(m+r) e u=m. -, r= , , ,...

o (2it)m+1

Realni i imaginarni delovi integrala (168) dati su formularna (169) i (170).
Stavljajuci u ove izraze n - h -1 - 4k = m, gde je h = 0, 1,2,3, dobicerno realne
i irnaginarne delove integrala (188). Ovi realni odnosno imaginarni delovi pret-
stavljaju unutrasnje integrale Fourier-ova integrala za parne funkcije (185)
odnosno za neparne funkcije (186). Stoga je beskonacni niz funkcija (181)
osnova sledeeoj grupi od osarn integrala .

S

+oo
cos(m + 1

.

+ 4k) t sinm+1Hk t(189) cos(2xt)dt=
tm+l

-00

(188)

(m+ 1 + 4k)-v-l ~x~(m+ 1 + 4k)-v, m=O, 1,2,..., k=O, 1,2,...

-[(m+ 1 +4k)-v]~x~-[(m+ 1 +4k)-v-l], '.1=0,1,2,..., m+4k,

S

+OOSin(m + 1 + 4k) t sinm+1Hkt .
SIn (2xt) dt =tm+l

-00

( 190)

+1 7t { H.m II \'= H-Av(- X +m+l+4k-v),21+4k m!
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m = 0, I, 2, .. . ,(m+ 1-+-4k)-v-1 <x«m+ I+4k)-v,

(191)

k = 0, I, 2, . . .

v = 0, 1,2, . . ., m + 4k,

S

+OOSin (m + 2 -/--4k) t sinm+2Hk t
cos (2xt) dt =tm+l

-00

- I "It----
= --. - (2+4kA:;'( -I x [+m+2+ 4k-v)}

22Hk m!

(m+2+4k)-v-1 <x«mt 2+4k)--v, m=O, 1,2,..., k=O, 1,2,...

- [em + 2 + 4k) -v] < X < - [em + 2 + 4k) -v - I], v = 0, 1,2, . . . , m + 1+ 4k,

(192)
S

+OOcos(m + 2 + 4k)t sinm:-2Hkt .Sill (2xt)dt=
tm+l

-00

--1-1 "It
= '--. - {2HkA~( -! x i+m+ 2+ 4k-v)}22+4k m! '

(m+ 2 + 4k)-v-1 < x < (m+ 2+ 4k)-v,

(193)

m = 0, I, 2, . . ., k = 0, I, 2, . . .

v = 0, I, 2, . . . , m + 1 + 4k,

S

+OOcos(m+ 3 +4k

.

)tsinm+3Hkt
2 d-cos( xt) t=

tm+l
-- 00

- 1 "It
= {3HkA~( -[ x 1+m+ 3 + 4k-v)}23+4k m!

(m+3+4k)-v-1 <x«m+3+4k)-v, m=O, 1,2,..., k=O, 1,2,...

-[(m+3+4k)-v]<x<-[(m+3+4k)-v-l], v=O, 1,2,..., m+2+4k,

(194)
S

+OOsin (m + 3 + 4k) t sinm+3Hk t .
- Sill (2xt)dt=

tm+l
-":.00

- 1 7t --
= {3HkA~( -Ix [+m+ 3 +4k-v)}23+4k m!

(m+3+4k)-v-1 <x«m-t-3+4k)-v,

(195)

m=0,1,2,..., k=0,1,2,...

v=O, 1,2,..., m+2+4k,

S

+OOsin(m + 4 + 4k) t sinmHHkt
cos(2xt)dt=

tm+l
-00

= ~~. ~ {4+4kA~(-I x I+m+4 + 4k-v)}24-r-4k m!

(m + 4 + 4k)-v-1 < x < (m + 4+ 4k), m = 0, 1,2, . . ., k = 0, 1,2, . . .

-[(m+4+4k)-v]<x<-[(m+4+4k)-v-l], v=O, 1,2,..., m+3+4k,
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(196)
S

+oocos (m + 4 + 4k) t sinmHHk t .
sm (2xt) dt =tm+l

-00

(m+4 + 4k) - \1-1'::;; x'::;;(m+4+ 4k)-\l, m = 0, 1,2, . . . , k = 0, 1,2, . . .

\1=0,1,2,... , m+3+4k.

4° Desnu granu krive (184) pomaknucemo translatorno duz ose X za
m +r

2
jedinica u levo. Tako dobijamo krivu Cija je jednacina

( 197)

m+r m+r
--,::;;x'::;;+-, r=I,2,3,...

2 2
m+r .

d
. .

Ova funkcija pretstavJja luke (183) pomaknute za - J.e mIca u levo.
2

Pokazacemo da je

(198)

m+r
+--

2 m+r m+r

Im+r = S
rA~u +

m+r e2i1udu= (e-2il) 2- . S
rA~ Iu 1+ (m +r) e2itu duo

2
-

m+r 2 0

2

Buduci da je

(199)

-
m+r

+k+l
m+r-I 2

( m+r )Im+r= 2: SrA:+r-(k+l) -u--+k+ 1 e2i1udu,
2 k=O m+r 2

--+k
2

m+r
k 1 !:'.dobija se transformacijom promenljive - u - - + + = <, 1 smenom indeksa

2
k+l=\I

m+r m+r I

Im:.~ =
(e-2il) 2

\I~

(e2i/)\I fA:+r-\I (~) e-2it; d~.

PolazeCi od polinoma (183) dobijamo za integral (188)

(200)

(201)
m+r m+r I

S
rA~ Iu I+(m+r) e2itu du = 2: (e2i1)\1

S
r
A:+r-\I (~) e-2il; d~.

o \1=1 0
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Iz (200) i (20 I) sleduje (198). Iz (198) i (188) sleduje

(202)

+~
2

[
(e2it - 1)m+r

]

~+r

S

r
A~u+ m+~ e2itu du = m! . (e-2it) 2 ==

m+r
2 (2it)m+1

2

Za r - I = 2y + I

(sin t)
m+l

==m! (2i)'-1 t sin"-1 t.

poslednji izraz izgleda ovako

(sin t)
m+l

m!22Y+l(-I)Yi t sin2v+lt

iii, ako pisemo n namesto m, r namesto Y, imamo

(
sin t n+1

n! 22r+1( - 1)r
it)

sin2r+1 t.

Izraz (203) je imaginaran; zbog toga imamo Fourier-ov integral neparne funkcije

(203)

+ 00

(sin t n+1

S t) sin2rH t sin (2xt) dt =
- 00

(-I)' 7t

{
n n+2r+2

}
=-- 2r+2An+2r+2-(HO( -x--- +k+ I) .

22r+1 n! . 2

Na osnovu funkcionalne jednaCine (122) dobija se

2r+2An ( n+2r+2
k I

) {
2 +2An ( n+2r+2

k
)}n+2r+2-(k+l) -x-~-+ + = - r k X +~-~--

i stoga je

(204)
S

+oo
/sint )

n+l
sin2r+ltsin(2xt)dt=(-I)'+1 ~

{
2r+2AZ

(
x+

n+2r+2
-k

}\ t 22rH n! 2
- 00

n+2r+2
k

n+2r+2
k I- + ~ x ~ - - + + , k = 0, I, 2, . . ., n + 2r+ I,

2 2

n=0,1,2,..., r=0,1,2,...

Za r- I = 2v izraz (202) izgleda ovako

(sin t
)

m+l
m! 22v ( - l)v -t sin2vt

iIi, ako pisemo n namesto m, r namesto Y, imamo

(205) (sin t)
n+l

n! 22r( - I)' t sin2rt.
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Tzraz (205) je realan; zbog toga imamo Fourier-ov integral parne funkcije
+00 sin t)

n+ 1

S \-;- sin2r t co" (2xt)dt =
-00

=
~- I)' ~ {2r+1An ( - X -

n + 2r:+-_~
+ k + I) }.

22r n!
n+2r+I-(k+lj

2

Na osnovu funkcionalne jednaeine (122) dobija se

"+1 n ( n + 2r + 1
k ) 2 lei n ( n + 2r + 1

k
)}

.r Ak x+~-- =(-I)r\a+An+2r+I-(k+lj -x z--+ +1

i stoga je
+oo

(Sint n+1 (-1)' T: ' ( n + 2r+ 1 -
)}

(206)
S

- ) sin2rtcos(2xt)dt= =- 2r+1AZx+ k
-00 t 22r n! i 2

n+2r+l n+2r+1
+k~x~ +k+ I,

2 2
k=O,I,2,..., n+2r,

gde je za n = 0, r = I, 2, 3,...; a za n= I, 2, 3,..., r = 0, I, 2,...

5° U nizu (157) zbir gornjih indeksa je n. Uzecemo sliean niz u kome
je zbir gornjih indeksa (n + I).

[-Ixl +n+l]

y=rA~r~1+'(n+lj= .L (-I)v(n~l)(_-ixl+n+l-v)<n+]j-r,
v~O

(207)

r= 1,2,3,..., n + I, -(n + 1) ~x~ + (n + 1).
Unutrasnji integral Fourier-ova integrala funkcije (207) izraeunacemo tako da
u integral (187) namesto n stavimo (n+ I)

n+l (e2it 1)n+1
(208) f rA~:~1+(n+l)e2itUdu=(n+l-r)! - , r=I,2,3,...,(n+l).

o
(2it)(n+lj-(r-Ij

v n+ IDesnu granu krive (207) pomaknucemo translatorno duz o"e X za --

2
jedinica u levo. Tako dobijamo krivu cija je jednacina

[__x+n:l]

( n+l )
(n+lj-r

(209) y =
rA~+lj~-~l = .L (- 1)v e~l) - x + - -v ,

x+ 2 v~O 2
n+l n+l

---~x~+_.
2 2

Analogno formuli (198) dokazuje se da vredi

r= 1, 2, 3,..., n+ 1,

(210)

+n+1
2 n+l n+l

r rin+lj;;:;l e2iludu=(e-2it)2 .
S

rA~~r~(~+lj e2itudu, 1 ~r~n+ 1.
J -u+-_n+l 2 0

2
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Stoga je

n+1
+2

[
"

]

n+1
r (n+I)-r e2/t

- 1 n+l -
-

S
A_u+n+le2itUdu= (n+ l-r)!

( )
.(e-2it) 2 =

n+ 1
2 (2 it)(n + I)-(r- I)

2

(211 ) (
sin t n-r+2

==(n + 1- r)! (2i)'-1 t) sinr-l t.

poslednji izraz izgleda ovako
,

(
sin t )

n-2k

[n - (2k + I)]! 22k+1(_l)k; t sin2k+l t.

Za r - 1 = 2k + 1

(212)

Izraz (212) je imaginaran; zbog.toga imamo Fourier-ov integral neparne funkcije

+co

(sin t n-2k

S t) sin 2k+1t sin (2xt) dt =
-co

=
(- l)k . 7t

J2k+2 An-(2k+1) (-x +
n + 1

-r)
}

.
22k+1 [n - (2k + I)]! ,r 2

Na osnovu funkcionalne jednaCine (122) dobija se

2k+2 A;-(2k+1) (-x + n: 1
-r) = -{2k+2 A~-(2k+1) (x+ ~; 1

-v)}
i stoga je

+co sint )
n-2r

J \-t sin2r+1t sin (2xt) dt =
-co

=
(-1)'+1

'-~-
{

2r+2An-(2r+l) (x+
n + 1

- V
)}22r+1 [n-(2r+ I)! v 2

n+l n+l '
-- +v<x< --+v+ 1, n= 1,2,3,... , 1<2r+ 1<n,

2 2

v = 0, 1, 2, . . . , n, r = 0, 1,2, . . ., [n;
1

J
Za r - 1 = 2k izraz (211) izgleda ovako

(
Sint n-(2k-l)

(214) (n-2k)! 22k( -1)k t) sin2kt.

Izraz (214) je realan; zbog toga imamo Fourier-ov integral parne funkcije

(213)

+ co,
sint n-(2k-l)

S ~t)
sin2kt cos (2xt) dt =

-co

29
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Na osnovu funkcionalne jednacine (I22) dobija se

i stoga je
+00

(sin t)
n-<2r-l)

S t sin2r t cos (2xt)dt =
-00

(215)
( - 1Y 7t

{ ( n + I
)}

=-. 2r+IAn-2r x+--v
22r (n - 2r)! v 2

n+I n+1
--+v~x~--+v+I, n=0,1,2,..., 0~2r~n,

2 2

v= 0, 1,2, . . . , n, r = 0, 1,2, . .., [iJ
Prof. Mitrinovic je obavestio aut ora ovoga rada da su R. Deaux i M. De/courte [5J
odredili jedan partikularni slucaj integrala (215). R. Deaux i M. Delcourte
odredili su integral

(216)
+00 . 2n-l

S
sm x

dx= ~ (2n-2 ).
x 22n-1 n-I

°
Integral (215) za n = 2r i v = r daje

+oo

(Sint 1. (-1)' 7t

{

O( I
)}-J t) sm2r tcos (2xt)dt =~. O!

2r+1Ar X
+2 '

I 1
---~x~+-,

2 2

a oda vde za x = 0

(217)

dobija se

S

+oosin2r+1t (-I)' 7t

{

O (I
)}

dt=-.- 2r+1Ar - .
t 22r 0 ! 2-00

Iz definicione formule (I) dobija se

2r+1Ao(at)=
it

(-I)i (2r: 1)==(-1)' (~r)
i stoga iz (217) proizilazi

(218)
S

+oosin2r+1 t
- 7t (2r)--dt-- . .

°
t 22r+ 1 r

Integral (216) za n=r+ 1 postaje integral (218).
60 Na osnovu desne grane krive (132) izvescemo jos jednu klasu integrala.

Krivu

(219) +1
[-JxJ+n+l!

(n + 1) -
y=oB~lxl+<n+I)= v~

(-1) v
v

(-lxl+n+I-v)n+1,

O~x~n+I
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pornaci cerna translatorno u pravcu

a zatirn cerna je pomaCi translatorno u pravcu negativnog
(n + I)! jedinica. Prva translacija daje krivu cija je jednacina

2

.
d -l

n+lnegatIvnog e a ose X za - J
.
edinica

2 '
dela ose Y za

[ x+n+1] -

y=0B"+1 n+1
:,2 (-I)V (n+I

)(
_x+n+l_v )

n+l,

-x+- L. v 22- v~o

n+l n+l
--~x~+-

2 2

Druga translacija daje krivu cija je jednacina

°
n+1 (n + I)! n + 1 n + 1

y= B n+I--- --~x~+-.
-x+2 2' 2 2

Stavicerno n + 1 = m i izracunacerno integral

(220)

(221)

+~ m-I
-~+k+1

( m )(222)
S

°B~u+'!!...e2itudu=2: S °B:::-(k+I) -u--+k+ 1 e2itudu;
m 2 k~O m 2

- - - - +k
2 2

m
transforrnacijorn prornenljfve - u - - + k + 1 = ~ i srnenorn indeksa k + 1 = v

2
dobija se

(223)

m
+-

2 m m

S °B~u+'!!.. e2itu du = (e-2it) 2.
S

°B~ Iu I +m e2itu du;

m
2

0

2
stoga je

(224)

realni i irnaginarni deo integrala (224) je

(225) sin (mt)
R=m!

2t
I=m! [

COS (mt)

2t
(226)

U vezi sa (224) je

(227)

m
+-

Im= S

2

(
OB~u+'!!

m! )e2itudu=
m!

{

1-(e2it_l)m

}
(e-2it)~_m!Sin(mt).

2 m
2 ~ ( - 2 it) (2it)m 2 t

2
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Na osnovu (225) i (226) dobija se realni i imaginarni deo integrala 1m

stoga je za funkciju
.

r

OB"-~~n+I_(n+ I)!, Ixl~n+ I

)

2 2 2
(230) y =

1

o Ixl~n+1
'

" 2

1
{

/n+d =(n+ I)!
[
cos(n+ l)t _~ (Sint )

n+l

]
.

2 / 2t 2t t

Na osnovu (231) je

S

+CO

[
COS (n + I) t 1 (sin t)

n+l

]

. (2 ) d- - - SIll X t t =
2t 2t t

-co

7t

{
oB

n+1 (n + 1) !

}= n+l-
(n+1)! -x+2 2 '

n + 1 .
Na gornj oj granici intervala x = - lmamo

2

OBn+l

( n+l ) =
0Bn+1

(
-

n + 1
+

n + 1

) = 00";; -x+2- <I 0 2 2

n + 1 .
dpa integral (232) za x = - lma vre nost

2

7t .~
{[

OBn+1 (0) -
(n+ l)J

] + O
} = _.~.

(n + I)! 2 0 2 4

(228)

(229)

(231)

(232)

(233)

Iz (232)

(234)

2

R
{

/'!!...
}

=
m! ~n (mt)

-
m! sin (mt)

= 0
2 2 t 2 t

I {/~}=m! [co~~mt)-
~t Ci~tr];

n+1 n+1
<x< +-.

22

sleduje

S

+CO

(Sin t
)

n+1 !.in (2xt)
d

27t (0 n+1 )-- -- t =7t--- B n+1 +
-co

t t (n+1)! -x+2

+ S
+cocOS(n+1)tsin(2xt)dt, _n+.!.<x< +n+1.

1 2 2
-co

U vezi sa integra1-sinusom poslednji integral na desnoj strani u (234) ima ove
7t .

vrednosti: 0 z 12xl<n+1, - za 12xl=n+1, 7t za 12xl>n+1.
2
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Stoga iz (234) sleduje

S

+00

(Sint )
n+ISin(2xt)

d -
21t

{
oB

n+l ( n+I k
)}

(235) - ~-- t-1t- -x --+ + 1
-00 t t (n + 1) ! n-k 2

n+I n+I n+I n+I
--+k~x~- -+k+ 1, k=O, 1,2,..., n; --- <x< +-.

2 2 2 2

Na osnovu funkcionaine jednacine (54) dobija se

0Bn+l (-x -
n + 1

+k+ 1)=
0Bn+l (-x +

n + I_p )n-k 2
p

2'
n-k=p

21t

{

o n+l ( n + 1 '

)}

21t

{

o n+l

(
n + 1

)}
1t- B -x +--p = -'it + B x +--v

(n+I)!
p

2 (n+I)! v
2 '

stoga je

(236)
S

+oo

(
Sin t)

n+l sin(2xt)
dt = - 1t + 3~ 1 °

Bn+l
(

X +
n + 1

- V)t
-00

t t (n + 1)! l v 2 J

n+I n+I
---+v~x ~--+v+ 1, n=O, 1,2,..., v=O, 1,2,..., n.

2 2

n=p+v;

8. Ravnomerna konvergencija izvesnih nizova polinoma °B~(rx).
Veza izmedu Nielsen-ovih polinoma i Bernoulli-evih funkcija.

Posmatramo kvadratnu semu polinoma

°BZ+k(a) , n, k = 0,1,2,...
(n+k)!

(237)

Iz funkcionalne jednacine (54) za n = 2r,

(238) 0B~r(O)=
(2r)! ,

2

a za n=2r+ 1, k=r, rx=~ dobijamo
2

(239) oB~r+l(~)=(2r~I)! , r=I,2,3,...

U vezi sa vrednostima (238) i (239) izveScemo izvesne granicne vrednosti
nizova paralelnih sa glavnom dijagonalom u semi (237) i to za one vrednosti
argumenta a koje su celi brojevi.
Na osnovu definicione formule (2) imamo

k=r-I, rx=O dobijamo

r=O, 1,2,...

3 Publikacije
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a odavde se dobija

lim °B;~da)= I
. °B;'(rx+k),

k = O 1 2(240)
(2 ) , 1m (2 ) ,

'
, , .. .

,-too r. , -t 00 r.

Za a = - k sleduje iz (240) i (238)

Jim °B~d-k)-lim °B;'(Ol=~, k=O, 1,2,...
Hoo (2r) ! Hoo (2r)! 2

(241)

Funkcionalna jednacina (54) za a = - x daje

°B;-k-l(-x) = (2r) ! - °B~'(I + x).
Za k=r-m imamo

°B~+'-l (-x) = (2r) ! - °B;'-m (I +x)

a odavde za x = m - 1 dobijamo

°B;'tm-l {-(m-I)} = (2r)! -oB;'-m (+m);

stavimo Ii m - 1 = q, bite

a odavde zbog (241)

(242)

°B;'-m( +m)
= I-:B;~q (- q)

(2r)! (2r)!
sleduje

lim °B;'-",-(+m) =~, m= 0, 1,2,...
Hoo (2r)! 2

Kod granicnih vrednosti polinoma

.
b

. , 1
Je ceo rOJ uvecan za ~.

2

Na osnovu definicione formule (2) imamo

°B:~tl(rx), koje temo sada izvesti, argument

a odavde se dobija

°B 2'+1 ( ) °B 2'+1 ( + k)(243) r '+k rx r '
rx k=O, 1,2,...

,~~ (2r+I)! =,~ (2r+I)! '

Za ex= - k + ~ sleduje iz (243) i (239)2

0B2'+1(-k+! ) OB2'+1 (~). '+k 2.' 2 1hm =hm--=-. k=O, 1,2,...
,-too (2r+I)! Hoo (2r+I)! 2

(244)
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Funkciona1na jednacina (54) za oc= - x daje

°B;:~t( -x)=(2r+ l)!~OBfr+l (1 +x);

za k=r-m imamo

1
d b "a odavde za x=m-- 0 lJamo

2

°B2r+l (m +! ) °B2r+l (-m+! )r-m 2 r+m 2
=1- ;

(2r+ I)! (2r+ I)!

S obzirom na (244) sleduje iz poslednje jednakosti

°B2r+l (m +! ). r-m 2 1
hm

(2 1)' =-2 '
m=O,1,2,...

r-too r + .
(245)

U vezi sa semom (237) uvodimo sada neparnu funkciju na sledeCi nacin

I

1 2 }[-Ixl +2n]

(211)f(x)~-{oBC'I'I+"'}~- L (-1)' (-lxl+2n-')"',O<;x<;2.
(246) (2n)! (2n)! ,,~o "

. f(-x)= -f(x), - 2n~x~O.

Fourier-ov red funkcije (246) glasi

(247)

[

r
hr' 2n

]

sin-Ion.. 2 k1t 4n 2k1t
~lxl+2n=

2: - 1 -cos (- )
[

-
I

sin (-x ).
(2n)! k=1 k1t 2 k1t 4n

lLlxl+2n
=- 2: sin --x +

Razdvajanjem parnih od neparnih Clanova u redu (247) dobija se

(248)
o..2n 2 oo 1

[(
2P -1 ) 1t

]
-lxl+2n

=- 2: sin --x +
(2n)! 1t p=d2p-1) 2n

[

r . P1t )2n

]

sm-
1 00 1 2n. 2p1t

+ - 2: - l-(-l)P
I

-
I

sm (--x ), x:f::. O.
1t p=1 P p1t 2n

l 211 J
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Vrednost funkcije (246) u intervalu (n-k-l, n-k], k=O, 1,2,..., n-l tj.
kad je x=n-k-a., 0~a.<1 jeste °B;'~k (a.). Razvoj (248) za x=n-k-a.
izgleda ovako

0B2n (a.) 2 00 (-I)P-l (2p-1)7t(k+a.)
n+k

- - L cos +
(2n)! - 7t p~1 (2p-l) 2n

+ ~ i: ~

[
1- (-1)P

(

,

Sin~:1

1

2n

J

~

sin
p7t (k + a.)

=
7t p~1 P p7t n

l 2n J

~~. "-+-'- i -,-11-< -1)'
r

Sin~:

1

'2n

]
sin

p7t(k+a.) .
7t 4 7t p=1 P I p7t n

L l2nJ
Koeficijenti reda (249) ostaju konacni kad n -+00, jer je

r sin P7t

]

2n

lim

I

~ = 1-0;
n -+ 00 p7t

l 2n J

(249)

stoga iz (249) sleduje

lim °B~~k(a.)=~, O~a.~ 1.
n-+oo (2n)! 2

Iz (240) na osnovu (250) sleduje

(250)

(251)

Buduci da k u formuli (250) moze biti proizvoljno velik konacan prirodan
broj, jer n neograniceno raste, to formulu (251) mozemo napisati ovako

(252)

iIi, stavljajuci a.+ p = x, k - p = m,

"
°B;,n(x+m) 1

11m_
(2 -)

'
=- 2 ' p~x~p+ 1.

n-+oo n .
(253)

Iz (240) na osnovu (253) sleduje

I"

°B;,n(x+m) _
I"

°B;,n+m(x)
-

1
1m

(2 ) , - 1m
(2 ) '

_
2 '

m#n.
n-+oo n

"
n-+oo n.

(254)
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uspostavili

Izmedu Nie/sen-ovih polinoma i Bernoul/i-evih funkcija

- -
p+1 .

co sin (2ftvx)
-£2P+1(X)-( I) 2.L '

p-O, 1,2,...
v=! (27tv)2P+l

+1
co cos (27tvx)

£2P(x) = ( -l)P .2.L --, p= 1,2,3,..,
v ~ I (27tv)2p

smo sledece veze
2{lA2n+l}

lA~ (x) + lA~n (1 -x) = 2n ~~I +(255)

II

+ 2 .L(2p - 1) ! (2~1) {2P+1A~~12P+1 (O)} £2P(X)
p~!

v = 0, 1, 2,. . . , n;

II

(256) lA~n-1 (x) -lA~-! (1- x) = 2.L (2p - 2) ! (t:=D {2PA~"t-12P+1(O)}£2P+1(x).
p=1

Pomocu vrednosti polinoma 1A~" (x) i
]
A~" (1 - x) iz interval a (0,1) nacinili smo

parne funkcije u intervalu -1 ~x~ + 1. Razvijanjem ove dye funkcije u Fourier-ov
red i sabiranjem ta dva reda, dobijamo formulu (255). Pomocu vrednosti
polinoma lA~n-l(x) i lA~n-! (I-x) iz interval a (0,1) nacinili smo neparne
funkcije u intervalu - I ~x~ + 1. Razvijanjem ove dye funkcije u Fourier-ov
red i oduzimanjem ta dva reda, dobijamo formulu (256).

9. Definicija Bernoulli-evih polinoma sa dva argumenta i njihovo razlaganje
na poIinome lA~(a,~) odl!osno na poIinome °B~(ex., ~).

Lako je uvideti da se generatrisa Bernoul/i-evih brojeva moze i ovako
napisati

(257)

dobijamo generatrisu Bernoul/i-evih polinoma sa dva argumenta

Eeaz
= ~(B~)'! ~. .L

(ex.z)n
= I ~ (ex. + B~)".

ePZ- 1 II~O n! n=O n! lI~on !

Razlikovacemo tri vrste Bernou/li-evih polinoma

a odavde

(258)

(259)
1

PII(ex.,~)=-(ex.+B~)n,
n!

(ex.+ B~)"+1- (B~)n+1
Qn(ex.,~)= .'

n+1

(260)

(261)
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Pokazacemo da se polinomi B" (IX,~) mogu razloziti na polinome lA~ (IX,~)
prema formuli

(262)

U poznatom obliku za beta-funkciju

+'" tp-l dt I
B(p,q)=

J (1+t)PH =
p(p+~-Ir

p i q prirodni brojevi,

izvrsicemo smenu t = - u

(263)
o (-u)P-1du

B(p,q) = \-~ .
-.;. (l-u)P,q

U (263) stavljamo p =v + I, q= n- v+ I

(265)

S
O(-u)VdU I

B(v+ I, n-v+ I) = +2= .
-",(l-)u" (v+I) (n+l )v+1

polinoma 1A~ (a,~) je

( I ) e(1-x)a.z
'" "-X

-- = L ~~ L x" {lAZ (a,~)}.
I-xe(l-x) /Jz ,,~On! k=O

(264)

Generatrisa

Iz (265) delenjem sa (I-x) dobija se
e(l-x)a.z

'" Z"
{

I " l(266)
I - xe(1-x) /JZ- ~o n ! I - x 60

x" [lAZ (IX,~)]
r

a odavde smenom (l-x)z=u proizilazi

(267)
I ~:ue/Ju=

%0:: {(l_~)"+l ~O
x" pAZ (IX,~)]J.

Iz (267) dobija se
ea.u

'" u"" XV
-= L - L --[lA~(IX,~)].

(l-x)(l-xe/JU) ,,~on! v=0(I-X),,+2
(268 )

U vezi sa granicama integrala (263) odredujemo integral

(269)
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stoga iz (268) na osnovu (269), (264) i (258) sleduje
00 un

n
00 un n ( - I)V nL ,(IX + B~) = L , L --- {lAy (IX,~)}

n~on. n~on.v~o(v+l)(~~D

sto daje formulu (262).

Buduci da je

!- {'B~ (IX,~)}=n.(-I~-I (IX,~)},
iJlX

dobija se na osnovu ovoga

flA~ (x, ~)dx=~ {oB~+1(x, ~)- °B~+I (0, ~)}

°
n+l

a slicno kao i za polinome Pn (IX) = J..- (ex+ B)n izvodi se da je
n!

(270)

(271)
a.

S
Pn (IX,~) dlX= Pn+1(IX,~) - Pn+1 (O,~).

°
se mnozenjemsa J..- i integriranjem od 0 do IX

n!
Iz (262) dobija

to je

(272) Pn+1(IX,~)-Pn+1 (O,~) =J, i (-I)~rB~+1 (IX,~)_oB~+1 (0, ~)}.
n. v=o(v+ 1)(~~ U

n+ 1

Buduci da je .
1 1

Pn+1 (IX,~) = -- (IX+ B~)n+1, Pn+1 (O,~) = (B~)n+1
(n+l)! (n+l))

(IX+B~y+1- (B~)n+1
= J..- i ( - l)V

{

OB~+I (IX,~) - °B~+I (0, ~)

}(n+l)! n!v~O(v+l)
(
n+l

)
n+l

v+l
ili
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RESUME

SUR UNE NOUVELLE CLASSE DE POLYNOMES DANS LA THEORIE
DE FONCTIONS SPECIALES

Bosko S. Tomic

Dans son livre "Traite elementaire des nombres de Bernoulli" [1] (Paris,
1923, p. 28) Niels Nielsen a introduit une suite speciale double de polynomes

V

A~(IX)= L:(-l)i(ntl)(IX+v-i)n.
;=0

Ces po1ynomes, pour IX= 0, determinent une suite particuliere double de nombres
d'Euler, que celui-ci avait introduit dans ses "Institutiones calculi differentialis"
[2] (St. Petersbourg, 1755, pp. 489 - 491).

Comme une generalisation des polynomes de Nielsen l'auteur introduit
une nouvelle classe de polynomes tout entiere qui contient une multitude
infinie de suites doubles de poJynomes a deux arguments. Pour chacune de
ces suites de po1ynomes il donne la fonction generatrice (4). II determine de
meme la fonction generatrice des polynomes de Cesaro [3]. II demontre plusieurs
proprietes differentes des polynomes nouvellement introduits. De la generatrice
des polynomes °B~(IX)(18), que l'auteur avait introduite dans son travail "Sur
une classe des polynomes et sur les integra1es s'y rattachant" [4] (Zagreb, 1954,
Glasnik, pp. 229-243) il resuIte que la suite de polynomes {oB~(IX)}forme 1a
suite fondamentale de toute 1a classe nouvellement introduite de polynomes.
Au moyen de cette generatrice il arrive aces fonctions °Pn(IX,Z)(24), qui sont
aussi d'une importance fondamentale pour toute la c1asse introduite de po1ynomes.
II introduit l'integrale (74) des fonctions °Pn(IX,Z)et, par l'iteration de l'integrale
susmentionnee, i] arrive aux fonctions kpn(IX,Z)et en connexion avec ces fonctions
il determine la valeur limite (97) et les relations asymptotiques (98), (99) et (100).
II deduit l'equation fonctionnelle (106) pour les fonctions kp" (IX,z) et de
celle-ci il obtient une propriete extremement import ante (107) de ses polynomes
kB';: (IX).Par la differentiation de la fonction generatrice de la suite fondamen-
tale de polynomes il arrive a la seconde suite de fonctions -kPn (IX,z), donne
l'equation fonctionnelle (119) pour ces fonctions, et de celle-ci il obtient,
analoguement a 1a propriete (107), une propriete extremement importante (121)
des po1ynomes kAm (IX).II trouve aussi les equations fonctionnelles (53) et (54),n
ainsi que les equations deduites de celles-ci pour les po1ynomes a deux argu-
ments. En rapport avec les fonctions -kPn (IX,z) il determine la somme de la
serie fonctionnelle (124) ainsi que les sommes des series fonctionnelles (125).

En consideration des proprietes (107) et (121) il arrive a dix-neuf inte-
grales trigonometriques. 11 determine l'integrale complexe (141), a 1a base de
laquelle, a l'aide de la transformation de Fourier, il arrive a ses deux inte-
grales fondamentales (150) et (155). II donne la formule integrale recurrente
(158), a la base de laquelle il deduit quatre integrales u1terieures (173), (175),
(178) et (180). A la place de ]a suite finie de courbes (157) qui forme la
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base des integrales susmentionnees, il introduit une suite infinie de courbes (184)
qui forme la base au groupe suivant compose de huit integrales indiquees sous
les numeros (189) a (196). Par la translation de la branche droite de courbes (184)
Ie long de l'axe X il obtient les bases (197) pour deux integrales suivantes
(204) et (206) et par la substitution de l'exposant n par n + 1 dans la suite
susmentionnee finie de courbes (157) et par la translation de]a branche
droite de ces courbes Ie long de l'axe X il arrive a la suite de courbes (209)
qui forment la base des integrales (213) et (215). Par la substitution de
l'exposant n par n + 1 et par les translations Ie long de l'axe X et de l'axe
Y de la branche droite de courbes (132) il arrive aux courbes (220) qui forment
la base des integrales (236).

En rapport avec Ie fait que les polynomes nouvellement introduits con-
tiennent deux arguments, l'auteur introduit aussi les polynomes de Bernoulli a
deux arguments (259), (260) et (261). II donne la nouvelle integrale (269) qui
represente la generatrice des nombres de Bernoulli. II decompose les deux
especes de polynomes de Bernoulli a deux arguments en polynomes lA~ (~, ~)
(262) et polynomes 0 B~(~,~) (273). II demontre la convergence uniforme (254)
des suites paraheles a la diagonale principale dans Ie schema (237) et il etablit
es formules (255) et (256) pour les polynomes de Nielsen.
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