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1. Fejer je bez dokaza postavio sledecu nejednakost

n 1S(n,x)~ L - sin '�x>O
'�~I 'I

(x E(0, n».(1)

D. Jackson u jednom svom clanku1 daje, izmedu ostalog, dokaz ne-
jednakosti (1).

Ovde cemo navesti jedan novi dokaz ove nejednakosti koji nam izgleda
prirodniji i jednostavniji od Jackson-ovog.

Smatracemo da je funkcija definisana na otvorenom intervalu (0, n). Ideja
dokaza je u tome sto cemo dokazati da su svi minimumi funkcije S (n,x), ako
oni uopste postoje, pozitivni.

Za n = I relacija (I) postaje:

sin x >0 (xE (0, n»
i ona je tacna.

Uvedimo induktivnu
(k ~ 2) i ispitajmo da Ii je

Posmatrajmo jzvod

pretpostavku da je relacija (I) tacna za n=k-I
ta relacija tacna za n = k.

d k
--- S (k, x) = Lcos 'I X =
dx '�~I

. kx k+1
SIll-COS-X

2 2

. kx ( 0 ) .
Funkcija SIll - x E( , n) Ima

2

. x
SIll-

2

[

k- I
]

r= 2 nula:

2n
r:J..'�=-'�

k
('1=1,2,..., r).

1 D. J a c k son: Ober eine trigonometrische Summe (Rendiconti del Circol0 matematico
di Palermo, t. 32, 1911, p. 257-266).
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k+1Funkcija cos - x
2

(xE(0,7t» ima r + 1 nula:

7t
~1l =-(2" + 1).

k+ 1
r ([I.= 0, I, 2, . . ., r).

Dokazacemo da funkcija 8 (k, x) u tackama OCy ima minimume, a u tackama
~}l maksimume.

Drugi izvod funkcije 8 (k, x) je

. X (k kx k+l k+l. kx. k+l ) I x. kx k+l
Sin - - cos - cos - x - -Sin - SID- X - - cos - Sin - cos ~ x

d2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
-S(k,x)= ,
dX2

sin2 .!..
2

odakle s]eduje
k k OCv k + ]
- COS - COS -ocv

[
d22 8 (k, x)

]
=

2 2 2

dx x~a.v . (Xv
SID-

2

1
cos V 7t COS (V 7t + :v)

- ---
-~ ----

. 7tV
SID -

k
7tV

COS-

k k k 7tV
=--'-=-cotg->O,

2 . 7tV 2 k
SID-

k

jer je 7tV 7tr 7t 7t 7t
-&.-=-.2r~--.(k-l) <-.
k"" k 2k 2k 2

Dalje ce biti
k + 1 . k ~}l . k + 1A- SIn - SIn - t'}l

[
~ 8 (k X)

]
= -

2 2 2_-
dx2 ' X~flll . ~)lf SIn-

2

k+1 .
(

7t 7t 2[1.+]

)
.

(
7t
)

= -
2 SID 7t[l.+2-:2

k+1
SID 7t[l.+:2

= -
k+ 1 cotg (~ ~!L+1)<0,

. 7t 2u.+1 2 2 k+1
SID-'~-

2 k+1

jer je 7t 2[1.+1 7t 2r+1 7t k-I+I 7t
-,--~ ~ <-.
2 k+ 1 2 k+ 1 2 k+ 1 2

Dakle, minimumi funkcije 8 (k, x) su

( 2V7t )
k 1 2v7t k-ll 2v7t

8 (k, ocv)= 8 k, - = L --:- sin i - = L --:- sin i -~

k ;=1 1 k ;~I 1 k
=8 (k-], ocv).
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Na osnovu induktivne pretpostavke je S (k- I, O(v)>0, sto znaci da su
i svi minimumi funkcije S (k, X) pozitivni, pa je, prema tome, S (k, x) >0
(x E(0, 7t).

Time je induktivni dokaz nejednakosti (1) zavrsen.
2. Primenom nejednakosti (I) mozemo dobiti jos nekoliko zanimljivih

nejednakosti.
Nejednakost (I) mozemo napisati i ovako:

. n n + 1
sm-xcos -xx 2 2

S
dx>O

o sin ~
2

(x E(O, 7t».(2)

2TCV . n n+1
n sm - x cos - x

S
2 2 ~ dx>O.

o sin ~
2

Odavde izlazi
2TC
-.v
n

J
(sin nx cotg i+ cos nx- 1) dx>O,

2TC. V
n

S
'

X
d

27t
sm nx cotg - x>-.v.

o 2 n

V7tsin 2 t cotg ~ d t

.. S
n

>1
o V7t

Posmatrajmo funkciju

F1 (x) = i (Sin VX )2.

V=1 V

Dokazacemo da je na segmentu [0,
iJ

funkcija F1 (x) rastuca. Posma-

trajmo njen izvod

F ' ( ) -~
2sinvxcosvx_~ sin (v.2x)

01 x - L.., - L.., --;:?: .

V=1 V V~1 V



4 Dragomir Dokovic

Dakle, mozemo pisati nejednakost

Ovoj nejednakosti odgovaraju sledece ekvivalentne nejednakosti:

i ~(sin2 VX2 - sin2 VXl»O,
V~I v

i sin v (X2 + Xl) . sin vJX2 - Xl)
>0.

V~I v V

i sin '16] . sin '162>0

v~1 v v

PosmatrajuCi funkciju:

v ) ~ sinv6l (SinvX

)
2

r2(X = L.., --. - na
'1=1 v ,v [

7t-6

J
segmentu 0, 2--.! ,

dos1i bismo do nejednakosti

i sin '161 sin '162 sin '163>0

v~1 v v V

Na taj nacin naslucujemo da vazi nejednakost

(3) i (il sin k6v

»

O
k~1 '1=1 k .(0<6v<7t, '1= 1, 2, ..., m; i I:Jv<7t ).

v~1

Primenom metoda matematicke indukcije dokazuje se da je ova neje-
dnakost zaista tacna.

Prof. D. S. Mitrinovic i docent M. Popadic stavi1i su neke primedbe na
prvobitni tekst ovog c1anka i, zahva1jujuci tome, rezu1tati su bo1je precizirani
i upotpunjeni.

RESUME

SUR UNE GENERALISATION DE L'INEGALITE DE FEJER - JACKSON

Dragomir Dokovic

Dans cette Note on donne une nouvelle demonstration de l'inegalite (l),
indiquee par Fejer et demontree par Jackson'!

La demonstration qu'on y donne est plus courte et plus elegante que
celIe de Jackson.

ad y indique ega1ement l'inega1ite (3), generalisant celIe de (l).


