PUBLIKACHE ELEKTROTEHNICKOG FAKULTETA UNIVERZITETA U BEOGRADU
PUBLICATIONS DE LA FACULTE D'ELECTROTECHNIQUE DE L'UNIVERSITE A BELGRADE

SER{JA: MATEMATIKA [ FIZIKA - SERIE: MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE

Ne 35 (1960)

O GENERALIZACIJI FEJER — JACKSON-OVE NEJEDNAKOSTI
Dragomir Dokovié
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1. Fejér je bez dokaza postavio slede¢u nejednakost

() S (n,x)= Z 1 sinvx>0 (x€(0,n)).
v=1V

D. Jackson u jednom svom Clanku!' daje, izmedu ostalog, dokaz ne-
jednakosti (1).

Ovde ¢emo navesti jedan novi dokaz ove nejednakosti koji nam. izgleda
prirodniji i jednostavniji od Jackson-ovog.

Smatracemo da je funkcija definisana na otvorenom intervalu (0, ). Ideja
dokaza je u tome $to ¢emo dokazati da su svi minimumi funkcije S (n,x), ako
oni uopSte postoje, pozitivni.

Za n=1 relacija (1) postaje:

sinx >0 (x€(0,n))
1 ona je tacna.
Uvedimo induktivnu pretpostavku da je relacija (1) tatna za n<=k—1
(k>=2) i ispitajmo da li je ta relacija tatna za n==k.
Posmatrajmo izvod

. kx k+1
sin — cos x
d k
- 8§ (k,x)= > cos vx=
dx v=1 X
sin —
2
Funk(;ija sin l% (x€(0, 7)) ima r;[k_ 1] nula:
2w
oLy =—V v=1,2,..., r).
A ( )

1D. Jackson: Uber eine trigonometrische Summe (Rendiconti del Circolo matematico
di Palermo, t. 32, 1911, p. 257-266).
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Funkcija cos k 1x (x€(0,=)) . ima r+1 nula:

s
w=——02u+1 =0,1,2...., r).
B k+1(p (n )

Dokazaéemo da funkcija S'(k, x) u tatkama «, ima minimume, a u tatkama
B maksimume.

Drugi izvod funkcije S (k,x) je .
. x [k kx k+1 k+1 . kx . k+1 1 x kx k+1
. Slﬂ;(;COS"Z—COST X > ——sin 75117)5 —*COS—Z—Sln—z—COSTx
L S0 = ;
dx sinz =

odakle sleduje

k koy k+1 k T
d2 ECOSTCOS 2 oy ECOSVTUCOS(VTC +;)
[-—S(k )] - S S B 24
dx? =0y sin =Y sin =
Vv
cos —
k k TV
=—- =—cotg—>0,
2 . mv 2
sin —
k
Jer Je LAJSANLIN P | i
k k 2k 2k 2

Dalje ¢e biti
k+1 . kfpn . k+1
sin sin

Bu
2 2 2 2
[ swo] - "
X x=Pp sinﬁ—“
2
1 . ( n wm 2u+tl ) . ( n)
sin | my + — sin [ +—
] 272 k4 e
m 2u+l 2 2 k+1/) 77
2 k+1
jer je s 2}L+1<TC 2r+1< k—1+1 =

T
. < =,
2 k+1 2 k+1 2 k+1 2
Dakle, minimumi funkcije S (k,x) su
2vw k1 2VTC ~ 2y
S (k, Slk,— = —sin i = —smz———Sk—la
ey o) = ( : ) S =T z Sk 1,).

=i
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Na osnovu induktivne pretpostavke je S (k—1, «,)>0, $to znadi da su
i svi minimumi funkcije S (k,x) pozitivni, pa je, prema tome, S(k,x)>0
(x€(0,m)).

Time je induktivni dokaz nejednakosti (1) zavrSen.

2. Primenom nejednakosti (1) moZemo dobiti jo§ nekoliko zanimljivih
nejednakosti.

Nejednakost (1) moZemo napisati i ovako:

..n n+1
. smExcos 5 x
(2) f dx>0 (x€(0, m)).
. X
0 sin —
2
. ) 27 . n—1 .,
Stavimo li ovde x=—v, gde je v=1, 2,3, ..., r <= 5 ), bice
n
2T, . on n+1
. sin —x cos 5 x
{ dx>0.
0 ., X
sin —
2

Odavde izlazi

ZZ .y

5' (sin nx cotg §+cos nx-— 1) dx >0,

LY
n

. x 2%
j‘ sin nx cotg — dx>— ..
Hy 2 n

. t
yr Sin 2 tcotg — dt

N [ . <v=1,2,3,...,[”‘1J>.
0 VT 2

Posmatrajmo funkeciju

sin vx)2

Fl(x)=nz (
V=1

Dokaza¢emo da je na segmentu [O, J funkcija F; (x) rastuéa. Posma-

N A

trajmo njen izvod

F@-3
v=1

2sinvxcos vx sin (v-2x)>

>0

M=

v 1 v
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Dakle, moZemo pisati nejednakost
kg
Fy (x) — Fy (x)>0 (x2 X, Xg, X1 € [0, 5} ) .

Ovoj nejednakosti odgovaraju sledeée ekvivalentne nejednakosti:

U |
— (sin? vx, — sin? vx;) >0,
v=1V

Stavimo li x,+x,=0; i x,—x, =6, dobijamo

sin v (x2 +x1) sin v (x, — xy) -0

v

an”—e S—IP~\'—63>0 (0<<8;, 0, 6,40, <)

v

Posmatrajuéi funkciju:

r sinvl; /sinvx\? -0,
(—h) na segmentu |0, -—2— ,
.V

dosli bismo do nejednakosti

n 0,
z sin v0; sinv0, sinv 2.0 (0<6, B, Ou; 6, 4 0, + 0, < 1),

v v

Na taj nafin nasluéujemo da vaZi nejednakost

n m
3) ( sin kO\J

)>0 (0<e.,<n, v=1,2, ..., m;20v<n).

k=1 \vy=1 v=1

Primenom metoda matemati¢ke indukcije dokazuje se da je ova neje-
dnakost zaista ta&na.

Prof. D. S. Mitrinovi¢ 1 docent M. Popadi¢ stavili su neke primedbe na
prvobitni tekst ovog €lanka i, zahvaljujuéi tome, rezultati su bolje precizirani
i upotpunjeni.

RESUME
SUR UNE GENERALISATION DE L’INEGALITE DE FEJER — JACKSON
Dragomir Dokovi¢

Dans cette Note on donne une nouvelle démonstration de 1’1negahte (1),
indiquée par Fejér et démontrée par Jackson.!

La démonstration qu’'on y donne est plus courte et plus élégante que
celle de Jackson.

Ot y indique également P’inégalité (3), généralisant celle de (1).



