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PRILOZI PROUCAVANJU PROBLEMA DVAJU TELA SA
PROMENL]JIVIM ZBIROM MASA

Dobrivoje Mihailovié

I. OSNOVNA VEKTORSKA JEDNACINA DINAMIKE TACKE S PROMENLIJIVOM
MASOM. — PROBLEM DVAJU TELA S PROMENLIIVIM ZBIROM MASA

Dinamika tacke promenljive mase fretira probleme kretanja u mehanici
i tehnici kod kojih se u procesu kretanja tacke ovoj ili prikljucuju ili od
nje otpadaju nove mase.

Osnovna vektorska diferencijalna jedpacina Dinamike tacke promen-
ljive mase u formi MeS$cerskog [1] ima oblik

dv . =
mﬁ—é -i'cb, (].l)

gde je m=m(t), v—je vektor brzine mase m(f) u momentu #, ¥ - rezultujuca
— —
sila, a @ tzv. reaktivna sila. Reaktivna sila @ pretstavljena je vektorom

= dm

P T (1.2)
gde je

C=uU-—1

i gde u pretstavlja apsolutnu brzinu mase dm(t), a ¢ relativnu brzinu mase
koja se prikljucuje masi m(f).
U specijalnom slutaju, kada je apsolutna brzina u=0, je

c=-0
pa jednac¢ina (1.1) dobija oblik:
5 (M) =3 (1.3)

ovo je jednadina Levi—Civita.
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Za sludaj, kada je relativna brzina ¢=0, prema (1.2) reaktivna sila
ima vrednost

—
P =0,

pa se jednaCina svodi na jednalinu po obliku identi¢nu sa jednacinom
kretanja taCke sa stalnom masom:

m (1) -5 (1.4)

koja pretstavlja tzv. Gyldén-ovu jednalinu.

Diferencijalne jednatine Dinamike sistema i Cvrstog tela s promenljivom
masom ovde necemo navoditi, jer ih u daljem izlaganju nefemo koristiti.
Napomenimo da, pored primena u fizici (na pr. kod problema kretanja
ledene sante ¢ijoj se osnovnoj masi pridodaju nove, odnosno od ove
otpadaju mase usled smrzavanja odnosno zagrevanja; kod proulavanja
kretanja suda s te¢noS¢u koja isparava i dr.), narocito znalajne primene
Dinamika tacke { sistema s promenljivom masom ima u tehnici (problem
rakete i dr.)

Problem dvaju tela s promenljivim zbirom masa u najSirem smislu
redi tretira relativno kretanje jedne materijalne tacke s promenljivom masom
u odnosu na drugu tatku promenljive mase, pri emu se njihovi medusobni
uticaji pokoravaju zakonu gravitacije.

Rezultati istraZivackog tada na ovome problemu imaju i svog prak-
titnog znaCaja i smisla u prvom redu kod proucavanja binarnih zvezdanih
sistema, kao i postanka Sunceva sistema. Stoga je taj rad vezan za imena
astronoma i matemati¢ara i to u znatnoj meri italijanskih i ruskih. Tako je
ve¢ 1911 god. G. Armellini publikovao raspravu [2] u kojoj tretira ovaj
problem. Ako se prati dalji rad na ovome problemu od znaCaja je da se
podvuce, da taj rad postaje izrazito intenzivan tridesetih godina i produZava
se u toku sledeéih deset godini da bi poslednjih godina postao ponovo
aktuelan. Medu nau¢nim radnicima na ovome problemu ireba istaéi: Levi—
Civita, Burgatti-a, Armellini-a, D. Graffi-a, E. De Caro, DuboSin-a, Batirev-a i dr.
Nave$¢emo samo neke od -znacajnijih radova ovih nau¢nika.

D. Graffi u svojoj raspravi [3] proucava onaj slucaj problema dvaju
tela s promenljivim masama, u kome se masa kao funkcija vremena menja
po zakonu

T _amd _
b am?, (a = const.)

Graffi je proutio varijaciju ekscentriciteta, modula vektora relativnog
poloZaja jedne mase u odnosuy na drugu i Zivu silu (periodi¢na funkcija
ekscentritne anomalije sa periodom 2x), pri emu je neke od rezultata dobio
drugim putem nego Sto je to pre njega ulinio Burgatti.

Poslednjih godina je D. Graffi publikovao raspravu (4] koja pretstavlja
nastavak njegovog rada na problemu dvaju tela s promenljivim masama u
periodu od ranijih 20 godina. ‘

Na narociti znacaj problema sa promenljivim masama za prakti¢ne pro-
bleme Astrofizike i savremene astronomije ukazali su sovjetski astrofiziCar
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Ambarcumijan i astronom Fesenkov na internacionalnom kongresu astronoma
u Rimu (septembra 1952 god.). Fesenkov je podvukao znacaj korpuskularnog
zraCenja kao faktora u evoluciji Sunleva i zvezdanih sistema.
S ovim u vezi G. Armellini u [5] proufava slufaj problema dvaju
tela s promenljivim zbirom masa, pri ¢emu masa sistema opada tako da je
llmM(t)—llmt M(t)y=0

t>mw

i pokazuje da ekscentricitet ne moZe imati konatnu vrednost.
G. Armellini je ovde proucio i sluaj binarnih zvezdanih sistema, pretpo-

stavljajuci da je

i eM (e =const. > 0).

Odavde dobijena funkcija M(f) = M(0)e—® ispunjava gornji uslov tj.
lim M(f) = lim ¢ M(t) =0.
> 1>

Nastavijajuci rad u tom smislu Armellini je u drugoj svojoj raspravi
[6] poSao od Gyldén-ove jednacline

do
m(f)a7=25

i posmatrao jedan par zvezda kod koga je u momentu f, velika poluosa a,,
a ekscentricitet ¢,, a u momentu £, > f, je velika poluosa a,, i ekscentricitet e,.
Za vreme t, - t,, usled kortuskularnog zraenja, mase sistema u momentima
t, i 4, su M, odnosno M,, pri €emu je M, << M, Armellini je utvrdio da
je tada a, >a, i e; > e, $to je u skladu sa posmatranjem zvezdanih parova.

E. De Caro je u ¢lanku [7] posmatrao relativno kretanje jedne mase
m; u odnosu na drugu m, koje se menjaju po zakonu

my=m e™,  my=moe™

i dao izraze koji na sasvim jednostavan nalin vezuju elemente elipti¢nog
kretanja za proizvoljan momenat \remena sa n]1h0v1m vrednostima za inici-
jalni momenat.

Prilozi proucavanju problema dvaju tela sa promenljivim zbirom masa,
koji ¢ine sadrZinu ovoga rada stoje u direktnoj vezi sa radovima dvojice
sovijetskih nau¢nika: G. N. DuboSin-a i A. A. Batirev-a.

G. N. Dubosin je u svome radu [8] tretirao problem za opsti s]ucaj
promene mase sistema M = M(t) po zakonu Me$cerskog, dokazavsi neke vaine
stavove u vezi sa karakterom putanja dvaju tela, a pod uslovima koje mora
ispuniti funkcija M(?).

Autor neposredno nastavlja, uopStava i dopunjava rezultate Batirev-a
publikovane u €&linku [9]. S obzirom na to u drugom odeljku izloZen je me-
tod Batirev-a za kvalitativnu analizu putanja u problemu s promenljivim
zbirom masa.
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U treéem odeljku su date opS$tije transiormacije kojima se problem sa
promenljivim svodi na problem sa stalnim masama i iz ovih su transformacije
Batirey-a izvedene kao specijalan sluéaj.

U éZetvrtom odeljku je u vezi sa kvalitativnom analizom putanja poka-
zano, da su sektorske brzine u. odgovaraju¢im tackama na spiralnoj putanji
i koni¢nom preseku jednake, a da su orijentacije ravni ovih putanja i sme-
rovi obilaZenja po njima suprotni.

U petom odeljku je upotrebljena Milankovi¢eva grupa vekiorskih ele-
menata 1 date su konacCne jednacine kretanja posebno za elipti¢ni, hiperbo-
liéni i paraboli¢ni tip kretanja.

U Sestom odeljku autor tretira slucai, kad masa sistema zavisi od rastojanja
dveju masa. Za taj slucaj odredena je putanja i dato reSenje problema. Za
specijalni oblik funkcije M= @ (s), problem postaje identi¢an sy problemom
koji tretira Radzievski.

2. METOD BATIREV-A .ZA REDUKCIJU PROBLEMA S PROMENLJIVIM MASAMA 1
KVALITATIVNU ANALIZU OBLIKA PUTANJA

Pretpostavimo da se tatka A sa promenljivom masom m, kreée pod
dejstvom sile gravitacije relativno prema drugoj tacki B promenljive mase
m,. Neka je relativni poloZaj tatke A prema B odreden vektorom polozaja
j(x, y), pri cemu je f=1 (f).

Vektorska diferencijalna jednacina relativnog kretanja tatke A u odnosu
na taku B ima oblik:

dzq f(my+m,) .
Pl M) 5 oo @1
ili
dzy ™ .
T (2.2)

pri emu masa sistema M=m,+m, ne pretstavlja konstantu, ve¢ funkciju
vremena.

Princip na kome je A. A. Batirev pristupio kvalitativnoj analizi oblika
putanja u problemu dvaju tela sa promenljivim zbirom masa [9] zasniva se
na tome, da se pre svega utvrdi takav zakon promene mase sistema M =M (f)
koji bi omogucio neposrednu redukciju problema na problem dvaju tela sa
stalnim zbirom masa. Za ovaj zakon, mesto ranije kori§¢enog zakona Mes-
éerskog, uzima Batirev funkciju oblika

_ My

T14at’
gde je M,=const, a >0 (slu¢aj opadajuée mase sistema).
Neka je vektorska {unkcija v(&, n) vezana sa vektorom { relacijom

1
T 14l

(2.3)

T (2.4)
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gde je r=1(7),
pi Cemu je
1
'f'—’-*—a(l —I-(Il‘_). (2.5)

Ako se sada u vektorskoj diferencijalnoj jednadini (2 - 2) izvr$i smena
vektorske funkcije j vektorom 1, a nezavisno promenljive f novom promen-
ljivom t na osnovu relacija (2.3), (2.4) 1(2.5) i ako se uzme f=1 1 M;=1,
tada ¢e se ova jednacina transformisati u sledecu:

d*r v —
it O (e=lr]=)Ere) (2:6)
koja pretstavlja jednacinu relativnog kretanja u problemu dvaju tela sa stal-
nim zbirom masa.

Posto r pretstavlja vektor polozaja izvesne tatke P u ravai &n, to gornja
transformacija se moZe interpretirati na taj naCin, Sto se taCka A, odredena
vektorom poloZaja { prema facki B u ravni xy, preslikava na tacku P sa
vektorom poloZaja v u ravni &rn. S obzirom na Cinjenicu da problem rela-
tivnog kretanja tacke P, definisan vektorskom jednaciom (2 - 6), pretstavlja
ve¢ prouceni problem Nebeske mehanike, Bafirev je bio u moguénosti,
da preslikavanjem putanja tacke P — koni¢nih preseka na ravan xy, proudi
i oblike putanja u problemu dvaju tela sa promenljivim zbirom masa i ove
klasifikuje u putanje elipti¢nog, hiperboli¢nog i paraboli¢nog tipa.

Tako za sluaj kada se tacka P kreCe po elipti¢noj putanji, Batirev
je dobio jednalinu putanje elipticnog tipa za taCku A (x, y) u obliku

/1-e* - (1-ecosE)
r= poa(g—-E+esinE) » e (27)

gde je ¢ integraciona kounstanta, a E ekscentricna anomalija. Ova putanja

yooo

poznate relacije
E, 7/1+e
IR
pri ¢emu E, pretstavlja nulu Keplerove jednacdine
g-E+esin E=0,

.tgc%l.’

Jednacdina putanje paraboliénog tipa (e=1) je oblika:

1+1g% ¢/2
= 1 (2.8)
palh - (tg 9/2 + 5 1g° ¢/2)]

¢iji je pravac asimptote odreden nulom jednacine

s P P 35
tg 5 +3tg2 3h=0.
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Za jednacinu putanje hiperboliénog tipa Batirev je dobio jednacinu
oblika:

o k(e—cos F)

. I k]
Intg( . )= F
[ g(z 4 »l) etg +h]cosF

’ (2.9)

pri ¢emu je E vezano sa pravom anomalijom ¢ relacijom oblika

le+1 F
|/ e
'€ VWthT
Jednatina (2.9) moze se pisati i u obliku
- k(echy-1)
V—eshp+h’

(2.10)
gde je

F =
\lf==1ﬂ tg(—2—+_4—).
Pravac asimptote putanje odreduje se u ovom sluaju iz jednadine:

14

]ntg(—2F—+ 4)—etgF—H‘z=O.

Ako sa F; obeleZimo nulu ove jednaline, to se F u jednacini putanje
hiperboli¢nog tipa moZe menjati u intervalu

—%<F<ﬂ.

Napred navedenim transformacijama Batirev je znatno uprostio svoja
ranija ispitivanja oblika putanja u problemu dvaju tela s pomenljivim zbirom
masa izloZenim u ¢lanku (18] - ([10]).

3. UOPSTENJE TRANSFORMACLJIA BATIREVA ZA REDUKCIJU PROBLEMA S PRO-
MENLJIVIM ZBIROM MASA NA PROBLEM SA STALNIM MASAMA

U ovom odeljku biée izloZen jedan op$tiji nalin za redukciju problema
dvaju tela s promenljivim zbirom masa na klasi¢ni problem dvaju tela koji
je predloZio autor u svojoj raspravi [11]. Moguénost i postupak za ovu
redukciju pretstavlja uopStenje transformacija (2.4) i (2.5) koje je primenio
Batirev kod kvalitativne analize oblika putanja u ovome problemu.

Ako se pode od vektorske diferencijalne jednaline relativnog kretanja
tatke A promenljive mase m, u odnosu na taCku B promenljive mase m,

i om+my o
EF———TL(S—AB—“[): 3.1
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tada celokupna masa sistema
M=my+my=M(t)
pretstavlja funkciju vremena, te jednacina (3.1) dobija oblik:
d*i M.
e~ sl

Posmatrajmo pored vektor-funkcije =7 (f) jednu novu vektor-funkciju
r=1 (t) takvu da izmedu ove poslednje i funkcije { (f) postoji zakon kores-
pondenci,e

(3.2)

r=F(t) -1 (3.3)
a izmedu nezavisno promenljive ¢ i nove promenljive t da postoji relacija:
T =(1). (3.4)

Neka se najzad masa sistema M =m;+m, menja po zakonu
M=M(t). (3.9)

Pretpostavimo da u posmatranom vremenskom intervalu [t,,f,] funkcije
F(t) 1 ¢(t) ispunjavaju uslove

F(t) >0, ¢(t)#0
i da M(f) pretstavlja monotono-opadaju¢u funkciju vremena.
Pokaza¢emo, da ako se u vektorskoj diferencijalnoj jednacini problema
(3.2) smeni vreme t kao nezavisno promenljiva-novom nezavisno promen-
liivom t na osnovu relacije (3.4), a vektor relativnog poloZaja | smeni
novom vekior funkcijom r na osnovu (3.4), pri Cemu se masa Sistema
menja po zakonu (3 - 5), tada se jednacina (3.2) moZe redukovati na oblik

dy L

d‘[2 pS
$to znaci da se problem dvaju tela sa proinenljivim zbirom masa moZe
svesti na klasi¢ni problem sa stalnim masama.

U tu svrhu potrebno je odrediti opste oblike funkcija F(¢), o(f) i M(f)
tako, da se, posle zamene vektorske funkcije {(f) novom vektorskom
funkcijom t(r) 1 vremena { — novom nezavisno-promenljivom t, vektorska
jednacina problema (3.2) moZe svesti na jednacinu (3.6).

Primetimo pre svega da je prema (3.4)

=0, (o=t} (3.6)

dt 1 a
dt - o (3.7)
Diferenciranjem relacije (3.3) po 1, dobijamo:

dr d . d dt .
o= P W) - AF (1) - (3.8)
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Uzimajuéi u obzir (3.7), imac¢emo:

dr 1 ,
70 {F i+ F) - } (3.9)

Ako relaciju (3.9) ponovo diferenciramo po t, dobi¢emo:

d®» d 1 , df
e {(P (,)[F i+F () }}d—

ili prema (3.7):

v 1 Jo"(h], L ,
EFZ'W{@%)[F o Gl oo o)
ili
e [ 9 W, PO ] 0 PO di
E*{ "3<t>r‘“<p'2(t>}"+{" poy D 'w)}‘Ft
- :~(8) i (10

S druge strane, iz jednaline (3.3) proizilazi da su skalarne velitine
vektora r i | vezane relacijom
p=F()s, 3.11)
gde je po pretpostavci F () >0 u posmatranom vremenskom intervalu.

Na osnovu jednatina (3.3) 1 (3.11), kao i jednaCine (3.5) desna
strana jednaline kretanja (3.2) postaje

M. M@ r
#5)

Mo M- [FP

st o3

ili
(3.12)

Ako funkcije F(f) i ¢ (f) podvrgnemo uslovima:
F/l (t)
@2 (1)
F (1)
P2(h)

") p
__'B(t) (t)+ O

(3.13)

¢ gy po LW

_2? =0,
92 (f)

2

tada ce se relacija (3.10) za odredivanje izvoda (dj_r—: svesti na ovu:

d F(t) &

de2~ @2 () dre’
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odakle je P _ g (nax -
d2” F(t) de2’ )

. az . . . M ..
Zamenom vrednosti za I 2 (3.14) i vrednosti za &1z (3.12) u

vektorsku diferencijalnu jednalinu (3.2) dobijamo:

() d*r _ N
) s MO QR

Ako funkciju M (f) podvrgnemo uslovu:

= (3.15)

PO e 2
fada se jednacina (3 - 15) svodi na ovu:
d’t 1
FER

a ovo je vektorska diferencijalna jednacina relativnog neporemecenog keple-
rovskog kretanja.
Jedna€inama (3.13) i (3.16) moZe se dati slede¢i oblik:
- 9" () F'(t) + 9'(1) F'(£) = 0,
—¢" () F (1) +2¢'(1) F(1) =0, (3.17)
- @"3(t) - M(O[F(£);*=0.
Prema tome, ako funkcije F(f), ¢ () i M (f) ispunjavaju uslovne jedna-
¢ine (3.17), tada se vektorska diferencijalna jednacina

¢ M,

df? s8 7
uzimaju€i v za novu vektorsku funkciju, a t za novu nezavisno promenljivu,
transformiSe u diferencijalnu jednacinu

.  r

F‘FE:O.

Na taj nafin se problem dvaju tela sa promenljivim zbirom masa svodi na
problem dvaju tela sa stalnim masama.

Opsti oblik funkcija F(f), (¢ i M(f) mogule je odrediti iz jednadina
(3 - 17) na sledeéi nadin.

Ako se prva od ovih jedna¢ina pomnoZi sa 1/¢"%(f), dobite se:

PO PO - O F0 _,
9(f) ’
d [F(1)
o)

ili
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Integracijom dobijamo:
F(t)y=ky'(1), (3.18)

gde k oznaluje integracionu konstantu.
Ponovnom integracijom jednaline (3.18), dobija se relacija izmedu
funkcija F(f) i ¢ (f) u obliku:

F(t)=keo (f) +k, (3.19)

gde k, oznaCuje novu integracionu konstantu.
Druga jednacina sistema (3.17), na osnovu (3.19) daje:

—@"(f) « [k (1) + k] +2k 9™ (1) =0.

Ako stavimo

¢'(H)=
prethodna jednalina postaje
= y'(ky + ki) +2k y* =0, (3.20)
gde je
_dy n_ Y
V=t N TER
Smenom
: . dz
y =2z, V=250 (3.21)
jednacgina (3.20) se transformiSe u ovu:
(ky+k1)—Z—;— 2%z - 0. (3.22)

Resenje ove jednaline je
2= ky(ky + k)2 (3.23)

gde k, pretstavlja integracionu konstantu.
Iz (3.21) i (3.23) proizilazi:

o = laly + kY, (3.24)
Ciji je integral
1
- W = k2 t+ks, (3.25)
gde k; oznaluje integracionu konstaniu. Odavde je
1 k,

T
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ili posto je y=¢(f), to Ce ¢(f) biti oblika:

_ 1 ke 3.6
°(f) = (it tks) K (3.26)

Ako se u relaciju (3.19) zameni vrednost za funkciju ¢(f) data sa (3.26),
dobija se za funkciju F(f):

1

F(t)= - Wl i) (3.27)
Treéa jednalina sistema (3.17) daje za funkciju M(f):
9"“(1)
M) = —Q=4—. 3.28
= ~Fap (3.28)
Medutim iz (3.26) proizilazi:
ko

VO Bt e

te zamenom ¢'(f) iz ove relacije, kao i funkcije F(f) iz (3.27) u (3.28),
dobijamo za funkciju M(f):

___ K

K (gt + )

Integracione koustante k, ks, k3 moZemo odrediti iz inicijalnib uslova.
Ako za odredivanje konstante k, pretpostavimo da

M(t) - (3.29)

o(f) -0, {-—o00,
tada je prema (3.26) konstanta
ky=0.

Prema tome jednacCine (3.17) daju za opSte oblike funkcija F(f), «(f)
i. M(f) sledeée relacije:

1 1 L ko
T k(kyttkg)’ olt) = - ko (kpt+hy)’ M(t) - k(kot +kg)

Iz dobijenih rezultata mogu se izvesti ovi opsti zakljulci:

1. Funkcije F(f), ¢(f) i M(t) definisane relacijama (3.30) pretstavljaju
najopstiji oblik funkcija preko kojih se problem dvaju tela sa promenljivim
zbirom masa moZe svesti na klasi¢ni problem dvaju tela Nebeske mehanike.

2. Batirev je u svojoj raspravi [9], u cilju preslikavanja putanja dveju
tataka sa promenljivim zbirom masa — na koni¢ne preseke, koristio transfor-
macije oblika: ’

1
: @*(t):a—(l%__ﬁ, M) = Trar» (@>0) (3.31)

F{t)= (3.30)

PO e
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Ako se uporede relacije (3.30) i (3.31), pa se za odredivanje konstanala
k, ky, ko postave uslovi:

F(0)=F*0), «(0)=9*0), M(0)-M*0),

dobi¢emo
kky= -1, ka= —qa, k= —kk,,

odakle je
1
k:a, k2=‘L1, k3='—g‘

Odaberemo li od prednjih ovakav sistem partikularnih vrednosti integracionih
konstanata

k=a, k=0, ky=-1, ksz—%, (3.32)

tada se relacije (3.31) dobijaju iz relacija (3.30) kao specijalni slucajevi.

Prema tome preslikavanje koje vrdi Batirev na osnovu relacija (3.31)

pretstavlja partikularni siucaj opstijih transtormacija (3.30) kojima se problem
sa promenljivim zbirom masa redukuje na problem sa stalnim masama.

3. Karakteristika je prednjih rezultata i ta da je ovakva redukcija
mogucéna, ako funkcije F(f), @(f) i M(f) pripadaju jednostavnom tipu algebar-
skih racionalnih funkcija (homografske funkcije).

4. Bez obzira na uslove iz kojih se u relacijama (3.30) odreduju
integracione konstante k, k,, kg, uvek Ce se za svaki ovakav skup konstanata
preslikavanjem doéi do istog tipa koni¢nih preseka, posto se vektorska dife-
rencijalna jedna€ina (3.2) u svim slufajevima redukuje na oblik (3.6).

5. Prednji rezultati dopustaju jo$ jedan zakljuCak u vezi sa funkcijom
M=M(t) koja karakteriSe promenu celokupne mase sistema. Iz relacije
(3.28), na osnovu (3.26) i (3.27) proizilazi da je zbir masa M (f) nezavisan
od integracione konstante k,. To znali, ako makako odaberemo uslove za
odredivanje konstante £, tj. fiksiramo ma koju od funkcija ¢ (f), datih relacijom
(3 - 26), zakon M =M (f) varijacije mase sistema osta¢e nepromenjen.

4. PRILOZI KVALITATIVNOJ ANALIZI PUTANJA U PROBLEMU DVAJU TELA
SA PROMENLIJIVIM ZBIROM MASA

Osnovni princip na kome je Batirev zasnovao kvalitativnu analizu
putanja u problemu dvaju tela sa promenljivim zbirom masa izloZen je u
odeljku 2. ove rasprave [9].

U ovome odeljku ¢emo dati neke priloge ovoj analizi koji ovu upotpu-
njuju s jedne strane, a s druge ukazuju na posledice koje u mehanickom
pogledu ima preslikavanje izvrSeno bilo po postupku Batireva [9], ili po
onome uopstenom koje je predloZio autor [11].

U svome ¢lanku [12] autor je u tom smislu doSao do sledeéih rezultata.
Vektorska diferencijalna jednaina kretanja za problem dvaju tela sa pro-
menljivim zbirom masa ima oblik:
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d? M.
F=‘-—s§7; (S=]”) (4'1)

Vektorskim mnoZenjem ove jednacine vektorom j, dobija se
ay .
WX’ =0,
odakle neposredno proizilazi integral momenta kvantiteta kretanja
a_
dt
gde € oznaclava vektorsku integracionu konstantu.
Ako se pode od transformacija koje uvodi Batirev [9]
i 1 __M
Cadven MOt (4.3)
(>0, M, =const.=1)

tada se smenom vektor funkcije j sa r i nezavisno promenljive ¢ sa t, vektor-
ska jednacina (4.1) svodi na jednalinu

fx=¢ (4.2)

d® ‘
F+b§:0’ (p=]r]. (4.4)
Ako poslednju jednacinu pomnoZimo vektorski vektorom t, dobi¢emo
d
T XF = 0:
¢iji vektorski integral ima oblik
tXv=6,, (4.5)

gde je = z—: vektor brzine preslikane tacke, ¢ije se relativno kretanje posmatra,

a koja se krece po koni¢nom preseku, a ¢, pretstavlja vektor nezavisan od .
Medutim iz prve od jednacina (4.3) sleduje:

t-o-lcle)-alcied 2
o "Ta vl @ lixat &

ili

& (1 d  q } |
dr‘”‘{lwta*(uanz ' (4.6)

Kako je prema drugoj od jednaclina (4.3)

dt .
E_ —(I-I—(If),


Miroslav
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to jednatina (4.6) postaje:

de _,_ ) i d J‘_L} _ .
de T\ ot @t (Trahe - Fatp),
ili

dr

_ dy -
e —n=—(1+at)m+a|. (4.7)

Ako se zameni vektor r iz prve od jednalina (4.3) i vektor %=n
iz (4.7) u jednalinu (4.5) dobifemo:
1

><=—(1+at)% +ai}=@,,

1+of
ili
. di)
—<1><d—t =6, (4.8)
Uporedenjem relacije (4.8) sa (4.2) sleduje: .
¢, = -¢. (4.9)

Iz jednaline (4.7) moZe se izvesti sledeci zakljucak. Posto | prestavlja
vektor relativnog poloZaja tatke A sa promenljivom masom m; u odnosu
na tac¢ku B s promenljivom masom m,, to vektor

IR
df
pretstavlja vektor brzine materijalne tacke m,. S druge strane vektor
“_,
dr —

pretstavlja vektor brzine tacke P-na koni¢nom preseku, na koju se preslikava
tatka A. Prema tome relacija (4.7) u obliku

v=—(l+af) w+af,
ili
1

P=Tra

(of -~ v) (4.10)

daje vezu izmedu vektora brzina ovih dveju tacaka. Njen praktiCan znalaj
lezi u moguénosti, da se iz poznate strukture vektora v koju daju konalne
jednaline kretanja za problem dvaju tela, moZe odrediti vektor brzine w
materijalne tacke m,.

Iz vektorske jednaline (4 - 9) proizilaze slede¢i zakljucci:

1. Sekorske brzine preslikane tacke P na koni¢nom preseku i tatke A
~ sa promenljivom masom, imaju jednake skalarne veli¢ine nezavisno od tipa
putanje (elipti€nog, paraboli¢nog, hiperboli¢nog) ove poslednje tacke.
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2. Orijentacije ravni putanja tacaka P i A su suprotne: smer obilaZenja
preslikane tatke P po koni¢nom preseku suprotan je smeru obilaZenja tacke A
promenl ive mase po jednoj od odgovarajucih spiralnih putanja.

74

llustracije radi uo€imo primer tzv. elipti¢nog tipa putanje tacke A (za
velike vrednosti ekscentriciteta e). Prema rezultatima Batireva, elipti¢na putanja
pomocéne taCke P sa slike (a) preslikava se na spiralnu putanju tatke A na
slici (b). Ako u intervalu [r,, t,] pomoéna tatka P opiSe na elipticnoj putanji Iuk
P, P,, tada ¢e u odgovaraju¢em intervalu [f,, £,] tatka A opisati luk A, A,
spiralne putanje, Na§ gorn;i rezultat utvrduje, da ¢e smerovi kretanja tataka
P i A biti suprotni i da su povr§ine sektora prebrisane vektorima poloZaja
tatke P odnosno A medu sobom jednake.

U vezi sa rezultatima datim u odeljku 3 ove rasprave, autor je u
okviru kvalitativne analize oblika putanja v problemu dvaju tela sa promenljivim
zbirom masa posmatrao moguénost egzistencije periodi¢nih odnosno asimp-
toti¢nih putanja u vezi sa strukturom funkcije M(#) ([11]).

U tom cilju iskori§¢ena su od strane autora dva stava koja je u ftre-
firanju problema sa promenljivim masama dokazao G. N. DuboSin [8].

Ti se stavovi mogu formulisati ovako:

1. Ako je u problemu dvaju tela sa promenljivim zbirom masa putanja
periodi¢na, ili asimptotska, tada masa sistema je karakterisana takvom tunkcijom
M(#) koja ne moZe ni neograni¢eno rasti, niti neograni¢eno opadati [8]..

2. Ako funkcija M = M(f), koja karakteriSe varijaciju mase sistema pret-
stavlja monotonu funkciju vremena i ako

M(f)—L, sa t— o0

pri cemu je L ==0, tada se iz skupa putanja koje leZe u kona¢nom delu ravni
mogu izdvojiti one putanje koje se neograniteno pribliZavaju elipsi koja je
potpuno odredena izborom inicijalnih uslova kretanja.
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Primenimo ove stavove na slucaj koji tretira Batirev. Masa sistema
pretstavljena je tada funkcijom oblika:

1

M*(t): 1+ ot’

(0> 0). (4.11)

Za —%<t<oo, M#*(ty pretstavlja monotonu funkciju promenljive f.

No posto
M*(l‘)—+0 sa t—o0

to je L =0, te funkcija M*(f) ne ispunjava uslove napred navedenih Dubo-
$inovih stavova.
Isti je slucaj sa funkcijom M (f) opstijeg oblika

—— k22
k(ky t + kg)
posmatrane u intervalu u kome je M(f) > 0. No posto je i u ovome slucaju
M) —0 sa t— oo,

to ni funkcija (4.12) ne ispunjava uslove DuboSinovih stavova.

Iz utvrdenog karaktera funkcija M*(f) i M(¢) u vezi sa primenom Dubo-
§inovih stavova na posmatrani problem, moZe se izvesti slede¢i zakljucak.

U problemu dvaju tela, u kome se masa sistema menja po zakonu
(4.11) odnosno (4.12), putanje, kcje pripadaju konacnoj oblasti ravni
kretanja ne mogu imati ni periodi¢ni ni asimptotski karakter, niti se pri
proizvoljnom izboru inicijalnih uslova moZe posti¢i da se ove pribliZe elipsi
kao svom grani¢nom poloZaju.

Naposletku napomenimo da se kvalitativna analiza oblika putanja
koju je dao A. A. Batirev u svojoj raspravi [9] u celini proSiruje na slucaj,
kada se masa sistema menja prema uopstenom zakonu (4.12).

M) = (4.12)

5. RESENJE PROBLEMA DVAJU TELA SA PROMENLJIVIM ZBIROM MASA

U ovom odeljku autor daje jedan novi nalin za dobijanje resenja
neporemecenog kretanja u problemu dvaju tela sa promenljivim zbirom
masa. Pri tome on koristi: 1) metod preslikavanja koji je uveo Batirev i
primenio ga u svojoj kvalitativnoj analizi oblika putanja u problemu dvaju
tela sa promenljivim masama, svodeéi ova] na problem sa stalnim zbirom
masa [9]; 2) sistem vektorskih elemenata upotrebljen u ([13],[14]) od Milan-
kovi€a za pisanje diferencijalnih jednalina planetskih poremecaja umesto
eliptiénih elemenata. Ovaj sistem vektorskih elemenata safinjavaju: vektor-
ska integraciona konstanta ¢ u integralu sektorske brzine, vektorska integra-
ciona konstanta ®© (izv. perihelni vektor) u Hamiitonovom integralu problema
dvaju tela i iz Keplerovog integrala-skalarna konstanta-T-vreme prolaza
planete kroz perihel; dakle ukupno Sest nezavisnih skalarnih konstanata, uzi-
majuéi u obzir da izmedu vektorskih konstanata € i ® postoji relacija

CD=0.
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No dok se kod Milankovi¢a upotreba ovako odabranog sistema vektorskih
elemenata odnosi iskljulivo na tretiranje slucaja kretanja po elipti¢noj putanji,
priroda problema o kome je re¢ u ovome odeljku zahteva, da se obuhvate
i slu¢ajevi kretanja po hiperboli¢noj i paraboli¢noj putanji. Stoga je autor
uveo gore definisani skup vektorskih elemenata i za ova dva moguca oblika
kretanja i dao odgovarajue kona¢ne jednaline kretanja.

Potrebno je ista¢i da ako se na ovaj nacin pristupi re§avanju problema
dvaju tela sa promenljivim zbirom masa, tada je moguce ne samo postaviti
u korespondenciju oblike putanja za ovaj problem i problem sa stalnim
masama, ve¢ i posti¢i, da elementi kretanja ma po kome od koni¢nih pre-
seka u isti mah pretstavljaju elemente kretanja po spiralnim putanjama.
Na taj nacin odabrani sistem vektorskih elemenata jednozna¢no nam moZe
definisati i kretanje po spiralnim linijama koje pretstavljaju putanje u posma-
tranom problemu, a koje su dobijene preslikavanjem koni¢nih preseka
prema odgovaraju¢im zakonima koje je Batirev postavio u [9].

Vektorska diferencijalna jedaacina relativnog kretanje materijalne tacke
ptomenljive mase m; u odnosu na ta¢ku promenljive mase m, glasi:

- i 6.1)

¢ _ M

dez. s

Ovde nam | oznacava vektor relativnog poloZaja mase m; u odnosu

1a masu my, a M=m,;+m, celokupnu masu sistema koja pretstavlja funkciju

rremena. Za zakon po kome se menja ovaj zbir masa moZe se uzeti onaj
:0ji je fiksirao Batirev u svome radu [9]:

M,
1 +at’

2 (5.2)

M(t) = (Mo=1, a>0) (5.3)
li onaj koji je od ovog opétiji, a koji je dao autor u odeljku 3. [trec¢a relacija
3.30)].

Uvodeéi, mesto vektor funkcije {, novu vektor funkciju v definisanu
elacijom

]
Y= Ti ot (5.4)

mesto vremena f, novu nezavisno promenljivu t na osnovu relacije

1

TZ(I_(-I_—-f——(x—t) (5.5)
uzimajuéi u obzir zakon promene mase (5.3) vektorska diferencijalna
xdnatina (2) se tranformiSe u sledecéu:

dvr t
— +

@ te=0 (=l (5:6)
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a ova jednalima pretstavlja vektorsku diferencijalnu jednalinu relativnog kre-
tanja za problem dvaju tela Nebeske mehanike. Treba primetiti da nam u
ovom poslednjem problemu veli¢ina t pretstavlja ,vreme“, a veli¢ina p=
=f(m'+m")=1.

Diferencijalna jednacina (5.6) koja pretstavlja vektorsku jednacinu ne-
poremecenog relativnog kretanja za problem dvaju tela klasitne Nebeske
mehanike ima za nas od osnovnog znalaja sledec¢a dva vektorska i jedan
skalarni integral ([13], [14], [15]).

1. Integral sektorske brzine
rXv=G@, (5.7

pri ¢emu §, oznacava vektorsku integracionu konstantu -—- vektor upravan na
ravni putanje posmatrane preslikane tacke P koja je ovde jedan od koni¢nih
preseka.

2. Hamiltonov integral:')
5D=n><(§1——rp— (5.8)

pri ¢emu D pretstavija konstantni vektor koji leZi u ravni putanje, dakle upravno
na vektoru €,, a naperen je prema perihelu (perihelni vektor).

3. Keplerov integral
nt—-T)=u-esinu (5.9)
gde T oznatava vreme prolaza kroz perihel, a u ekscentri¢nu anomaliju.
Treba primetiti da u tretiranom sluCaju v pretstavija vektor brzine
preslikanog teZiSta promenljive mase m; na putanju tatke P koja je jedan
od koni¢nih preseka. Ova s obzirom na t{c da je prema (5.6) p=1 ima u
ravni putanje
@:1T=0
slede¢u jednacinu, koja se skalarnim mnoZenjem sar izvodi iz Hamiltonovog
integrala (5.8), u obliku:

tD=C-p, (C=]G,))
odakle, uvodec¢i oznake D =|T|, < (D, r)=v, sleduje jednalina putanje:

(&
= . 5.10
b= T+Dcosv (5:10)
ZnaCi ovde parametar i ekscentricitet putanje imaju vrednosti:
p=C% e=D. (5.11)

S obzirom na to da nam vektorska jednatina (5.6) odnosno (5.10)
moZe odrediti kretanje po elipti¢noj, hiperboli¢noj odnosno paraboli¢noj
putanji, a da se stvarna kretanja u tretiranom problemu mogu dobiti pre-

1) Integral (5.8) se citira u literaturi i pod imenom Laplace-ovog integrala.
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slikavanjem ova tri mogucéa tipa kretanja prema zakonima korespondencije
(5.4) i (5.5), u daljem izlaganju, kratkoe radi, ove tipove kretanja zva-
¢emo elipticnim, hiperbolicnim odnosno paraboliénim i svaki od njih ¢emo
posebno analizirati. :

1. Elipticni tip kretanja

U slu€aju da se tatka P kreCe po elipti¢noj putanji, bice e=D <T1.
Sem toga, posto je :

p.=n®ad,
C2
1-D?
to, uzimaju¢i u obzir jo§ da je p=1, srednje kretanje ima vrednost:
(1- D2)3/2
s
Zato Keplerov integral (5.9) dobija ovaj'ob]ik:

(1- D"
(&

Cl=p=a(l -e¥)=a(l1 -D?); a=

n=

(t-T)=u-~Dsinu. (5.12)

Koriste¢i relacije za vektor poloZaja v i vektor brzine v iz [13] (str. 19,
jednacine-(76) i (71)):

c? pcosu=D Csinu
= D
! }12 _Dz D + Dl/m (@X@)’
(5.13)
- Jp2-D*> sinu . p2 - D? cosu
= "P"CD  p-Dcosa - T CD p—Dcosu(@X@)
i imajuci u vidu da je prema jednacini (5.5) p=1la v-= Z—”I, iz (5.13)
dobijamo:
C* cosu-D Csinu 7
U= T b +DV1_02 (€xD),
(5.14)
— D2 1 —_ D2
_ V1-D sin u 1-D cos u (E X D).

CD 1-Dcosu T 70D T-Dcosu

JednacCine (5.14) odreduju nam vektore r i v kao funkcije ekscentri¢ne ano-
malije u, odnosno preko Keplerove jednaline (5.12) i kao funkcije pseudo-
vremena t, te pretstavljaju konatne jednaline kretanja problema sa stalnim
zbirom masa.

Polaze¢i sada od ovoga na izloZeni nalin u [13] reSenog problema
neporemecenog relativnog kretanja po elipticnoj putanji u problemu dvaju
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tela Nebeske mehanike, postavija se pitanje, kako se neposredno moZ
dobiti reSenje problema neporemecenog kretanja za problem sa promenljivir
masama.

Vektor relativnog poloZaja | jedne promenljive mase u odnosu n
drugu moZe se dobiti iz relacije (5.4), odakle je

f=(+af)r.
Odavde koriste¢i prvu od jednaina (5.14) dobijamo:

. Cz cosu—D C sinu
’:(”“’){ Ty R

pri ¢emu u dobijamo zamenom t iz (5.5) u (5.12) i reSenjem tako dob
jene jednacine

(@x@)} (5.1¢

(1 __Dz)s/z
C:i
po u. Na taj nalin se dobija veli¢ina u kao funkcija vremena, a prema (5.1!
onda je i vektor poloZaja i izraZen kao funkcija od .

1 .
[ ozl T]:u—Dsmu (5.1

Vektor brzine w-= g'—moie se dobiti na ovaj nalin. Kao Sto je auts

dt
. . - . dr di
pokazao u odeljku 4 [jednacina (4.10)] izmedu vektora e
i | postoji relacija
de di -
—d—r'=— (1 "f‘(xt)'d?‘f‘a‘v
odakle je
aq 1 ( - dr)-
=P Trer M @ @1

Koriste¢i se drugom od jednacina (5.14) i zamenjujuéi u (5.17) % =

odgovaraiu¢om vrednos$¢u iz te jednacine dobijamo za vektor brzine

1 (o cosu—-D Csinu .
1=D2 sinu 1-D? cosu :
-+ LD PP (Ex D
i CD 1-Dcosu C:D lecosu(Lx‘) ’

2 Y i
o 1 C 1-D®  sinu ]ﬁ

_ AR
_D(l+—&3{[a(l+at)l_02(cosu Dy+ C 1-Dcosu ®

Csinu 1-D® cosu e
+[a(1+at)L71_:155— c 1_Dcosu](@x$)}.
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Ovde je velitina u izrazena kao fupkcija od ¢ na osnovu jednacine
(5.16). -
Vektor brzine w moZe se odrediti joS i na ovaj nacin. Iz jednaline
(5.16), diferenciranjem leve i desne strane po f, proizilazi:

2\%2
(1-D% [ L ]z(l—Dcosu)d—lf

T | (dFas dt’
odakle je
du 1 (1-Dy* 1
dt~ (1 +af) C? 1-Dcosu” (5.19)

Diferenciranjem jednacine (5.15) po vremenu dobijamo:

i o) € cosu-D Csinu
a_ © C\1-D* D T pji-D*

(ExD)

C* sinu Ccosu ' du
+(1+0tt){—1_D2 o) @+DV1_D_2(@><®) e

Zamenjujuc¢i ovde Z—l: njegovom vrednoséu iz (5.19) dobijamo:

dj C? cosu-D Csinu .
—_— = , %
g-p=c {1 "y D D+ = __2((z><SD)}

1 (- Dz)% 1 C? sinu Ccosu
l1+at  C® 1-Dcosu| 1-D* D SD.JrDl/l__ﬁ(@xD),
odakle je
d C* cosu-D, Csinu \
B—t—m_u{l_uz D SD+DVT____52(@+1))}
I Ji-D* sinu 1 1-D* cosu

+1+(xt CD T1-Dcosu™ T1+af CD l—Dcosu(GX@)’

a odatle definitivno dobijamo za vektor brzine w vrednost veé odredenu
jednacinom (5.18).

Na taj nain polaze¢i od jednaCina (5.14) i (5.12) koje pretstavljaju
reSenja vektorske diferencijalne jednaline (5.6) za problem dvaju tela sa
stalnim masama, dosli smo do jednacina (5.15), (5.18) i (5.16) koje pretstavljaju
reSenje vektorske diferencijalne jednacine (5.2) tj. problema dvaju tela sa
promenljivim masama za slucaj kada se putanja u ovom problemu transforma-
cijama (5.4) i (5.5) preslikava na elipti¢nu putanju.


Miroslav
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2. Hiperbolicni tip kretanja
U slu¢aju ako se transformacijama (5.4) i (5.5) putanja u nasem pro-
blemu preslikava na hiperboliénu putanju, ima¢emo posla sa hiperboli¢nim

tipom kretanja.
Jednaina (5.10) u sluaju hiperboli¢ne putanje, daje

p=C?% e=D, (D>1). (5.19)
Kako je kod hiperbole

2

p=%=a(e2—l), b=afer-1,

gde nam q, b, e, p 0znatuju poznate parametre kod hiperbole, relacije (5.19)
i poslednje dve daju

2 2
C b C

a=pr"7 o1 (5.20)
Jednacina hiperboli¢ne putanje moZe se napisati u jednom od ova dva oblika
_ae’-1)
“l+ecosv’
gde v oznafava pravu anomaliju, ili
r=a(—-1+echF),
gde F oznaCava hiperboli¢nu amplitudu.
Prema (5.19) i (5.20) ove jednacine postaju
r=- ¢
" 1+Dcosv’
- 5.21)
r=—D—2'_'_—T(—1+DChF)
Iz ovih jednadina proizilazi:
D*-1=(1+Dcosv) - (-1+DchF),
odakle je
D-chF
COSv = ——_i_ﬁ——[)—m; . (5.22)

Ova relacija pretstavlja vezu izmedu prave anomalije v i hiperboli¢ne ampli-
tude F. Umesto relacije (5.22) moZe se upotrebiti relacija

v 1/D+1
tg§=]/5~_—1 -tghF (5.23)

Ako se pocetak koordinataog sistema O&n{ nalazi u ZiZi hiperbole,
tada se vektor poloZaja r tatke na putanji u ravni O&n moZe pretstaviti u
obliku:
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D ExD
—(( . — [
t=s-m+n-—p > ’ (5.24)
pri ¢emu je
§=rcosv, n=rsinv. (5.25)

Koriste¢i se jedna¢inom (5.22) dobijamo

: D-chF \?
2. _1_ 2.4 = _ ——
sin*v=1-cos?v=1 (—1+DchF)
odakle je
. JD*-1.shF
Sin v = W . (5.26)

Na osnovu druge od jednacina (5.21), kao i jednacina (5.22) i (5 26) iz {5.25)
dobijamo:

y C* h
527)-2’_—1 . (D—C F)
e (5.27)
= shF.
D2 -1
Stoga jednacina (5.24) postaje
C* D-chF_  CshF
= . — (E XD
V=TT D L+DV5§TI (€ExD). (5.28)
Otigledno je da je za sluaj hiperboli¢ne putanje
Le -1 8/
e 1
Zato, jednacina (v. napr. [17])
n(t—T)= —F+eshF,
koja sluZi za odredivanje F kao funkcije od © dobija ovaj oblik:
2 3/a
(Dcl) (t—T)=—~-F+DshF. (5.29
Vektor brzine v= % kretanja tacke P po hiperboli¢noj putanji dobijamo
iz jednacine (5.28) diferenciranjem po t:
_dr ) -C®shF, CchF a’F
”—d—f—{*‘“oz_ru—“pyuz (Ex2) (6.30)
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Diferenciranjem leve i desne strane jednacine (5.29) po t dobijamo

(D2-1)" . dF
e =(-1+DchF) - o,
odakle je
dF _(D*-1)" 1
&~ C% C1+DehE’ (5-31)
. dF . .
Zamenom ove vrednosti za el jednacinu (5.30) dobijamo:
(D% - 1)" 1 C® shF CchF }
_ AL — (XD
'mTes —1+DchF{ D°-1D +DV’02~1(@'\)'
ili
_ Vb*=1 shF _ D*-1  chF ~
V= -"Ch  TI:DwF ' ¢ —ixpehp¢X® (632

Na ovaj nalin nadene jednaline (5.28), (5.32) i (5.29) pretstavljaju
nam redenje problema relativnog neporemecenog kretanja dvaju tela Nebeske
mehanike za slucaj kretanja po hiperboli¢noj putanji.

Da bismo odredili vektor poloZaja | i vektor brzine ng;—u problemu

dvaju tela sa promenljivom zbirom masa, moZemo postupiti na ovaj nacin.
Posto je prema (5.4)
=0 +af)r,

to na osnovu jednaline (5.28) dobijamo za vektor poloZaja j jedne pro-
menljive mase u odnosu na drugu

X C: D-chF CshF
]:(1+at)-{02_1 D ®+DVD2—1

©x :9)} . (5.33)

Vektor brzine w= % moZemo dobiti iz relacije

w——l—(ai—ﬂ)
1+ ot dc )’

zamenjujuci ovde, | iz (5.33), a V=%biz (5.32).'Na taj nadin ¢emo dobiti:
1 C* D-chF CshF
=1 <4 { )Y
1 1+at{a(l+m‘)[Dg_ T ngliL/Ij“”—-l &Sx&)]
VD1 shF D*~1 chF 1
-+ :
[ Ch —T+DchF Ot p “TiDenr XD
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ili u definitivhom obliku:

1 C? YD*~1  shF
""1)(1+oc_t){[°‘(1"“’"‘)'1)_2—_1(D‘ChF)Jr C ”-_1+Dchp]'@
CShF D21 ch F .
[a(1+oct) B o ~1+DchF] (©x D). (5 34)
Jednacine (5.33), (5.34) i
o-vt 1 1
o |airan T|= FADsF (5.35)

pretstavljaju reSenje problema dvaju tela sa promenljivim zbirom masa za
slu¢aj hiperbolicnog kretanja tacke P na koju se preslikava tacka A promen-
ljive mase m,.

Vektor brzine w za hiperboli¢ni tip kretanja moZe se odrediti jo§ i
na ovaj nacin. Iz jednatine (5.35), diferenciranjem leve i desne strane po
vremenu dobijamo:

2 _ 1\
_or-0) I :(—1+DchF)-(—f§,

T T (l+atp
odakle je
dF _ (D2-1)" 1 1
d~ ~ C® (I+af —1+DchF"’ (5-36)
Diferenciranjem jednacine (5.35) po #, dobija se vektor brzine:
dj | ¢ D-chF Csh F Cx @]
E;—m (IlDz D V'—————( )I
C* shF CchF d (6.37)
s c r
- _ 5 il
+(l+at){ RLSLLE DVDz_I(LxID)) i
dF . .. .
Posle zamene & 1z (5.36) u (5.37) dobijamo za vektor brzine w:
C2 D-chF CshF |
. i )
YU-—(X{Da_l D (D'*‘DV-DA—I(CX )I
1 (Dr-1* 1 f__C® shF CchF
Trai® & —17D&F | D=1 D ~¥pyproi XY

a odavde dobijamo definitivno ve¢ nadjenu vrednost za vektor w datu jedna-
¢inom (5.34).

Jedunacine (5.33), (5.34), (5.35) pretstavljaju reSenja za hiperboli¢ni tip
kretanja problema dvaju tela sa promenljivim zbirom masa.


Miroslav


26 Dobrivoje Mihailovic¢

3. Parabolicni tip kretanja

Ako se transformacijama (5.4) i (5.5) putanja u problemu dvaju tela sa
promenljivim masama preslikava na parabolu, imamo slu€aj paraboli¢nog
tipa kretanja.

Jednadina parabole prema (5.10) dobija oblik

C2
P=T+cosv (5.38)
tj. u ovom slu¢aju je
D=1 (5.39)

Sto znadi da perihelni vektor D u slu€aju kretanja po paraboli preistavlja
jedini¢ni vektor. lz jednaline (5.38) proizilazi da je parametar parabole

p=Cz (5.40)

Jednacinu paraboli¢ne putanje (5.38) moZemo napisati i u obliku

Cce g v
p= ? sec 7’ (541)
ili koriste¢i u Nebeskoj mehanici usvojenu oznaku
p=2q
tj. prema (5.40)
CZ
9= 5 (5.42)

jednacini (5.41) moZemo dati ovaj oblik

p=gq sec? - (5.43)
Koordinate § i 1 vektora poloZaja r u ravni ove parabole, a u odnosu na
sistem sa pocletkom u ZiZi i §-osom usmerenom jedini¢nim vektorom <,
date su relacijama

E=pcosv, n=psinv, (5.44)
ili prema (5.41): ‘

cz v
= — sec? — Cos v,

2 2
= gsec‘a ls"
n= 9 2 my,

ili

_C e ¥ e Y _gipe Y
g—Qsec ~2—(cos 2.—sm 5 |
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- et XL o sinLcos
= 5 sec* 5 - 2 sing cos5 >
tj. definitivno
. C? . )
- Gl-wey
(5.45)
v
. — (2 .
I]"C tg 2
Vektor poloZaja r dat relacijom:
= 2w ExD
"D° " cp "
na osnovu (5.39) ima vrednost
r=é - D+ Gém n,
ili prema (5.45)
Cz v . '
T= ( l—tg2—> - D+C-tg 5 (ExD) (5.46)

JednacCina (5.46) odreduje vektor poloZaja r kao funkciju prave anomalije v.

Medutim u problemu dvaju tela Nebeske mehanike postoji sledeca
jednatina za odredivanje - prave -anomalije v kao funkcqe vremena (videti

npr. (17])
=T g Vo it s vV
W—QTZ 38 . (5.47)
pri Cemu je g dato obrascem (5.42). Na osnovu ove vrednosti za ¢ bice:
8 C3
V3q=)3 - -

pa jednacina (6 47) dobija oblik:

2 v 1y

Es(r—T)=tg§+—3—tg 5 - (5.48)

Diferenciranjem leve i desne strane jednacdine (5.46) po =, dobijamb:

v
C?ig? -
£=U=[———i-‘L+—L(@X@) .%_.:,
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ili

g£=v= L —Cztg%-i)-kC-(@x@) ‘;_V (5.49)
T

Medutim diferenciranjem leve i desne strane jednacine (5.48) po T,
dobijamo
v
t 2
2 [ 1 ®T ) o

3 e
¢ 2cos? Y. 92cost— | @t
9 2

ili

2 1 g V) dv
o v(l+tg ?)d—r’
2c052—2—

li

rdakle je
v
4cost
dv 2
s (5.50)
Zamenom izvoda ;TV iz (5.50) u (5.49), dobijamo za vektor brzine

taCke P na paraboli

0 . v 4cos“7v
LSRN {-c2tg .-Z—.mc-(@x@)}- —
2c082 =
2
ili
2cos® —
de _ 2ty ¥ |
d_‘_’-n"_c -C tg?~®+C'(@X®)J,
ili definitivno:
de sin v 2cos* o
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Jednaédine (5.46), (5.51) i (5.48) pretstavljaju reSenje vektorske diferen-
cijalne jednadine (5.6) relativnog neporemecenog kretanja tatke P za slutaj
njenog kretanja po paraboli¢noj putanji.

Vektor § relativnog poloZaja mase m, u odnosu na masu m,, moZemo
dobiti, ako u relaciju (5.4) zamenimo vektor r iz jednacine (5.46). Tada ée biti:

fc“( _v_) b4 !
i=(1+at)l—2— 1-tg? 5 D+C - tg 5 (€x 3))J. (5.52)
Da bismo odredili vektor brzine m=% u problemu sa promenljivim

zbirom masa moZemo i u ovom sluaju postupiti na dva nacina.
Pre svega diferenciranjem leve i desne strane jednaline (5.52) po
vremenu dobijamo

dj N _C_z( v) ) v
E—m—a{2 l—'[g27 SD+Ctg7(@Z><iD) +
v
89 _ c@xd)| o
+(1+af) - -C2 @+7 C = (5.53)
l 2cos® — cos? ~ dt
2 2
Uzimaju€i u obzir relaciju (5.5), jednacina (5.48) postaje:
2 1 v ey
e e R (5.54)

Diferenciranjem leve i desne strane poslednje jednacine po ¢ dobijamo:

2 Y
2 1 ’1 1 ltg2ldv
+ — P

— =3 ——2= —_— y
C+a) 12 coszg cos2—\2/— dt
ili
2 1 1 ( . v , v . v)a’v
CUTaE 2 sec 7+tg o Sec’ 5| - (5.55)
Posto je
sec2%+tg2 %seczg = sec4%,
to jednacina (5.55) dobija sledeéi oblik:
_Z__l__isecf;l dv
C*(l+at)z 2 2 " dt’



30

Dobrivoje Mihailovié

odakle je
cos‘*‘l
dv_ 4 2 5.56)
dt— C*(1+4at)?’ (®.

Zamenom vrednosti za % iz (5.56) u (5.53) dobijamo:

d {C2
— =D =0y =

et e X (ExD
T 5 (1 tg 2) ‘SD+C tg 5 ((zx@)}
v v
cos* — tg —-
4 2) ¢z % 1 ¢ -
BCRETE AR el §
. 2 2
ili

a - C? 2\/) : v ~
dt—u\—a{2<l—tg‘ﬁ ~®+C-tg§(6><~)

. v . - 1 . 2\/’ ¢ : }
9 > g T Ccostm (OxT)
ili ;

] Ccz v Ve
Ei=ll):a{7(\l—tgz7>'®+C-1g—2—(QX®)}
1 1 |, eV |
+@m{, Sler'@—QCC(/S —2‘(6XD)I,
ili definitivno:

a_. 1 c 2l) sinv |
dt“m_1+at”“(1+°‘t)'7(1_tg 217C ] °

v 2 s v ~ l .
Veklor brzine w moZe se odrediti, polazeé¢i od relacije (5.17), na

ovaj nalin. Diferenciranjem leve i desne strane jednaline (5.46) po «t
nalazimo:

v
tg? -

'd"‘[;_:D: _C2___2—‘v__ M @""”—C‘—v"(@x@) 'gx,
2 cos? — 2 cos? — ‘

2
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ili

de

at ol _cttel 9 . . av,
&y ‘ Cgy - D4C (@x@)} - (5.58)

v
2 Y
2 cos 5

Medutim diferenciranjem leve i desne strane jednaéiﬁe (5.48) po t, dobijamo

v
2 '
2 1, "9 dv
cs - v " dd’
2 cos? + 2 cos? +-
2
ili
2 vy dv
cs v (l +t 27)3?
2co08? -
2
ii
2 1 dv
3 v de]
T
2 cos 5
odakle je
¥
dv _4COS 5 (5.59)
dat %
Zamenom vrednosti za Z—: iz (5.89) u jednacinu (5.58) dobijamo
v
4 cos* —
LU S e T R IR T 2oy |
dr 2 cs
2cos?—+
ili
4cos® &
dl‘ o 2 ' 92 v ™ ™
Fr—_n——C?—=—C tg~2— - T+C- (@xm)},
ili definitivno:
2cos?
dr sinv . 2
P iakialiiars D+ i (ExD). (5.60)
Zamenom vektora poloZaja | iz (5.52) i vektora %=n iz (5.60) u

jednacinu (5.17), dobijamo:
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i, Ct ) g v
W=m=l+at{a(l+at)|i2 <l—tg2—2—>-®+ctg27(@:xf©)]
sinv 2C052—;_
Dl ExD)|.

Ova jednalina je identitna sa ve¢ nadenom jednaéinom (5.57).

Prema tome za paraboli¢ni tip kretanja relacije (5.52), (5.57) i (5.54)
pretstavljaju konalne jednaline kretanja tj. reSenja vektorske diferencijalne
jednacine (5.2) za problem dvaju tela sa promenljivim zbirom masa.

6. O PUTANJAMA U JEDNOM SPECIJALNOM PROBLEMU DVAJU TELA
SA PROMENLIJIVIM ZBIROM MASA

Posmatracemo onaj slu¢aj problema dvaju tela sa promenljivim zbirom

masa u kome masa sistema preistavija odredenu funkciju rastojanja s = m, m,
masa my i m, tj. u kome je

M =@ (s), (s=11|=my my). (6.1)
Vektorska diferencijalna jednacina kretanja
a2 M.
=i (f=1) (6:2)
dobija za ovaj slucaj sledeci oblik:
i D(s)
BT (6.3)

Ova jednaCina dopusta integral momenta kvantiteta kretanja i integral
Zive sile.

Vektorskim mnozZenjem leve i desne strane jednaine (6.3) vektorom
f dobijamo:
@
dft

odakle integracijom dobijamo integral momenta kvantiteta kretanja

% 0,

fx%=@ (6.4)

gde € oznaCava vektorsku integracionu konstantu. Iz tog integrala sleduje

da se tacke sa promenljivim masama kre¢u u ravni koja stoji upravno na

vektoru €. Ako sa (s, v) oznalimo polarne koordinate tatke A sa masom m,

u toj ravni tada ¢e prema (6.4) skalarni oblik ovog integrala imati oblik:
dv

$-C (C-l6). (6.5)
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Ako levu i desnu stranu jednaline (6.3) pomnoZimo skalarno sa

di .
aa!t_ah

dobi¢emo

fe—2n— 2[@(3) s,
s2

'”:‘w:’mli

ili posle integracije

ili posto je

to prethodna jednafina postaje
¢ D (s)
w2=2h—2f o ds (6.6)
koja pretstavlja integral Zive sile i gde & oznaCava integracionu konstantu.

Posto je
w2 = (d_s 2 + 52 /d—v)z
“\at \az

to integral (6.6) postaje:

ds\? <dv> b (s)
(EZ) + §2 p7 =2h— 2[ = ds. 6.7)
Medutim je
ds_ds dv
dt dv  df’
a iz (6.5)
dv C
= (6.8)
pa je
ds C ds
s (6.9)

Zamenom izvoda (6.8) i (6.9) u integral Zive sile (6.7), dobijamo:

C2 [ds\* C2 O (s)
?(E) +§=2”‘2f?‘“

odakle je ‘
ds s? Ce D (s) fe '
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Ako je za s=s,, v=v; i funkcija

f(s)=é{2h—%:—2]¥ds}_

prestavlja integrabilnu funkciju na segmenu [s;, s], tada integracijom jedna-
¢ine (6.10) nalazimo:

| =

S L

¢ (o) 17 45 v-v
j{Qh—s—z—Qf Sz)ds} Poe=, (6.11)

B

tj. inverzijom
s =s(v). (6.12)

Jednatine u obliku (6.11) ili (6.12) pretstavljaju jednaCinu putanje tacke s
promenljivom masom u polarnim koordinatama.
Zamenom s=s(v) iz (6.12) u (6.5) dobijamo jednacinu

seEd-c

¢ijom integracijom dobijamo:

v
(sepav=c@-1,). (6.13)
Vi
Odavde inverzijom se dobija prava anomalija v kao funkcija vremena
v=v(t), (6.14)
a jednaCina (6.12) odreduje radius vektor s kao funkciju vremena
s=3s(t) (6.15)

Na ovaj na€in problem relativnog kretanja tacke sa promenljivom masom .
m, je u potpunosti reSen.

Zakon promene mase sistema M u funkciji vremena moZe se tada dobiti
zamenom (6.15) u relaciju (6.1) tako da je

M=o {s()}=M().
Za specijalni slucaj u kome. je
D(s) = My+ M, 5%, (6.17)
vektorska diferencijalna jednaCina (6.2) dobija oblik ‘
o M .
1+6—3°i= - M. (6.18)

Problem u ovom sluéaju postaje identiCan sa problemom fotogravitacione
Nebeske mehanike koji u [19] tretirta V. V. Radzievski, a koji se odnosi na
perturbirano kretanje dvaju tela u homogenom sfernom obliku.
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Radzievski daje reSenje ovoga problema, kao i jednalinu putanje u
obliku:

R %dR
U , 6.19
P= RfV—c2+2pR+aR2-kR4 ©.19)

koja se izvodi iz jednacine (6.12) za specijalnu vrednost (6.17) funkcije d(s).
Od interesa je napomenuti da se problem Radzievskog moZe ftretirati

i kao problem perturbiranog keplerovskog kretanja sa perturbiraju¢om silom
y==M]j, (M;=const.) (6.20)

Cija je egzistencija uslovijena kretanjem dvaju tela u homogenom sfernom
oblaku.



ZUSAMMENFASSUNG

BEITRAGE ZUR UNTERSUCHUNG DES ZWEIKORPERPROBLEMS
MIT VERANDERLICHER MASSENSUMME

Dobrivoje Mihailovi¢

In diesem Artikel hat Verfasser seine Beitrdge in bezug auf die Untersu-
chung des Zweikdrperproblems mit verdnderlichen Massen, welche er in
[11], [12], [16] publiziert hatte, in Ganzheit gegeben. Diese Beitrdge stellen
eine Fortsetzung der Arbeiten von Batirev [9], und Duboschin [8] dar. Der
Artikel ist in sechs Abschnitte geteilt.

Im ersten Abschnitt gibt Verfasser die Grundgleichung der Punktdy-
namik mit verdnderlicher Masse in der Form von Meschtscherski, Levi—Civita
und Gyldén. Ebenso gibt er die Rolle dieses Problems in Astrophysik und
Cosmogonie vor, und endlich, er stellt einige wichtigeren Arbeiten italienischer
und russischer Gelehrten vor.

Im zweiten Abschnitt gibt Verfasser den Inhalt des Artikels von Batirev
[9] vor. Das Gesetz fiir die Verdnderung der Massensumme ist hier mit der
Gleichuag (2.3) gegeben. Benutzend Transformationen (2.4) und (2.5) reduziert
Batirev das Problem auf das klassische ZweikoOrperproblem. Das qualitative
Analysis der Bahnkurvenformen gibt Batirev auf dem Grunde der Abbildung
der Spiralbahnkurven auf die Kegelschnitte in dem Zweikdrperproblem der
Himmelsmechanik. ' :

Im dritten Abschnitt gab Verfasser allgemeine Transformationen zur
Reduktion dieses Problems auf das, mit unverinderlichen Massensumme.
Diese Transformationen sind mit den Gleichungen (3.30) gegeben wobei
die Funktionen F(f), ¢(f), M(f) den Gleichungen (3.17) Geniige leisten.
Die Transformationen von Batirev werden aus gefundenen Transformationen
als ein spezieller Fall bekommen.

Der vierte ‘Abschnitt stellt einen Beitrag zum qualitativen Analysis der
Bahnkurvenformen in diesem Problem dar. Verfasser gibt eine Relation
zwischen dem Vektor der Geschwindigkeit des Punkies mit verdnderlicher
Masse und der Geschwindigkeit des entsprechenden Punktes auf dem Kegel-
schnitte. Ebenso kommt der Verfasser hier zu den folgenden Ergebuissen:
1) sectorielle Geschwindigkeiten dieser zwei Punkte haben gleiche scalare
Grosse; 2) Orientationen der Bahnebenen und Richtungen der Bewegung
auf diesen Bahnkurven sind entgegengesetzt. In Anwendung der Sitze von
Duboschin zeigie Verfasser, dass Charakter der Bahnkurven weder periodisch
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noch assymptotisch sein kann und die Bahnkurven Kkeine Elipse wie ihre
Grenziage haben konnen.

Im fiinften Abschnitt gab Verfasser die Losurgen des Problems benut-
zend die Transformation von Batirev und auch die Gruppe der vektoriellen
Elementen von Miiankovitsch. Die Losungen sind durch die Relationen (5.15),
(5.18) und (5.16) fiir das eliptische, durch die Gleichungen (5.33), (5.34) und
(6.35) fiir das hyperbolische und durch die Gleichungen (5.52), (5.57) und
(5.54) fiir das parabolische Typus der Bewegung gegeben.

Im sechsten Abschnitt stellt Verfasser dar, dass M= &(s), (s =m,m,) und
reduziert das Problem unmittelbar auf das klassische Problem. Durch die
bekannten Integrale gibt er die Gleichung der Bahnkurve, die Losung des
Problems und Maoglichkeit zum Gewinn der Funktionen M(f). Fiir

M=M,+M,s®

gab Verfasser eine Verbindung zwischen diesem Problem und dem Dreikor-
perproblem, das V. V. Radzievski in [17] untersucht.


Miroslav
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