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INTEGRALNE TEOREME KARAKTERISTIKA ELEKTRICNIH MREZA

Radoslav D. Horvat

Uopstene karakteristike Jinearnih, konacnih, pasivnih, bi1ateralnih elektri-
cnih mreza sa konstantnim koncentrisanim parametrima definisu se kao ko-
licnici komp1eksnih eksponencija1nih funkcija - simbo1ickih pretstavnika
pseudoperiodicnog napona i struje, pseudoperiodicne struje i napona, dva na-
pona ili dye struje 3,7,11.12*.Cesto se one definisu i kao kolicnici odgovaraju-
Cih Laplasovih transformacija promen1jivih nopona i struja. Karakteristikama
elektricnih mreza nazivaju se i 10garitmi mernih brojeva gornjih kolicnika.

Uopstene karakteristike elektricnih mreza su raciona1ne funkcije kom-
pleksne ucestanosti.8,11,12 Osobine koje mora raciona1na funkcija komp1ek-
sne promenljive imati da bi mogla pretstavljati karakteristiku elektricne mre-
ze izucavaju se u sintezi elektricnih mreZa.

Ako racionalna funkcija kompleksne ucestanosti pretstavlja ulaznu impe-
dansu ili admitansu, ona mora pripadati klasi takozvanih pozitivnih funkcija
sa realnim koeficijentima. 8,12 To znaci da ona mora biti realna za realne
vrednosti promenljive i da njen realni deo mora biti pozitivan kada je realni
deo promenljive pozitivan. Drugim recima svakoj tacki u desnoj polovini ravni
kompleksne ucestanosti odgovara tacka u desnoj polovini ravni funkcije. Tac-
kama na osi realnih vrednosti promenljive odgovaraju tacke na osi realnih
vrednosti funkcije.

Dd bI funkcija ovaj uslov zadovoljila ona mora biti analiticka u desnoj
polovini ravni kompleksne ucestanosti.8,11,12 Na osi imaginarnih vrednosti kom-
pleksne ucestanosti ona moze imati polove, ali oni moraju biti prosti, a ostaci
u njima rea1ni i pozitivni. Kako je na ovoj osi kompleksna ucestanost p = jc.u,* *gde je c.ukruzna ucestanost prostoperiodicnog rezima, ona se cesto naziva i
osom rea1nih ucestanosti. Da ulazne karakteristike ne mogu imati po1ove u
desnoj polovini ravni kompleksne ucestanosti jasno je i fizicki, jer su polovima
ulazne impedanse i admitanse odredene sopstvene kompleksne ucestanosti slo-
bodnog rezima koje za pasivne mreze ne mogu imati pozitivne realne delove.

~

*Brojevi iznad reci se odnose na literaturu na koju se autor poziva.
**Polukruzlc iznad slova pokazuje da ono pret~tavlja kompleksnu velicinu.
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U ovome radu pokazacemo da se za karakteristike koje zadovoljavaju
gornje uslove, a nemaju polove za p = 0 u l = 00, moze izvesti primenom
Kosijeve teoreme iz teorije funkcija kompleksne promenljive citav niz teorema
izmedu njihovih realnih i imaginarnih delova. Kompleksne funkcije moraju za-
dovoJjavati ove teorem:: da bi mogle pretstavljati karakteristike elektricnih mre-
za. Videcemo da izvedene relacije osim toga odreduju i ko~ficijente potenci-
jalnih redova za niske i visoke ucestanosti jednog od delova karakteristike,
realnog ili imaginarnog, kada je drugi poznat na osi realne ucestan03ti, te pre-
ma tome i cele karakteristike mreze.

Prilikom izvodenja ovih teorema posmatracemo kao karakteristiku elek-
tricne mreze njenu uopstenu ulaznu impedansu. Dobijene relacij~ vazice i za
ulaznu admitansu, jer je ona istih osobina kao i ulazna impedansa. One ce
takode vaziti i za svaku prenosnu karakteristiku koja je analiticka u desnoj
polovini ravni kompleksne ucestanosti i koja ima isto ponasanje kao i ulazna
impedansa na o:;i realne ucestanosti.

U literaturi se pokazuje da se integral koJicnika izmedu imaginarnog de-
la ulazne impedanse na osi ucestanosti i kruzne ucestanosti co u granicama
od co= 0 do co= 00 moze izraziti pomocu razlike vrednosti realnog d~la ka-
rakteristike za ove granicne ucestan03ti pod pretpostavkom da su one ogra-
nicene. Ova relacija poznata je pod imenom teoreme 0 integralu reaktame.a,7,1l,12
Ona vazi i za bilo koju drugu karakteristiku mreze, ne sarno ulaznu impe-
dansu, pod uslovom da karakteristika nem'! pol u pocetku, tacki u beskonac-
nosti i bilo kojoj drugoj tacki u desnoj polovini ravni kompleksne ucestanosti.

Do ove teoreme dolazi se primenom K03ijeve na funkciju
i (p)

i kon-
p

turu sa s1. I, trazeci granicnu vredn03t konturnog integrala kad'! r -+ 00 a p -+ O.
Sa Z(p) oznacena je karakteristika elektricne mreze. Tako se dolazi do relacije

Jim J
i~P) dp+ lim

J
'i~P) dp-dim [ i~~ djJ+lim

J
if!) dp=O.

P P . P P
p~o r--+oo r--+oo

(C,) p -+ 0
(C,) (C.)

r-+oo
p

-+ 0 (C,)

Na delovima (C1) i (Ca) ose realnih ucestanosti uzimajuCi da je p = j (0)

integrand postaje
R(co) + j X (co)

j (0)

Stoga odgovarajuCi integrali po ovim duzima imaju zbir

-p r Coo

lim [J
R(CO)-tjXi~dCO+

f
R(CO)+jX(CO)

dCO
]

=j [X(co)dco.

r-+oo
(0) . co . co

f'-tO -r P -00
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jer je
+00 0 00

f
R(<o)-

d<o= f
R(<o)

d<o+ f
R(<o)

d<o=O,
<0 <0 <0

-00 0-00

s obzirom da je realni deo karakteristike R (<0) uvek parna funkcija ucestanosti.
Na polukruzicu (C2) karakteristika mreze se moze pretstaviti Maklorenovim

redom oblika,

:.to;) = Ao+ AdH- A2p2+ AspS + . . . ,
pod pretpostavkom da je u tacki p = 0 analiticka.
Koeficijenti reda odredeni su njenim izvodima
za p = O. Oni su realni, jer i karakteristika mre-
ze ima realne koeficijente.7 OdgovarajuCi inte-
gral po ovome polukruzicu postaje stoga (CJ)

I
.

f
2(p)

d '" I
.

f
Ao

d '"1m ~ p= 1m - p.p . p
p-tO(C.) p-tO(C.)

o
(C,l

r

+6
Z(p)

Integrali ostalih clanova reda funkcije p
imaju granicnu vrednost jednaku nuli kada p -t O. (CJSmenom kompleksne ucestanosti na ovome polu-
kruzicu sa p= pej9 i daljim izracunavanjem ovaj
integral postaje

I
.

r
2(p)

d '"
.

A1m - p = ] 1t O.

. '/1
P-tO(C.)

Kako je pretpostavka da tacka u beskonacnosti nije pol karakteristike.
ona se na polukrugu (C4) moze pretstaviti redom

'" '"

HI H2 Hs
Z (p) = Ho+ - + - + - +. . . .p P2 '/1S

Koeficijenti i ovoga reda su realni.7 Oni su odredeni izvodima funkcije koja
se dobija kada se u karakteristici mreze kompleksna ucestanost smeni svojom
reciprocnom kompleksnom veliCinom, i to u tacki u kojoj nova promenljiva
ima vrednost nulu. Stoga je na istome polukrugu

81. 1

a granicna vrednost

'"Z(p) Bo HI B2
~=-+-+-+...,

p p '/12 pS

integrala gornje funkcije po ovome polukrugu

r f Z('P)
d'" r f Hod'" .1m -y- p= 1m p p= - J1tBo-

r -t 00 (Co) r -t 00 (C.)

Integrali ostalih clanova reda imaju i u ovom slucaju granicnu vrednost jed-
naku nulL
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Prema izracunatim vrednostima relaeija napisana na osnovu Kosijeve
teoreme postaje +00

.

f
X(w) . .

J :- dw + J1t Ao - J1t Bo = 0

-co

Uzimajuci jos u obzir da je

jer je imaginarni deo karakteristike X (w) neparna funkeije kruzne ucestanosti,
ona se svodi na

co

J
' X(w) 1t
- dw= - (Bo-Ao)'

w 2
o

Iz Maklorenovog reda karakteristike u okolini tacke p = 0, koji na osi
realnih ucestanosti uzima oblik

Z(jCJ)) = Ao + jA1w - A2w2 - jA3w3 +. . . ,

mogu se napisati i odgovarajuCi redovi koji ce pretstavljati njen realni i ima-
ginarni deo za male vrednosti kruzne ucestanosti manje od modula najblize
njene singularne tacke pocetku. Ovi redovi imaju oblik:

R(w)=Ao-A2w2+A4w4-.. .

Prvi red pokazuje
ristike za w = O.

Analogno se i iz reda kojim je karakteristika pretstavljena van najmanjeg
kruga koji obuhvata sve njenc singularne tacke, a koji na osi ucestano3ti
uzima oblik

X(W)=AIW-A3W3+A5W5-. . .

da je koefieijent Ao jednak vrednosti realnog dela karakte-

dobijaju i redovi koji pretstavljaju realni i imaginarni deo karakteristike za
visoke vrednosti kruzne ucestanosti, vece od modula najudaljenije singularne
tacke od koordinatnog pocetka. Oni su

.82 .84R(w) =Bo--'---, . . ,
(u~ w'*

Iz reda za realni deo karaKteristike ~e vidi da je Bo = 11m R (w) - R (00 ).
j-U

--Jo 00
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Stoga se izvedena relacija, koja pretstavlja teoremu 0 integralu reaktame,
moze napisati u ob]iku

.

00

J

'~ X(w)
"

[ ]
dw = -- R (00) - R (0) .

(,) 2
o

. ." d k '
X(w),

d !' k dana pokazuje da Je povrsma ISpO rive -- zaVlsna sarno a raz I e vrc -
. w

nosti realnog ~ela karakteristike za w = 00 i w = 0, a ne i od njegove varijacijC',

Smenom u = In ~ , gde je (Uoproizvoljna odredena kruzna ucestanost, gor-
Wo

nja relacija p03taje
_L 00

IX (wneU) du =
~ [

R ( 00) - R (0) ],
- 00

U ovom obliku napisana, teorema kazuje da sve krive koje pretstavljaju ima-
ginarne delove karakteristike na osi ucestanosti, nacrtane u logaritamskoj
razmeri, zaklapaju sa apscisnom osom iste povrsine, ako odgovarajuci realni
delovi imaju iste vrednosti za w = 00 i w = O. Teorema se koristi u projekto-
vanju pojacavaca.

Druga teorema, koja se takode koristi u projektovanju pojacavaca, a
koja je u literaturi poznata pod imenom teoreme 0 integralu aktivne otpor-
nosti 3,7,11,12,kazujc d:l vredn03t integrala realnog dela karakteristike po osi
ucestanosti. umanjenog za njegovu vrednost za w= 00, zavisi iskljucivo ad
ponasanja imaginarnog dela u beskonC'.cnosti. Opet se pretpostavlja da tacka
u beskonacnosti nije pol karaktcristike.

Prilikom izvodenja ove teoreme primenjuje se Kosijeva teorema na
funkciju

Odreduje se granicna vrednost konturnog integrala gornje funkcije po konturi
sastavljenoj od imaginarne ose i polukruga u dasnoj polovini ravni (sl. 2)
kada poluprecnik ovoga polukruga tdi neogranicenovelikoj vrednosti. ad
karakteristike ZCp) se oduzima prvi clan njenoga red a da bi integrand tezio

ka nuli bar kao ~ i time integral po posmatranome polukrugu imao smi-
p

sla. On se svodi na integral funkcije B1, jer su granicne vredno3tip
ostalih clanova reda funkcije iCp)-Bo, kada r--+00, jednake nuli.

integrala
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Uzimaju6i da je na imaginarnoj osi P
"'"

Jw, a na polukrugu p= rej9 Kosijeva
teorema dovodi do relacije

+00 2

J
[R(W)+JX(W)-Bo] dw+B1

J
dO=O.

-00 n

o

81. 2

2

Kako je medutim

+00

J X(w)dw=O

-00

+00 00

J[R(W)-BoJdw = 2 J[R(W) -BoJdw,

o
+6

jer je X (w) neparna, a R (w) - Bo parna funkcija
kruzne ucestanosti, to gornja relacija postaje

00

J[R(W)-Bo]dw= ; B1.

o

Redovi koji pretstavljaju realni i imaginarni deo
karakteristike za visoke ucestanosti pokazuju da
koeficijenti u ovoj relaciji imaju sledece vrednosti

Bo = lim R (w) = R ( 00 )
w--too

BI = -lim wX(w).
W--too

Stoga se ona moze napisati i u obliku

00

r
[R (w) - R ( 00) Jdw = -

~
lim w X (w).

~ w~~

U ovom obliku napisana gornja relacija pretstavlja teoremu 0 integralu aktiv-
ne otpornosti. Ona kazuje da povrsina ispod krive realnog dela karakteristike
spustene za njegovu vrednost za w = 00, zavisi od ponasanja proizvoda ima-
ginarnog dela karakteristike na osi ucestanosti X(w) i kruzne ucestanosti w u
beskonacnosti.
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Gornja teorema ujedno odreduje vrednost koeficijenta Bl reda Imagl-
narnog dela karakteristike za visoke ucestanosti pomocu integrala njenog
realnog dela pO osi ucestano,ti

'"
B1 =

~
![R(W)-Bo]dw.

o

Pokazacemo sada da se isto tako i svi ostali koeficijenti ovoga reda mogu
pretstaviti integralinla pO osi ucestanosti odgovarajucih funkcija koje su pot-
puno odredene realnim delom karakteristike. A takode i da se koeficijenti
reda realnog del a karakteristike za visoke ucestanosti mogu pretstaviti inte-
gralima funkcija koje su odredene imaginarnim delom.
,

Potrebno je uzeti

G(p) = pn
[
Z(jJ) - ~n

~: ]k~Op

kao funkciju na koju se primenjuje Kosijeva teorema po konturi sastavljenoj
od imaginarne ose i polukruga u desnoj polovini ravni, umesto i (ft) - Bo.
Od karakteristike oduzimaju se prva n + I clana njenoga Loranovog reda za
oblast van kruga oko pocetka koji sadrZi sve polove karakteristike. Potom
se ova razlika mnozi sa pn, gde je n ceo pozitivan broj ili nula. Stoga je
uzeta funkcija na posmatranome polukrugu pretstavljena redom

Da se nije od karakteristike oduzeo konacan broj clanova njenoga reda, in-
tegral gornje funkcije po polukrugu, kada r--+00, ne bi imao smisla.

Kosijeva teorema u ovom slucaju dovodi do relacije

.If

+ 00 2

jn+! [Con rR (w) + JX(w) - i J-k Bk w-k
]

dw +Jf Bn+t dfJ = 0,
. L k~O

-00 if

2

uzimajuCi opet da je na imaginarnoj osi p=Jw, a na polukrugu p=
rej) .

Ako je n paran broj, nakon smene n = 2 m i razdvajanja zbira pod in-
tegralom na parni i neparni deo, ova relacija postaje

+00

(- l)mJ w2m
{[

R(w) -
I~

(-1)1 B21w-21
J

+J[ X(w) +
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Uzimajuci u obzir da je integral parne funkcije

+00 00

{
'UJ2m

[
R (UJ)- ~ ( - 1)1B2/ UJ-2/l dUJ = 2f UJ2m

r
R (UJ) - ~ ( - 1)/ B2/ UJ-2/

J
dUJ,

~ /~o J L /~o

- 00 0

a neparne
+00

f
UJ2m[X(UJ)+ ;~I(-I)/B2/+1UJ-(21+1)]dUJ=O,

-00

IZ nJe se dobija
00

)
(0

UJ2m

[
R (UJ) - ~ ( - 1)/ B2/ UJ-2/

J

dUJ= ( - 1)m -~ B2m+1
/~o 2

o

A ako je n neparan broj, nakon smene n = 2m- 1, gornja relacija postaje

+00

(~I)mf UJ2m-1{[R(UJ)- ~~I( -1)/B2/UJ2/]+j[ X(UJ) +

.
m-I -

J

.

I+ " ( -1 ) / B UJ-- (2/+1) dUJ - J'It B = 021+ 1

I 2m'
/~O

Sada je
+00

IUJ2m-1

[
R (UJ) - %1(- 1)/ B2/ UJ-2/j dUJ = 0

+00

f UJ2m-1
[X (UJ) + %1 ( - 1)1B21+1 UJ-(2/+1)] dUJ=

tc je
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U izvedenim relacijama m moze biti ma koji ceo pozitivan broj, a u
prvoj i nula. Za m = 0 prva relacija se svodi na teoremu 0 integralu aktiv-
ne otpornosti

00

I[R(W)-Bo]dW= ~BI'

o

Za m = 1 iz druge relacije se dobija

I ova relacija pret)tavlja jednu teoremu 0 integralu im:tgin:trnog dela karak-
teristike na osi ucestanosti. Ona postavlja jedno ogranicenje, koje funkcijc
R(w) i X(w) moraju zadovoljavati, da bi pretstavljale realni i imaginarni d~o
karakterisrike elektricne mrete. I za svako drugo m dobija se po jedna teo-
rema iz ovih relacija, koja pretstavlja odredenu osobinu karakteristikc elek-
tricne mreze. Koeficijenti B pretstavljaju i ko~ficijente rcdova funkcija R (w)
i X (w) za visoke ucestanosti, vece od najveceg modula polova karakteristike.
tj. redova

Iz izvedenih rela:.:ija mogu se odrediti i eksplicitno ovi koeficijenti. Iz
prve relacije se dobija obrazac za ko~ficijente reda funkcije X(eu) u obliku

00

( - l)m B2m+1 =~ J
'

[
w2m R (w) - i (

-
1)/ B2/

W2(m-[)

]
deu, (m C~ 0,1,2..).

7t /~o
o

Ovi ko~ficijenti su potpuno odredeni realnim delom karakteristike na osi re-
alnih ucestanosti. Ko~ficijenti koji se javljaju pod integralom lako se odre-
duju takode iz reaJnog deja karakteristike, jer pretstavljaju ko~ficijente njc-
govog reda. Najlakse se odreduju preko funkcije koja se dobija uvodenjem
reciprocne velicine od kruzne ucestanosti kao nove promenljive u R (w). Sto-
ga se red koji pretstavlja imaginarni deo karakteristike za visoke ucestanosti
moze napisati i u obliku

00

00 2
J

f

.

[

m

] }

1
X(w)=-L- 1,2mR(A)-"L(-I)/B2/A2(m-1)dA --,

m~O 1t \ . /~o W
2m+I

o
je jasnoce radi promenljiva u integralu w zamenjena sa A.u kome
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Druga relacija eksplicitno odreduje kocficijente reda realnog dela karak-
teristike za visoke ucestanosti, sem koeficijenta Bo, pomocu njenog imagi-
narnog dela na osi realnih ucestanosti

(m= 1,2,3..).

Da bi ovaj red, koji se prema gornJcm izrazu moze napisati i u obliku

00

R(en)=Bo+ i ~.I
J [

),2m.

m~1 7t I
o

bio potpuno odreden, potrebno je znati ko;:ficijent Bo= R ( 00 ) ili podatak koji
dopusta njegovo odredivanje. Imaginarni deo karakteristike odreduje realni na
osi realnih ucestanosti pribliino na jednu konstantu.

Pokazacemo jos da se i koeficijenti redo va

00

R(en)=Ao-A2en2+A4en4 = L (-1)mA2men2m

m~O

00

X (en) = A1en -A~ en3+ A5 en5 - . . . = L (- l)m A2m+1 en2m+1,

m~O

koji pretstavljaju realni i imaginarni deo karakteristike za niske ucestanosti,
manje od najmanjeg modula njenih polova, mogu pretstaviti integralima funk-
cija koje su potpuno odredene u prvom slucaju imaginarnim, a u drugom
realnim del om karakteristike na osi realnih ucestanosti.

Do tih izraza dolazimo takode primenom Kosijeve teoreme. Za funk-
ciju potrebno je uzeti onl! koja se dobija h:da se od karakteristike mreie
oduzmu p"vih n + 1 clana njenoga Maklorenovog reda, pa ova razlika podeli
sa pn+2 tj.

n je u ovome izrazu ma koji ceo pozitivan broj ili nula. Kako ova funk-
cija ima pol u tacki p= 0, za konturu se uzima ona sa sl. 1 koju smo ko-
ristili prilikom izvodenja teoreme 0 integralu reaktanse. Gna sadrii i polu-
kruiic oko pocetka, pored imaginarne ose i polukruga velikog poluprecnika,
takode ako pocetka. Kao i ranije granicna vrednost konturnog integral a, kada
r -t 00, a p -t 0, izjednacuje se sa nulom.
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Pretstavljajuci karakteristiku mreze Z(p) Maklorenovim redom na po-
lukruzicu (C2) poluprecnika p dobija se za funkciju H(p) na istom polukru-
zicu red

H
~

( " ) An+l
A A "P =.~+ n+2+ n+3P+'"

P

Granicna vrednost njenoga integrala po njemu je

lim
J

H(p) dp = lim An+! J~ = jn An+!.

p~o (C,) p~o (C,)

Da od karakteristike mreie nismo oduzeli navedeni broj clanova njenoga Mak-
lorenovog reda, integral po ovome polukruzicu (C2), kada p~ 0, ne bi imao
konacnu vrednost. Medutim granicna vrednost integrala ove funkcije if (p)

po polukrugu (C4), kada r ~ 00, je nula, jer funkcija if (p) brZe tezi nuli od

f k
.. 1

un CIJe - za svako n.p
Stoga Kosijeva teorema dovodi u ovom slucaju do relacije

+00

-=-~J [
R(en) + j X (en)- i jkAkenk

]

den
+jn An+l = O.

f+l k~O enn+2
.- 00

Pod integralom treba podrazumevati njegovu glavnu vrednost u Kosijevom
smislu.

Kada je n parni broj 2m, posle rastavljanja zbira pod integralom na par-
ni i neparni deo, gornja relacija postaje

UzimajuCi u obzir da je vrednost integrala u intervalu od - 00 do + 00 par-
ne funkcije, kakva je realni deo gornjeg integranda, dva puta veca od njegove
vrednosti u intervalu 0 do + 00 i da je vrednost integrala neparne funkcije,
kakva je imaginarni deo integranda, od - 00 do + 00 jednaka nuli, relacija
se svodi na
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Integrand u ovome integralu, koji je u okolini tacke w = 0 prema rcdu za R(w)

[
R(CJ)- i(-1)IA2ICJ)21

] 2~+2 = ~
(-1)IA21(02U-m-11,

I~O W !~m+2

nIJe prekidna funkeija za w = O.

Medutim kada je n neparan broj 2 m - 1, posmatrana relacija postaje

Uzimaju6i u obzir da je realni deo funkcije pod znakom integraJa neparna, a
imaginarni deo parna funkcija kruzne ucestano3ti, relacija sc svodi na

J>

J

..

[

m-l
I 21-Cl

]

dw m. 1 'It
X(w) - L (- 1) A21+1 w .2m +1 = (- 1)

, _

2
A2m.

I~O CJ)

o

Vrednost integranda za CJ) = 0, koji se prema redu za X (w) moze pisati i u
obJiku

jc ( - l)mA2m +-1' Funkcija koja je njimc pretstavljcna je neprekidna u ovoj tacki.
m u izvedenim relacijama moze biti svaki ceo pozitivan broj, a u prvoj

i nula. Za m = 0 prva relacija p03tajc
.

00

J [ ]
dw 'It

R(w)-Ao -=-A1.
(02 2

o

Ko~ficijente u ovoj rehiciji odredujemo iz redova koji pretstavljaju realni i
imaginarni deo karakteristike za niske ucestanosti. Oni su

Stoga se relacija moze pisati i u obliku

'It
-- X' (0),
2

.. R(w)-R(O)
u kame nam kazuje da rovrsina koju zatvara kriva funkcIJe -----

w2

sa apscisnom osom zavisi sarno od nagiba imaginarnog dela za w = O. Ona
pretstavJja jednu od teorema koje se dobijaju iz izvedenih relacija.
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Za m = 1 druga relacija izrazava drugu teoremu u o~liku
00

I [
X(cu)-A1cu ]~;=~~A2.

o
Ako se koeficijenti izraze odgovarajucim izvodima funkcije R (cu) i X(cu), ona
se moze pisati i u obliku

00

r [

. ,

J

dcu TI: R" (0)

.

X(cu)-cuX (0) --= ---~~-.
. cu3 2 2!
o

I za svako drugo m dobija se iz ovih relacija po jedna teorema za karakte-
ristike elektricnih mreia, kada one zadovoljavaju postavljene uslove.

Iz gore izvedenih relacija moguce je takode eksplicitno izraziti ko~fici-
jente redova koji pretstavljaju realni i imaginarni deo karakteristike za uce-
stanosti manje od najmanjeg modula njenih polova u obliku

(m=1,2,3...)

(m = 0, 1, 2 . . .).

Prvim izrazom odredeni su koeficijenti reda koji pretstavlja realni deo
karakteristike sem koeficijenta Ao = R(O). On mora biti poznat da bi red bio
potpuno odreden. Ostali koeficijenti odredeni su potpuno imaginarnim d~lom
karakteristike na osi realnih ucestanosti, jer su njime odredeni i koeficijenti
koji se pod integralom ovoga izraza javljaju. Ovi poslednji koeficijenti s~
obicno izrazavaju izvodima funkcije X (cu).

Drugim pak izrazom odredeni su svi koeficijenti reda koji pretstavlja ima-
ginanti deo karakteristike za niske ucestanosti pomocu njenog r<:.alnogdela na
osi realnih ucestanosti.

Stoga se ovi redovi, nakon promene oznake za promenljivu u integra-
lima, mogu pisati u obliku

X(cu) = ~io { .([R (A)
-I~

(- 1)1A21A21] .~~A+2 }
cu2m+l

o
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SUMMARY

INTEGRAL THEOREMS OF ELECTRIC NETWORK CHARACTERISTICS

Rados/av Horvat

This paper treats the problem of integral relations between real and
imaginary part of the network characteristics which are analytic in the right
half plane of complex frequency and without poles at the origin and infinity.
Using Cauchy's theorem and convenient functions th~ author o~tained a se-
ries of theorems b~tween these parts. Complex functions must satisfy these
relations if they represent network characteristics of the above mentioned
conditions.

.

In the paper the author is dealing with the driving-point impedance
function as the network characteristic. The derived relations are valid for any
other network characteristics which have the same behavior as the driving-
point impedance in the complex frequency plane.

The author derived first the well-known reactance and resistance inte-
gral theorems. Than applying the Cauchy's theorem and taking as the inte-
grand the function

(;(p)=pn
[
z(p)- i _~k

J 'k~O pk

he got for each positive integer n an integral theorem between real and
imaginary part of the network characteristic. The sum in the expression for

the function G OJ) represents the first n + 1 members of Laurent series of the
characteristic Z('p) and that for the region outside the circle centered on the
origin, in which are all the po!es of the characteristic. The same relations
give also the coefficients for the potential series of one of the parts of the
network characteristic for the frequencies higher than th~ maximum value of
the modulus of its poles, when the other is known on the real frequency axis.
The only exception is the constant member of the real part series, which cannot
be determined in this way.

At the end of the paper the author shows that the potential series co-
efficients of real and imaginary part of the network characteristic for frequencies
lower than the minimum value of the modulus of its poles are represented
by the integrals determined in the first case by the imaginary and in the second
one by the real part of the characteristic on the real frequency axis. One can
get these expressions applying Cauchy's theorem on the function

The sum in the bracket represents the first n + 1 members of Maclaurin se-
ries of the network characteristic.
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