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COMPLEMENTS AU TRAITE DE KAMKE
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D. S. Mitrinoyi¢

1. Tout récemment a paru la sixiéme édition du Traité de Kamke:
Differentialgleichungen-Lésungsmethoden und L&sungen,
Bd. 1, Leipzig, 1959, 666 Seiten.

La premiére édition de ce Traité a paru en 1942.

Comme l'on voit de la préface a cette édition, le Traité est un peu
amilioré dans la partie intitulée: Einzel-Differentialgleichungen.
Cette partie a déja attiré I'attention des mathématiciens, physiciens et ingénieurs,
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étant le plus complet parmi les recueils existants d’squations différentielles.

Afin qu’une nouvelle édition du Trait¢é en question soit encore plus
compléte, nous indiquons, dans cette petite Note, quelques équations différen-
tielles qui comblent certaines lacunes dans le Recueil d’équations différentielles
de Kamke.

C’est, en fait, la sixiéme Note sous le titre indiqué plus haut. Les cing
premiéres sont mentionnées 4 la fin de cette Note {voir [1]}.

2. L’équation différentielle 1.257
(1) x(xy+xt—1Dy =yxy—xt-1),

dont l'intégration sous forme finie a indiqué S. Sispdnov (Boletin mate-
matico, Buenos Aires, 11 (1938), p. 200—206) peut étre généralisée.

Considérons P’équation
2) x(Ax*+ Bxy+C)dy =y (Dx*+Exy+ F) dx
(4, B, C, D, E, F constantes quelconques),

qui contient (1) comme cas particuler.

Posons
3 XA=u, xy=v,
d’ou
4 x3dx=dy, xdy-+ydx=dy,
ce qui donne

C)) 4uydx=vdu, xdy=dv—ydx.
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Draprés (3) et (4) I'équation (2) prend la forme

5) dy B 4u(Au+Bv+C)

( dv  vI(A+Dyu+B+Eyv+C:F]
Si 'on a D= — A, I’équation (5) est une équation de Bernoulli.
Par suite, I’équation (2) s’intégre par quadratures si D= — A4.
Pour TI’équation (1) la condition D= — A4 est satisfaite.

S. Sispdnov a obtenu sa solution par une voic fort compliquée.
On démontre que I’équation plus générale

6) x(Ax* + Bxy +C)dy =y (Dx*+Exy+ F)dx (k =const),
par le changement des variables \
xk—u, xy=v

se transforme en
7 a’tz o ku (Au-+ By + C)
) & VAD) Ut BrE) vt CiF]

Dans le cas ou D= — A, I’équation (7) est une équation de Bernoulli et
Iéquation (6) est intégrable par quadratures toutes les fois ou D= — 4.

Dans la Note I de nos Compléments au Traité de Kamke est
considérée une équation plus générale que (6).
3. Pour Péquation différentielle 1.252

ey *y-1)y —(x)*—-1)=0
est indiqué un procédé d’intégration dd a Lampariello.
Si 'on observe que I’expression
(x%y — 1) dy — (xy2— 1) dx

a, comme facteur intégrant, la fonction (x—y)~%, on a une autre voie pour
trouver la solution de I’équation (1).
4. L’expression suivante

xQ2y+x—-1Ddy—y(y+2x+1)dx
a, comme facieur intégrant, la fonction (y —x+1)™%, tandis que I’expression
xQRy—-x-1dy+yQ2x—y—1)dx
a, comme facteur intégrant, la fonction (y+ x+1)~%
Par suite, les équations 1.243 et 1.244 sont intégrables.

Dans l'article [2} sont étudiés les points singuliers de I’équation dif-

férentielle

dy y ax+by+c
— - 2T (ay, by, ¢ constantes),
dx x a,x+by+ec,

qui englobe les équations 1.243 et 1.244 comme des cas particuliers.
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5. L’équation différentielle 2.411

(e +1)y" =y
peut &tre généralisée.

En effet, ’4quation
1
(ae”Y + ) ¥ =y (a, b constantes quelconques)

s’intégre, car son intégrale particuliére est
yy=e b+ agb?.
6. Considérons I’équation différentielle
(1) V' +(ax?+bx+0)y +(Ax+B)yy=0 (a, b, ¢, 4, B constantes).
Si I'on effectue la dérivation suivante
[y’ +(axt+bx+c)y + (Ax+ B)y]®,

I’équation (1) devient

2) VD (ax®+ bx +¢) y* TV [(2an+ A) x + (bn + B)] y™
+{n(n—1)a+nd]y"-v=0.
Si — AJa(a + 0)est le zéro ou un nombre naturel et si 'on pose
A
3) n=1- 2

I’équation (2) prend la forme suivante

4 z”+(ax2+bx+c)z’+[(2a—A)x+ (1~-~)+B]
avec y” =z.
Les équations (1) et (4) sont de méme type.
Le méme procédé s’applique si (4/a)—2 présente un nombre naturel.

Dans le Recueil de Kamke on ne trouve qu’'une seule équation a laquelle
peut &€tre appliqué le procédé indiqué. Clest I'équation 2.56

(5 Yy —x¥' +xy=0.

Ftant donné que —A/a (=1) est nombre naturel, 3 ’équation (5) cor-
respond I’équation (4) suivante

(6) 2" —x%z"— 3 xz=0.
. L . . 1
Une solution particuliére de cette équation est x exp (—3— x3)

A I’équation (6) ne correspond pas une équation de la forme (4), car
ici —AJ/a (= —3) n’est pas un nombre naturel.
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Comme point de départ on peut prendre aussi I’équation

y'+ax?y —axy=0 (unz solution particuliére u; = x)

au lieu de (5). Alors 1'équation (6) a la forme
" +ax?z +3axz=0.

Le procédé indiqué pzut étre géniralisé.
7. L’équation différentielle

0y W —ap) Yy +4y2=0
est le cas particulier de ’équation différentielle
)] (xy'—ay)y" +by?=0 (a,b constantes).
Si ’on pose y=exp  udx, I’équation (2) devient
(3) (xu—a) @' +u?+bu?=0.
Par le changement
usnef, x-ef,

I’équation (3) prend la forme suivante
d’ou il s’ensuit

Par suite, 1’équation (2) s’tntégre a 'aid> des quadratures.
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