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o. u v 0 d

0.1 - U nuklearnoj fizici i tehnici neutroni zauzimaju izuzetno vazno
mJcsto zbog svoje prirode i zbog tehnickih primjena pri koriscenju nuklearne
energije. Pri proueavanju kretanja velikog broja neutrona bilo bi suvise kom-
plikovano, a uglavnom i nemogucno, tacnije uzeti u obzir mnoga otkrivena
svojstva neutrona, koja se proucavaju kada se radi 0 manjem broju. Tu su
prvenstveno magnttna i kvantna svojstva, kao i njihova talasna priroda. Danas
je dovoljno efikasan metod proucavanja njihovog kretanja u vecem broju na
osnovu kineticke teo.ije materije uzimajuci u obzir "transportne" uslove. U
teoriji kretanja neutrona proueavanje usporavanja je od osobitog znaeaja, jer
se podesni rezultati mogu primijeniti u naud 0 nuklearnim reaktorima na
kretanje neutrona kroz moperator. Rezultati elementarne teorije zadovoljav~ju
osnovne praktiene potrebe, aIi za dalji razvoj neutronske fizike transportna
!eorija ima veliki znacaj.

0.2 - Proces usporavanja neutrona proueavan je uglavnom za sluclIj
kretanja neutrona kroz jedan element. Usporavanje neutrona kroz smjesu
elemenata nije proucavano prema egzaktnijoj teoriji osim za specijalne sluca-
jeve teskih elemenata uz naroeit vjestacki obIik varijacije srednje duzine
slobodnog puta, kao i smjese vodonika sa zamisljenim elementom be~konaeno
velike mase (29), sto ne prPtstavlja rjesenje problema kretanja, odnosno uspo-
ravanja neutrona'kroz smjesu elemenata pomocu transportne teorije. Poku-
saji u radovima Wallera (41) da se dobiju rezultati la smjesu nisu uspjeli zbog
suvise grubih aproksimacija, dok za usporavanje kroz moderator od jednog
elementa isti radovi daju dobre rezultate. Taj problem je tretirao i Bothe na
manje precizan nacin jos 1942 godine, kada se ova oblast nalazila tek u po-
eetnom stadijumu. U elementarnoj teoriji ovaj problem se rjesava suvise grubo
tako da se uzima u obzir vrlo malo elemenata procesa [napr. (14), (12)].

0.3 Cilj ovog rada je da tretira usporavanje neutrona kroz smjesu od dva
elementa konaenih masa, tj. ma kojih elemenata od kojih je sastavljen mode-
rator, kao i raspodjeJu neutrona na granici moderatora, gdje je glavno izraeu-
navanje ekstrapolacione duzine. Dobiveni rezultati se mogu uopstiti i na vise
elemenata. Glavno je da se pri tome drzimo uslova 0 konaenosti masa t)ba
elementa, pa se specijalni sJucajevi iz toga mogu lako dobiti.
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2 Dragisa M. Iva novic

Predmet ove teze izabrao sam u sporazumu sa prof. Murray-om (Raleigh,
SAD). On se u toku izrade ove teze iivo interesovao za dobijene rezultate i 0
njima sa mnom diskutovao.

Prof. Kasanin pruiio mi je pomoc u poboljsanju definitivne redakcije teze,
narocito ukoliko se to odnosilo na njenu matematicku stranu.

Obojici izraiavam zahvalnost na pruienoj pomoci.

1. Osnovna jednacina za usporavanje neutrona

1.1 - Kretanje neutrona kroz neku sredinu danas se tretira uglavnom na
dva nacina: elementarnom teorijom difuzije i egzaktnijom transportnom teorijom.
U ovom radu se polazi od transportne teQrije.

Transportna teorija kretanja neutrona polazi od osnovne tzv. Boltzmannove
jednacine (kineticke, transportne), koja glasi:

on(;, ;, t)
+;. grad n(;, ;, t) + ~ n (;, ;, t) =

at A

= f ,v: . n (;,;, t) w(:',;) dv'+ q.
As

(1,1)

Ovdje je:
...
r vektor poloiaja neutrona,
...
v brzina neutrona poslije sudara,
...
v' brzina neutrona prije sudara,

......
n (r/, v, t) funkcija raspodjele neutrona

... ...
w (v', v)

po koordinatima i brzinama,

relativna vjerovatnoca da neutron usljed sudara prede iz
... ...

stanja sa brzinom v' u stanje sa brzinom v,
...

A totalna srednja duzina slobodnog puta neutrona energije E i brzine v,
As srednja duzina slobodnog puta neutrona U odnosu na elasticno
rastrkavanje,
Ac srednja duiina slobodnog puta neutrona uodnosu na zahvat. (Iste

...
velicine sa apostrofom odnose se na neutron energije E' i brzine v'),
q broj neutrona koje izvor daje u jedinici vremena,

...
- v. grad n promjeoa broja neutrona uo;ljed slobodnog kretanja,

u ...
- - n broj neutrooa koji tI jedinici vremena izidu iz stanja brzine v,

A
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4 DragiSa M. IvanovJc

Funkcija ! (p.o,u - u') pretstavlja relativnu vjerovatnocu ~a jedan neutron ostane-
-+ -+

sa parametrima (0', u) usljed sudan!., prije kojeg je imao pC!rametre(0', u').
Ova integro-diferencijalna jednaCina izvedena je iz Boltzmannove jedna-

cine i moze posluziti kao glavna jednacina za proucavanje kretanja neutrona
kroz mederator, bez obzira na njegov sastav «29) str. 200). Sluzi za odre-
divanje funkcije ~.

1.2 - JednaCina (1,4) rnoze se rijesiti sarno aproksimativno. Istina"
jednacina je u principu rijesena kada se izracunaju prostorni momenti gustine
neutrona, ali u tome ima dosta teskoca, 0 kojima ce kasnije biti rijeci. Defi-
nicija prostornog momenta, recimo reda 2 rn, glasi (29)

ao

[

(2m)

]
Z (U)

srednje

J
Z2mdz

J
dO \}t(z, p., u)

=-OQ
00

.

Jd.:Id n \}t (z, !-'-,U)

-8

(1,5).

Ovaj izraz pokazuje da se prilikom izracunava ja prostornih momenata nai1az~
na matematicke komplikacije, pa se ranije iIi ka~nije, a narocito pri njihovom
sabiranju, mora pribjeci izvjesnim aproksimacijama.

Danas se smatra kao najprakticniji metod nalazenja pros1ornih momena1a
u primjeni Fourierovih transformacija funkcije raspodjele. Poslije te primjene
nailazi se na nesto jednostavnije izraze za prostorne momente. Primjena tog.
metoda data je pregledno u radu Marshaka (29) str. 200-201, pa cerno u.
ovom radu taj metod prikazati detaljnije

1.3 - Prema definiciji Fourierovih transformacija imamo:
00

Prirnjena na

cp(y,p.,u)=F[Wlz,p.,u)]= J dZ.e ~YZIV(Z,Jl,U)

-""(1,4) daje

(1,6)

00

J
OW iYZ

)..(u)p. -.e. dz + cp(y, J1,u) =oz
-00

u

= J'dU' J dO'cp(y,J1',u')!(J1o,U-u')+ °d:
°Na osnovll poznatih svojstava Fourierovih transformacija maze se lijeva strana

ove jednacine napisati u obliku

(1,7~

00
""
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Teorija kretanja neutrona 5

00 00

=i,(u)f!(-iy)
J

eiYZdz Je--i.YZcp(y,}1IU)dY+qJ.

- 00 -00

Onda je

u

<ply, J1,U)[ 1 - n (u) J1 y] = J du'J dO' cP (y, J1',U')! (.uo u - u')++ 81~ (1,8)

°
Funkcije Ii' i f zgodno je razviti po Legendre-ovim polinomima:

00

qJ(y, J1,u = ~ 01 PI (J1)

1=0

(1,9)

00

f (J1, u) = ~ bl PI (}1).

1= 0

(1,10)

Konstante 01 i bl nalaze se mnozenjem odgovarajucih jednacina sa PI (J1) dO
integriranjem po }1:

al
4JT

- JdO.CP (y, !'-,u). PI (!'-) = Cj>1(y, u)
2/+ 1

4JT

Jbr
2 1+ 1 = dO. f (!'-,u). Pdp.) = Idu)

Na osnovu toga je

(1,11)

(1,12)

00

~ 2/+ 1cp(y, }1,u) = .CPI(y, u). PI (}1)
4n

1=0

(1,13)

00

(1,14)

~

Ako se sada pomnozi (1,8) sa P, (}1)i integrira po dO, dobiva se

J d Q. cp(y, J1,u), PI (11) - i y)., (u) J J1cP(y, }1,u) P (J1) dO =

u -
= J du'

J f dO'. cP(y, }1', u') I }10' u-u') dO P (J1)
+

s P (J1~
~

(u)dO
.

"
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6 Dragisa M. Ivanovic

Koristeci notacije iz (I,ll) i (1,12) nalazi se
u

'PI
(y, a) - iy;' (a) J \1'P (y, p., a) P, (p.) dQ = f d a'. CPI (y, a'). II (a - a') + r /) (a).

o

Proizvod \1PI (p.) pod integralom u drugom clanu moze se zamijeniti prema
sljedecoj relaciji za Legendre-ove funkcije (vidjeti na pro (42) str. 308).

p.PI (p.) =
1

[u + 1)P (p.)+ IP (p.)]2 [+ 1 1+1 1-1
(1,15)

Dakle

'PI(y,a)-
iYA(a)

[
(I'P (y,a)+U+1)'P (y,a)

] =2I+ 1 1-1 1+1

u

= J da' 'PI (y, a') II (a - a') + r b (a),

o

(1,16)

gde je r = 0 za 1=1=0, '( = 1 za I = O.

Tako je specijalno za 1=0
u

CPo(y, a) - iyl (a) CPt(y, a) = fda' 'Po(y, a') 10 (a - II') + /) (a)

o

(1,17)

Funkcije 'PI (y, a) mogu se razviti u red i to kada je I parno red sadrzi sarno
parne eksponente. Taj red ima oblik «29) str. 201)

00

~
k (k) yk

iPl(y, a) = i iPl (a)-.
k!

k = I, 1+ 2, I + 4.

Sada smo u stanju da prostorni moment prikazemo pomocu novih funkcija
«29) str. 201).

(1,18)

(2 m)

[

(2m)

]
'P (II)

Z (a) = 0

srednje cP~0 (a)

1.li - Cak je i u elementarnoj teoriji kretanja neutrona kroz neku sre.
dinu jedna od najvaznijih velicina koju treba racunati dazina asporavanja Ls.
Prema tome je glavni dio problema izracunavanje ove velicine a zatim gustine
neutrona.

Prema definiciji duzine usporavanja imamo

L ~ =
[Z2 (a)] srednje

=
~r2(a) ] srednje

2 6

(1,19)

(1,20)

Ova relacija i identicnost se moze dokazati i pomocu elementarne teorije.
.
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TeorlJa kretanja neutrona 7

2. 0 nekim matematickim operatorima

Prilikom izracunavanja duiine usporavanja neutrona kroz smje~u elemenata
/'.. /'.. /'..

nai~ao sam na neke matematicke operatore, koje sam oznacio sa D, P, A,
~""

,
/"'... /'

,........

B, Q, = ~Ay, IT= ~ By,

2.1 - a) Operator D. Ovaj operator je definisan na sljedeci nacin:

CPo(u) = cJ> (u)
u u

CP1 (u) = e -
U

J
eUi CPo(u') du' = e-u

J
eU1, cJ>(u') du',

o. 0

u u

<1>2(u) = e -
U

reU" cJ>1 (u") dUff
= e -

U

J e U" [e - UI, +
o 0

U" U u"

feu '. cJ>(u') du'
1

dUff = = e -
U

J lJ
e UI cJ>(u') du'

] du".
o 0 0

u
"

cJ>s(u) = e - Ufeu", cJ>2(u"') dUff' = e -u Jew" {e-u'"

o . 0

a'" a" u ull' un

J [I eU'cJ>(U')dU'] dU'} du'" = e - U
J {J [J e' cJ>(u') du'

] dU"
}

du'"
o 0 0 0 a

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(n) (n-l)

<p. (uj ~ e -. j
I j {j... [f:.''"(u') dU']

000 0

'.'

,

]
du (n)

Odavde izlazi rekurzivna formula
u n n

cJ>n (u) = e -
U I e

u(n)
cJ>n-l[u(n)]du(n) = e - u( J dU') eU' cJ>(u').

o 0

(2,1)

Uzme Ii se uopst.> u(n) kao promjenljiva t, bice

u

cJ>n(u) = e-U Jet cJ>n-l(t) dt,
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8 Draglsa M. Ivanovic
----

Svojstva dobivenih funkcija pckazuju da na ct>(u) dejstvuje operator
-"Dv u obJiku

-"
Dv' ct> (u) = ct>o (u)+ ct>] (u) + ct>2 (u) + . 0 . + ct>v (u)

Kako je

(2,2)

u

eurct>l(u)+ct>2(U)+ ,..+ct>.,(u)]= f [et ct>o(t)dt+etct>dt)dt+." +
o

"

+ e t ct>V-l(t) dt ] du'=
.r

e t Dv-t ct>(t) dt, iJi

o

ct>t(u) + ct>~(u) +- ct>a(u) + . . . + ct>v(u) =
u

= e - u
Jet DV-1

n

ct>.1) dt,

bi~e
u

Dv ct> (u) = ct> lU) + e-U Jet Dv-;' CP(I) dt, (2,3a)

"
0

i1i
(v-I)

.. U ('0)

Dv '
ct>(u)= DV-1 . ct>(u)

+
rU .

J du'." f ef cp (u(V» du(v) (2,3b)

o o

Relacija (2,3) pokazuje vezu mcdu funkcijom kada na nju dejstvuje ope-
-" -"rator D" i operator D v-to Ovo hi bila neka vrsta rekurzivne formule za

operator D. Ona je podesna za snizavanje reda, koji pripada operatoru, sto u
principu olaksava eventualno numericko izracunavanje,

-"2.2 - b) Operator P. Ovaj operator je definisan ovako:
-"p.

'
<P(u) = (j:I (U)

u

-"
3u

J
3u'

Pi . <P(u) = <P(u) + e- 2"' e 2 . (j:I(u') du'

o

u
/'., 3.

f
3.'p,,(j:I (u)= ct> (u)+e--2- e2.<P(u')du'+
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Teorija kretanja neutron a 9

. du'
u'

f
Su"

e 2 (j>(u") du" = (j> (u)

o

+ e- -~u j e 3;' . (j>(u') du' + e- 3: . j du'

o 0

u'

f
3u"

e2 (j>(u") dUff

o .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
u u'

-'"' /'. 3u

f fP1) . (j>(u) = PV-1 . (j> (u)+ e- 2 du' dUff ,

o 0

2.3 - c) Operatori if i ii: Ovi operatori

(v-I)
u

. .I(j> (u V) du(V)

o

(2,4)

su definisani ovako:

u

-'"'
3u

{
3u'

AI . (j>(u)= e - 2 .
~

a (U'l) e2 . (j>(u'; du',

o
U

/'. U

f
u'

lit' (j>(u)=e-2' b(u')e.2(j>(u')du';

o

u u'
/'. 3u

J
3u'

J
3u' 3u"

A2.(j>(u)=e-2-. a(u')e2"du' a(u")e- 2 +2 (j>(u")du",

o 0

u U'
/'. U

J
u'

J
u' u"

82 . (j>(U) =e - 2' b (uJe -2- du' b (U") e - '"2 + "2 . (j>(u")du",

o 0

(2,5).

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
/'. /'. /'.

2.4 - d) Operatori Q i n. Operator (,l definisan je ovako:

Q. (j> (u)
= ~ 1:,.(j> (u). (2,6}

Njegov se oblik moze izmijeniti i izracunati njegovo dejstvo na funkcijl1
Ikao sto sljeduje:

3u
Q. (j>(u) ==e - 2 .

u u

f a(u',e 3~' (j>(u') du' + e - 3~

.r
a(u')e 3~'du'.

o 0
n U

.. f a (u")
-

3u'- 3u" . _3u S
a (uN) du".

e 2 + 2 (j>(u") duN+ . . . = e 2.
eO,

>
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JO Dragisa M. Ivanovlc

U a'

f
- Sa (u")du" 3u'eO. e:r

a a'
3u f

Sa (u") du" 3u'. a (u') cP(u') du' = e-2". ea . e2
o

a(u') cP (u')du'

Analogno se definise operator fI, odnosno

(2,7)

a a

f
Sb (u"Jdu"U, uf

= e -2 . ea. e2" b (u'). cP(u') du'
o

(2,8)

2.5 - U toku izracunavanja naisao sam i na clanove sa sukcesivnim
.......

.dejstvom operatora A i B. })pstu teoremu za takve zbirove nije mogucno naci,
pa je najbolje primijeniti numericko neposredno izracunavanje za svaki sluca).
lnace se za opsti slucaj moze postupiti kao sto sljeduje.

..............
Neka na primjer dejstvuje operator B Q na funkciju F :

u u' u' 3u"
a

f f
S a (u"') du'" 2B Q. F (u) = e- 2 . b (~') e - IIIdu'. e a" . e. a (u") du". F (u").

o 0
Stavimo

a

cP(u) = f b (u') e - Il' . du'.
o

a' 3 I
a' S a (u"') du" ~

f a" 2.e .e

o

. a (U,,,) du'l. F (u") (2,9}

a'
-

3 a' a' f a (U")du'l 3 u"
S (U/)= b (U') e .dU'f ~' . e 2 . a (U")du",

o

(2,lO).

pa ce biti

B Q.F(u)= CP(u).e
- u

'2- . (2,11)
Prema tome je

a a

(
.......

)
(2) -2

J
B Q . F (U) = e . S (U') cP(U') du',

o
U a

(
.......

)
(~) -2

J
B Q . F (U) = e .

a'

S (U') du'. Is (u") cP(u") du".
o
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Teorlja kretanja neutrona )}

Prema postupku navedenom u (2,7) dobiva se sljedeca relacija za cla-
nove sa sukcesivnim dejstvom ovih operatora:

u
(n) - ~

u SS (U")du'l
~ (.-"... .-"... ) 2

f
u'

B Q . F (u) = e . e . S (u') <p(u') du'.
o

(2,12)

Na sliean nacin se za obrnuti redoslijed ovih operatora dobiva
u

(n) - 3 u u SK (u")dU"
.,,) 2

J
u'

B . F (U) = e. e . K (U') <p(U') du'

o

(2,13)

. gdje je
u

Sa (u") du"- ~ u' u"
u' 2

f
2

K (u')= e . e . a (u'). b (u") e. du",
o

(2,14)

Velicinea i b se u nasem problemumogu izraeunati, Kao sto ce se vidjeti.
Kada se one znaju, onda se sve vrste navedenih dobivenih integrala ~mogu
izracunati i numerickl.

2.6 - U izraeunavanju sume u vezi sa navedenim operatorima naisao
sam na rjesenje jedne poznate diferencijalne jednaeine; ona se nalazi u struc-
noj literaturi primijenjene' matematike. Kako to nije bez vaznosti za matematieka
izraeunavanja, navodim ta izracunavanja u opstijem obliku. Treba, naime..
izracunati vrijednost izraza

co Z JC (n)

F (z) = }: (f
g Ix) dx

J
dy

)

1 0

(2,15)

o
Neka je

z
Sg (x) hj (x) dx = IH1 {z),
o

x

S dy. II (y) ~ hj (x).
o

Tada je
00

p (z) = }: Ii (z).
/=2

Diferencirajmo I i h:

( ) h ( ) dlHl (z)
g Z j Z =--,

dz
11(z) =

dhj (z)

dz
Ali

dhJ . (z)
= ~- (~ . dlHl (Z»

) = Ii (z),dz dz g (z) dz
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112 Dragisa M. Ivanov!':

""
F z =

~ ~ (~ dfJ+l (z) )=( )
£.J dz g(z) dz

2

dfJ+l (z)

dz

dg (z) .. -;;-'

2

'Stavimo Ii

Ibice

S = ~f1 (z).

j=3

f2TS=~ .d2S_~ dS .~.
g(z) dz2 g2(Z) dz dz

PosIije redukcije,dobiva se diferencijalna jednac~na

Stavimo Ii dalje

d ( l. dS )=f2+S,
dz g dz

(2,16)

Jbice
A = S + 12,

dS aA d/2. d ( 1 dS ') d ( 1 dA ) d ( 1 dl! )-dZ =
dz

-
dz' dz It dz

= d; g dz -
dz It dz '

~ (!. dA \

_.!!... (! df 2 ) : A-
dz g dz) dz g dz '

z
I, = ~g (x) h (x) dx,

. 0

dl2 ) dh I
f ( )-- = g (z) hi (z , - = 1 z.

dz dz
Prema tome je

d (1 dA ) .
- -. - -A=IJz).
dz g dz

:Stavimo
gdz - dt, 11 (z) = cp (t);

Miroslav
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Teorija kretanja neutrona 13.

tada je
d:aA

g (t) - - A = q>(t).dt2

dobiva iz slijedece diferencijalne jednacine

d2A
- - k (t). A = m (t).
dt2

Tako se rjdenje A

avo je poznata diferencijalna jednaCina, koja je u literaturi cesto razmattana,
(v. na pr. u knjizi: S. A. Scheljkunoff (Seljkunov): Applied Mathematics for
Engineers and Scientists, New York 1948, p. 227).

3. Odreilivanje duzine usporavanja Ls pri kretanju neutrona kro~
smjeSu od dva elementa

3. 1 - Oblik funkcije f, tj. vjerovatnoce da neutron sudarorn prornijen~
brzinu kao sto je u pocetku navedeno dat je u literaturi, kao sto je na pr
naznaceno i u Marshakovam pregledu (29) str. 188). Ako se, nairne, sa M
oznaCi masa jezgra sa kojim se sudara neutron mase m, bice

{(IL, u) =
JM + m)2 .e -:-

B ('1-
M + m . e- ++¥ - m. e -~- ).

81tMm 2m 2m

Ovdje je 8 Dirac-ova funkcija sa sljedecim osobinama:
00

f 8 (x) d x = 1; 8 (x) = 0 za x i= 0

-""
"" ""

J I(x) 8 (x) d x= {Co);
J

t(x) 8 (X - a) dx = {(a).

Ako se kao jedinica mase uzm~ masa neutrona, funkcija (3,1) ce biti

f 11.. ) -
(M+ 1)2 - 8( M +1 - ~ + M -I - -;- )'I"',

U - 81tM
.e. p.-~e 2 ~.e

Za slucaj smjese od dva elementa uzmirno da je masa jezgra
elementa M, a drugog N. Uvedimo oznake

(M+l)2 (N+l)2
=

(I M ; = (IN .
4M 4N

(3,la)'

jednog.

(3,lbp

Onda je prerna (3,1 a)

(IM - (u - u') [ (M + 1 -
u-/

M -1
u; u'

)]!(Jio,U,U')=21t CM(u').e . 8' Po - 2-e - --;:-e +

Miroslav



14 Draglsa M. Ivanovl.:

-_u-u' U-U'

]
IX - (u - u')

. N + 1 2 N 1 -
+ 2: (1 - eM) e . 0 [110- ( 2 .e -

2'
e

2 ) (3,2)

Pomocu ove funkcije izracunacemo 10 i 11 koristeci navedene osobine
Dirac-ove funkcije:

.

J
-(u-u') -(u-u')

.fo (u, u') = 21t dl10/(110' u, u') = IXMCM (u') e + aN (1- CM) e. (3,3).

J [
a C - (u - u')

11(u, u') = 2n dl'-o ;
'J;

. e . 0(I'-O-!J-1M)+

IXN(I-C) - (u- u')

]
+ .e. 0(110 -)11N) =

21r

u-u' u - u'
-(u-u')

(M+l -~ M-l ~ )=IXMCM(u').e . ~.e - ~e +

u-u' u - uf

- (u-u')

(N + 1 - -2- N -1 . z-

)+IXN[l-CM(u')].e. 2.e --2.e .(3,4)

:Navedene skracenice jasne su iz same poslednje relacije.

3.2 - Za nalazenje duzine usporavanja posluzicemo se razvijanjemu
>rednaznacen relacijom (1,16). Uzecemovrijednostiza /=0 i /= 1.
.()nda je

u

To (y, u) - iYA (u) Tt (y, u) = J du' rpo(y,u') 10(u-u') + 0 (u).
o

(3,5a)

u

T1 (Y,u) - iYA:!!2 . rpo(Y, u) =
J du' CPt(y, u') It (u,u'),

o
,gdje uzimamo sarno moment nultog i prvog reda.
iRazvicemo CPoi Tt po stepenu od iy:

y2
rpo(y, u) =!f'oo(u) - - T02 (u) +. . .

2
rpt(y,u) = iy fa (u)+ .,.

:Funkcije CPa/!(u) mogu se razloziti (29) na clanove bez i

Tu~ (u) = Su~ (u) + au~ 0 (u)
;gdje su a flu konstante.

(3,5b)

(3,6)

sa b (u), odnosno

(3,7)

Miroslav
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TeorlJa kretanJa neutrona 1&

Uzecemo iz (3,6) samo navedene prve clanove, pa ce se (3,5a) i (3,5b)
transform irati u

u

'Poo(u) -
~ <P02 (u) - iy1. (u). iY1>l1fu) = J du'

[
q>oo(u')-

o

~2 <P02 (u')
]

fo (u - U') + 8 (u),

u

~Y<P11
(u) -

iy ~(U)
[

<poo'(u) -'Y; <P02(U)]-
J

du'. iy. <p,Ju)f,(u, u')

o

(3,8)

(3,9)

lzostavimo clanove viseg reda u (3,8), pa cemo imati
u

q>oO (u) =
.r

du'. <Poo(u'). <Po(u, u') + <3(u), iIi

o
u u

~o + GgO8 (u) = J du' ~oo(u') f (u, u')+ J du' Goo8 (u') fo (u, u') + 8 (u) (3,10)

o 0
Ova reJacija postaje

u

~oo (u) = J du' Soo (u') /0 (u, u') + e
- u

[
2Jt~M C (0) + 2n:ClN(1 - C (?)

]
(3,11)

o
Stavimo Ii

2n:XM C (u') + 2n:ClN[1 - C (u')] = A (u') (3,12)
dobicemo

u

~oo (u) = Ao' e- u + f du'. ;00 (u'). to (u, u')

o

(3,13)

Diferenciracemo jednacinu (3,13) prema poznatom p.ravih.Jza diferenci-
ranje integrala:

. u

d~oo (u)
= - A (0) e- u - f. du'. Soo(u') fo (ut u') + ~oo(u)A (u) =du

o

= - ~oo(u) + ~oo(u). A (u) ;

e'oo(u)
= A (u) -1 .

~o(u)

Prerna tome rjesenje nase jednacine irna oblik

~oo (u) = A (0). eq (u), (3,16)
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gdje je
u

q(u)=
J

2]([ (XMC(U')+(XN(l-C(U'»-l]dU'
o

(3,17}

Iz relacije (3,8) nalazi se
u

-CP02(U) +2qu).q>\1 (u)=- J du'CPo2(u')1 (u,u'),

o

(3,18)

a u vezi s~ (3,7) ovo postaje

502' u) + 002 i) (u) - 2l (u) Sl1 (u) - 2. (u) 0110 (u) =
u u

= I du' ~02 (u') 10 (u, u') + J
du' 002 0 (u') 10 (u, u').

o 0

N a sliean naein se dobiva prema (3,9)

u
A (u) fi. (u) y2

JCPll(u) - - - cP (u) + - - . q>02(u) = du' q>1l(u') 11(u,u')
3

00
3 2

o
Hi

'A(u) . l(u) A(U)
~11(u)+ 0110I u) - - CPoo(U) - - 0000 (u) + - ~02(u)+333

u u
+), ~U) . ~2

002
() (u) = J du' . ;11 (u') II (u, u,) + J du'O, 10(U')11(u,u') (3,19)

o 0

Uporedenje clanova bez i sa ldrac-ovom funkcijom daje
u

~11 (u) -
i-.~U)

~no (u) = J du' ~11 (u') 11 (U, U') + s (U)

o

(3,20)

o -
~ (0)

11-
3 '

gdje je

u u

+
- U

[
N+l -2 N-l 2

]
2.naN(I-C(0»' e -. e --. e .

2 1.
(3,21 )
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Ovaj izraz se moze napisati skraceno U obliku

- 3u u

s (u) = a e 2

Relacija (3,20) moze se napisati i u obliku

u

~lt (U) =
A~U) . e q (u)'+ s (u) -1- J du' ;11 (u') II (u, u') .

o
Stavljajuci

A ~U) .eq(u)+ s 'U) = t(u) ,

dobivamo
u

;11(u) = t (u) + J du' ~t1 (u') fl (u, u') =

o
u U u'

= t (u) + J
du', t (u') 11(u, u') + J

I, (u, u') du' J fdu', u") t (u") du" +-..

o 0 0
(k-I)

00 u u

=t(u) + ~ JfldU,...Jfl( U,~(k/}t(U(k»)dU(k)

o 0 6

Stavimo Ii
(j (u) =

3 s (u)
J, (0)

,

dobicemo za funkciju t(u) sljedeci izraz

t (u) =
1. (u) . / (u)

+
).(0)

cr (u).
3 3

Alw j~

; (u) = 2 },(u) ~!1(u) + ~ ~.. (0)
10 (u) =

3
m

=2A(U)~U(U)+; 1.2(0) ]Cj'(o)aj'e-u=

i=1
m

= 2 A(uH11 (u) + :
)..,2(0) ~ A (O)j ;- u

i =1
2

= 21.(u) ~II (u)+ - i
2 (0) B,

,

3

(3,21')

(3,22)

(3,23)

(3,24)

(3,25)

(3,26)

Miroslav

Miroslav
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gdje je
m

B = ~A(O)b

j=J

onda se mo:le izracunati ~2 navedenim zamjenama. Poslije izvrsenih algebarskih
operacija i uvodenja ranije navedenih operatora (§2}, dobiva se

n=o

+),(O)[~D'A(U)d(U)+ ~Dl(U) ~(A+B )~)(U)]+

1 (u)
~ (

r-. r-. )
(n) q(u) 1 ~ r-. q(u)

+- A+B 'A(u)e +-. D).I(u)e+
A (0) A(O)

1 ~ r-. ~ (
~ ~

)

(n) q (u)

+ A (0) £.JDA(U)' ~
A +B . t-(u)e,

gdje je

(3,27)

k

Tz=).2 (0) B
[

r U +
n~

(k -1)
u u

f J
(k-l)

to (U,u') du' . . . to(u, Uk)

o 0

(k)
- u (k)
e du (3,28)

3.3 - clan T2 se izracunava ovako:

u U uf

[ J J
- (u-u)

J
- u'

=)..2(0)B e-u+ C(u')ru.du'+ C(u')e. du' C(u")e
o 0 0

dUff+

+ j C (U') e
- ('.-'du'

J
C{ u") . e

- "'. -
'du" J c (u"') e -~'

du'" + ...

o 0 0

gdje je

(3,29)

n

C (u') = ~ Cj (u') 7.j

'=1

(3,30)

Miroslav
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-q(U)~... q(u) -q(u)
~~ ~ (

... ~

)
(n) q(u)

+e . £JDv),Z(U) e+ e. £JD)...(U)
£J

A+B l.(u) e . (3,34)

Drugi clan se moze i dalje transform irati, pa dobiva vrijednost

u u
B u- SC (u') du' - u + SC (u') du'

1.2 (0) - . eo' e 0 =).Z (0).
A (0)

Tada se dobiva definitivni oblik relacije za duzinu usporavanja ~

co

3Ls2=).2 (u) + 1.2(0) +
)...(0) A (u) -q (u)~ (", ...

)
(n)

. e A+B (1 (u")
+A (0)

n=o.

(3,35)

4. Numericko izracunavanje Ls za vodu

4.1 - Za num~icko izracunavanje duzine usporavanja neutrona kroz
smjesu elemenata prema dobivenoj formuli moze se postupiti na dva nacina
saobrazno uobicajenom postupku sa formu]ama za druge s]ucajeve. Prvi je da
se za Ls odmah uzmu aproksimacije redom, pa vidi kolika su poboljsanja)
kakvi su rezultati u uporedenju sa postojecim pribliznim metodima. Drugi je~
pak, da se redom uzmu aproksimacije za navedene operatore, iIi cak i aprok-
simativne sume, takode racunajuci poboljsanje, odnosno razliku u rezultatu. Tako,
ce se opravdati primjenljivost dobivenih redova.

Napominjemo da su dosad objavljene aproksimacije po ovom pitanju grublje~
Navodimo sarno onu iz Marshakovog pre gleda, gdje se za slucaj vode uzima
da je masa jezgra kiseonika beskonacno velika, a varijacija srednje duzine s]o-
bodnog puta eksponencijalna, pri cemu je za eksponencijalnost analiticki izraz
uzet zgodno da bi se mogao integraliti komplikovani izraz, koji se u definitiv-
noj formuli dobiva. To ipak ne smeta da tamo dobiveni rezultati slufe kao bro-
jevi za uporedivanje.

Miroslav
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TABLICA SA

aH
(10 "J:.H= N H (JH

"J:.o= No 00
(barn!)

4,5 8.0 0,30 0,267
5.0::> 2,8 0.334 0,093
6.95 14,0 0,33 0,467
8,6 3,8 0,574 0,127

12,9 3,5 0.862 0,117
16.8 3,5 1,122 0.117
18,0 3.5 1,202 0,111
20.0 3.8 1.335 0,127
20.0 3,8 1.336 0.127
20,5 3,8 1,369 0,121
20,5 3,8 1,369 0,121
20.6 3,8 1,376 0,127
20,4 3,8 1,368 0.127
20,0 3,78 1,336 0.126
20,0 3,78 J,336 0,126
20,3 3.8 1,356 0,127
20,6 3,8 1,376 0,127
21,8 3,8 J,456 0,J27

22

E
Eo

u ... In -
E

0,693
I
J,47
2
3
of
5
6
7
8
9

JO
11
12
13
J4
J4,14
15

Stavimo

MeVI
0.73.')76

"0.46
0,2707
0,OJ958
0,03663
0,01335
4,951.103 eV
1,824.103

"0.671.103
0,2468.10'

90,80 eV
33,41
J2,29
4.521
1.663
1,44
0,6119

4,515-37,38C=~ 1,
(1- C) 33,86 = j f

pa ce vazna funkcija /1 bili

gdje je

gdje je

(4,4)

-~ (a-a')2
11 (11,a')=~.e - j.e

u - u'
(4,5)

Dalje je
a

q (a) = S
2n: {CXM C (a) + CXN [1 -- C (a)] - I} du =- pa,

o
(4,6)

2n:.3,515(1- C) = p.

Na sli~an na~in se dobiva

(4,7)

~
[

- : a -+
]

-fa-+
(1 (u) = £.; aj' (0). e + bj (0) e = a e - b ,

/=1

(4,8)

a = 21r[C + 8,5.4,515 (1 - C)]= 2n:(38,38 - 37,;38C),

b = 33,86.21r.
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NUMERlcKIM VRIJEDNOSTIMA

LIOI. A(u) L
Co (u) = a (u')CH(U)=-H. h (u')L
=~L

=CH(U') +
A(u)

L + 38,25 Co(u') = - 33,75 Co(u')
AH(u)

0,567 1,764 0.529 0,471 22,28 - 19,777
0,427 2.342 0,782 0,218 18,J16 - 15,886
0,797 1,255 0,414 0,586 9,120 - 7,357
0,701 1,427 0,819 0,181 7,742 - 6,109
0,979 1,021 0.881 0,119 5,433 - 4,016
1.239 0,807 0,906 0.094 4,501 - 3,172
1,319 0,758 0,9113 0,089 4,315 - 3,004
1,463 0.6835 0,913 0,087 4,241 - 2,936
1,463 0,6835 0.913 0,087 4,241 - 2,936
1.496 0.6684 0,915 0,087 4,243 - 2,936
1,496 0,6684 0,915 0,087 4,243 - 2,936
1,503 0,665 0,915 0,085 4,166 - 2,869
1,490 0,671 0,914 0,086 4,203 - 2,902
1,462 0,684 0,914 0,086 4,203 - 2,902
1,462 0,684 0,914 0,080 4,203 - 2,902
1,483 0,674 0,914 0,086 4,203 - 2,902
1,503 0,665 0,915 0,085 4,166 - 2,869
1,583 0,632 0,920 0.080 3,980 - 2,700

Uzimajuci prvII aproksimaciju za trostruki kvadrat duzine usporavanja
prema dobivenoj formuli i uvrstavajuci navedene velicine i izraze, dobiva sa
relacija u kojoj figuriraju sljedeci integrali:

J

u
-(u-u')

(
-~ -~

)12= k. e
'

},,(u'). ae Z
-be

~ du',

o
U u 3 uf

- u" 3
Uff

u"

13 = J k .
e-(U-.U\

du'I[~
e-2'(U'-U")-r.e--Z-]-[ ae-T -b.e-2] du",

Q 0

J
u

[

-_! (u-u')
-

U-U~

]

pu'

14= ~'e
Z

-r.e
2 A(u') . e. du',

()

(4,9)

u

f
- (u-u') pu'

ls = k . e . A2 (u') .e . du',
()

f
u

- (u - u')

f
u'

[

- !(U'-u") - u'- U"

]

pu"
16= k.e .},,(u')du'. ~.e Z

-re
~ .},,(u")e. du",

o 0
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lzra~unavanje ovih integrala ne pretstavlja teskoce, a numericku primjenu
smo uzeli sarno za u = 14,14, tj. za enregiju rezonancije indijuma, a to je uo-
bi~ajena energija detekcije. Qdgovarajuca energija ovome u iznosi 1,44 eV.
Postupak je i za ostale vrijednosti isti, ali u to zbog velike racu",ske opsir-
nosti necemo ulaziti. I onako ne donosi neke utieajne podatke. Za konstantnu
vrijednost srednje duzine slobodnog puta prema navedenim numeri~kim vrijed-. -
nostima i odgovarajucim dijagramima iz (1' usvajamo A H20= 0,670em.

Na taj nacin se poslije svih numerickih zamjena i racunanja za duzinu
usporavanja neutrona kroz vodu sa odabranim konstantnim A dobiva 5,9 em.

Ovaj rezuItat je nesto yeti od rezuItata datog u (29) (tamo je 5,3 em.
prema teoriji intervala, str. 238).

J08 ne mozemo sasvim tvrditi koji je rezultat bolji. Nasa formula je bolja,
ali smo mi za 3LsI uzeli sarno prvu aproksimaciju i konstantno A, a tamo je
jezgro kiseonika uzeto beskonacuo veliko i upotrebljena eksponencijalna zavi-
snost za L Eksponencijalni oblik je podesan i zbog lakseg integriranja dobi-
venih izraza. Svakako, rezuItati nisu mnogo razliciti.. 4.3. - Druga aproksimacija za L& dobiva se prema nasoj formuli na
sHcan nacin kao prva uz uzimanje narednih 8trihovanih clanova i zamjenom
navedenih izraza.

Zamjenom navedenih izraza i numerickim izracunavanjem sa istom ta-
cnoscu kao kod prve aproksimacije dobiva se za duzinu usporavanja neutron a
u vodi oko 5,93 em. Vidi se da popravka prve aproksimaeije nije velika, te
se dobiveni izrazi za slucaj pretpostavke konstantne srednje duzine slobodnog
puta (odnosno konstantnog C) mogu sasvim uspjesno primijeniti. Naravno, nu-
mericka izracunavanja su prilicno glomazna, ali ne vise nego prema ranije po-
stojecim meni poznatim formulama i za jedan element, gdje se upotrebljavaju
drugi operatori i transformacije. No, pri izracunavanju druge i aproksimaeije
viseg reda moze se pribjeei neposrednoj zamjeni vee izracunatog integrala u
sljedecem clanu doti~nog reda, sa tom razlikom sto se u narednom clanu do-
metne jedan apostrof vise na promjenljivu u.

4.4 - Posmatrajuci dijagrame efektivnih presjeka i srednjih duzina
slobodnog puta u funkciji energije za razne elemente (na pr. u pomenutoj
publikaciji) vidi se da bi linearna varijacija dosta dobro odgovarala, sarno je
za svaki slucaj treba podesno izabrati. NaroCito se uocava moguenost takvog
aproksimiranja u intervalu koji nas interesuje u teoriji nuklearnlh reaktora,
lmajuci u vidu smjesu uopste, uzetu proizvoljno, reklo bi se da ee se naici na
velike teskoce prilikom integriranja, te bi se eventualno moralo pribjegavati
daljim aproksimaeijama. Medutim, za one smjese koje nas interesuju najlakse
je i najbrze izracunati odgovarajuca C, odnosno prema datim u, odnosno E,
pa iz dijagrama vidjeti varijaciju i najbolju aproksimaciju. Glavno je da se nade
adekvatan analiticki izraz prema postojecem dijagramu. Za vece intervale ener-
gije pribjegava se eksponencijalnom obliku, koji je pon~kad u literaturi skoro
proizvoljan, pa to naravno utice i na taenost rezultata.

Nas ovdje prvenstveno interesuje voda. Ako pogledamo numericke vri-
jednosti za CH(u), odnosno za Co(u)odmah uoeavamo da vee od u=4, pa
sve do u = 15 tj. od E ==30 keV, pa do termieke energije, te velieine pret-
stavljaju konstante i to prilicno precizno. SHeno tome vazi i za ),. A za nas
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je taj interval dosta velik. To znaci da nasa prva pretpostavka, da su sve to
konstantne vrijednosti, koja je mogla dob i zbog prvobitne matematicke sim-
pJifikacije, nije daleko od preciznosti postojeeeg nivoa teorije u ovoj oblasti,
zuzev pri visokim energijama reda od nekoliko Me V.

Za slucaj rezonantnih oblasti energije, koje su uglavnom izvan intervala
koji nas kod moderator a interesuje, najefikasnije je postojeeu varijaciju opet
zamijeniti pravoliniskom poslije grafickog integriranja, kako bi se spieevi
kompenzirali razlicHim otsjecima i nagibom prave, koja zamjenjuje postojeei
oblik. Isto tako bi se mogao uzeti parabolicki oblik varijacije iako bi se une-
koliko komplikovali postojeci izrazi pod iitegralima, ali se nacelno takvi inte-
grali mogu izracunati. Kaptazu neutrona pritom ne uzimamo u obzir, ali ni
pretenzije nase formule nisu takve da ona vazi za sve intervale bez ikakvih
popravki, poboljsanja i dopuna.

Posmatrajuei vrijednost varijacije srednje duzine slobodnog puta kod vode
u funkciji od U odmah se uocava i jedna "grba" pri 0,8 - 1MeV, ali nju
neeemo uzimati u obzir. Bilo bi interesantno izracunati uticaj te grbe' na krajnji
rezultat. To bi nas interesovalo kad bismo imali sire energetske intervale i
neki specijalni problem u oblasti nuklearnih reaktora, sto nije eilj ovog rada.
Svakako ta popravka ne bi bila prevelika ni u tom slucaju sirih intervala.
Onda bi se morale pribjeei i eksponencijalnom obliku prikazivanja. Taj oblik
je uobicajen u literaturi za sire intervale,pa cemo ga ovdje sarno uzgred upo-
trijebiti, jer dobro potvrduje primjenljivost nase .formule za duzinu uspora-
vanja. Napomijnemo, medutim, da je Iinearni oblik, kada se dobro izabere,
ipak bolli od eksponencijalnog, ali je, kao sto je receno, sa ovim poslednjim
Jakse integrirati.

Dakle, linearnost se svodi na najprostiji slucaj konstantnosti A, odnosno
C. U svakom slucaju, kakva god se forma analitiCkog izraza uzela, postupak
je uglavnom isti kao navedeni, sarno se integrali razIikuju, ali se u principu
mogu izracunati. Ako uzmemo nesto manju vrijednost za A, na pr. 0,65 em,
poslije zamjene i izracunavanja dobicemo za duzinu usporavanja 5,4 em, sto
znaci da nije uze! dovoljno u obzir gornji dio naseg intervala, pa se dobila
znatno niza vrijednost, sto je potpuno razumljivo, jer se i prema formuli vidi
osjetljivost duzine usporavanja na promjene sredoje duzine slobodnog puta.
Ovo takode potvrduje pravilnost nase formlJle.

4.5 - Eksponencijalna aproksimaclja daje prema postojeelm dijagramima
kao na pr. «29) str. 236 i 238) (sto je opste poznato) za kiseonik gustine
1 gjemB relaciju

A (u) = 6,50 + 40,3.e - 2,68u pri Eo = 3 MeV,

a za vodonik
A(U)= 0,655+ 10,25. e -0,64 u pri Eo = 5 MeV.

Pri prvoj aproksimaciji dobiva se Ls = 6,2 em, a pri drugoj Ls = 6,26em
Ovi rezultati pokazuju neznatnu razliku medu prvom i drugom aproksimacijom
11nasoj formuli, a s druge strane koriseenjem nase formule dobivaju se nesto
'Ieee vrijednosti za Ls od vrijednosti dobivenih ranije prema pretpostavci da
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je masa jezgra kiseonika beskonacno velika. Treba imati u vidu i veci ener-
getski interval, koji se uglavnom iznosi u literaturi opste nuklearne fizike.

To opet potvrduje bolju efikasnost nase formule ad ranijih makar sa
uzimanj-emmal-og broja prvih clanova u dva reda sa naznacenim integralima.
Numericki bi se moglo izvesti da s druge strane T7 i Ta pntstavljaju male
velicine u <.dnosu na dominirajuce clanove u izrazu za Ls.

Misijenja smo da je u Citavoj ovoj teoriji ponajgrublja aproksimacija
bila u relacijama (2,6), koju cine uglavnom svi danasnji teordicari. Ali,.
jasno je na kakve se komplikacije nailazi uzimanjem daljih clanova tamo
dobivenih redova.

5. Prostorni momenti viseg reda i gustina neutrona
5.1 - Iz osnovne modifikacije jednacine (1,4) vidi se da se prostorna

raspodjela neutrona, odnosno gustina neutrona, moze izracunati kada se znaju
prostorni momenti. Kao sto je u pocetku navedeno, problem je principijelno
potpuno rijesen kada se znaju izrazi za te momente. U prethodnom izlaganju
sma se zadrzali uglavnom na drugom prostornom momentu, jer je on naj-
v:lzniji za odredivanje duzine usporavanja i ostalih veliCina koje su sa njom
povezane.

lzracunavanje prostornih momenata viseg reda za razne sredine, bez
naznacenja sastava, osim nekih svojstava povezanih sa stepenom apsorpcije.
uglavnom su se najviSe bavili Placzek i njegovi saradnici (Placzek G., Man-
hattan Project Report A-25) za kretanJe neutrona kroz jedan element i uz
konstantnu duzinu slobodnog puta. Njegl)v rad citiram prema drugoj litera-
turi, jer mi sam rad nije bio pristupacan, ali su rezuitati tog rada objavljeni
u "Reviews of Modern Physics". Za smjesu je izracunavao momente viseg
reda I: Waller (I. Waller, Arkiv for Mat. Astr. o. Fys. 34A, 5/1946). I on u
svojem radu pretpostavlja konstantnu srednju duzinu slobodnog puta za sve
elemente smjese. Takode je i Marshak izracunavao momente viseg reda. od
kojih mu je formula za moment cetvrtog reda, uz eksponencijalnu varijaciju
srednje duzine slobodnog puta, toliko duga da je nije naveo u pomenutom radu.
Waller je prisao problemu sa manjom strogoscu i preciznoscu, nego sto je po-
kazao osnovnom jednacinom, pa ~u mu i rezuItati do~ta grubi. On je izvrsio
upocetku izvjesne ~implifikacije-jednacine, kako bi mu matematicki rad bio jed-
nostavniji. Naravno, treba imati u vidu da je Wallerov rad objavljen 1946 go.
dine, dok je detaljna informacija 0 ovoj oblasti,pristupacna u cjelini opstoj
javnosti, data kasnije a narocito u (29).

Mi smo nasH opStu retacijtr za moment reda 2n slitno postupku navedenom
pri dobivanju Ls.

5.2 - Prostorni moment reda 2n definisan je poznatom relacijom
...

- f z 2~dz f d Q'1t(z!Jo, u).. (2n)

]l
z (u) = -

~

J
dz f d Q '1t (z, ~I. u)

(5,1)
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koja se prema nave denim Fourierovim transformacijama svodi na relaciju

[
(2)

]
(2n)

Z (u) =
~o (u).

~oo (u)
(S,2)

Ove jednaCine su identicne sa (1,5) i (1,19).
Za dobivanje opsteg izraza za prostorni moment reda 2n poci cemo od

ranije dobivenog sistema integralnih j€dna~ina (1,16). Opsta integralna jedna-
cina za funkciju ~l data je re1acijom (1,16), odnosno ~o relacijom (1, 17).

.

Zamjena
00

-- ~
j(k) <J>l(k) fU)' yk

tpl (y, u) - £.J k!
k = /. 1+2. / + 4 . ..

(5,3)

daje

u
j k.

f
(k) (u) .yk

== ,I
du'."'2:, /

k!
II (u, u')

o

Funkcije cp/k) mozemo prikazati u obliku

(j>/(k)= ~i(k)
+ G1k. 13(u)

(S,4}

(S,S}

(5,6}

Uporedenje koeficijenata uz iste stepenc yk i bez & daje

!:
(k) ( ) 1. )

[
~ (k-l) (

]
~ (k)

~~ -~ 1~~~=-~~ = } dl" ~tl-{U) I (u u')+ S 'u ) (57\.
k! 21+1 £.J (k-I)! £.J k! I' \ , r

o
gdje je

u

S (u) = J
dd . ~ Glkk~

(u)
I. (u, u'), (S,B)
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.Mo se uz dati izraz /1 (u, u') moze izracunati.

Stavljajuci 1= O,k= 2n, izlazi

co (2n) u (2n) ,
~ L-

(u)
= f du' ~~o (ult (u u')+S(u).

£.J (2n)! £.J (2m)!
0 ,

o 0

Prema ranije navedenom postupku dobiva se
<-

q (u)
I;oo=e.

Uzmemo Ii da je

(5,9)

(5,10)

co
;~n)(u)

~ (2m)! = X (u),
o

1:(2u) ( )
ili x(u)=~~,

(2n)!
(5.11)

ostace
u

X (u) = S du' . x (u') to (u, u') + s (u)
o

(5,12)

gdje se s (u) odnosi ne na sumu, nego na 2n-ti clan u (5,8).
Rjesenje integralne jednaCine (5,12) glasi

u u a'
X (u) = s (u) + S to (u, U'j S (u') du' + S to (u, u') du' . S to (u', u") s (u") du"+... (5,13)

o 0 0

.Prema tome je srednja vrijednost trazenog prostornog momenta reda 2n:

[
~

J
z (U)

u u
- q (u)

[ f f= e . s (u) + to(u,u') S(u')du' + to(u,u') du' X
o 0

u

X I to (u', u") s (u") du" + . . .
]

o

(5,148)

ili

[
~

]z (u)

(k)
00 u

-q(u)

~
J

( (k)(H/» ) ( (k+I» )= e .
£.J

to (u. u S U
k =0' 0

(k + I)

du (5,14b)

Oblik funkcije s (u) moze bili komplikovan, pa se moze naici na inte-
:grale koje je tesko izracunavati, ali se uglavnom i onda moze pribjeci aproksi-
mativnim metodima.

5.3 - Kada se znaju prostorni momenti moze se izracunati i funkcija
raspodjele neutrona % (z, u) prema stavovima iz teorije vjerovatnoce. Na tim

:pitanjima je u teoriji vjerovatnoce radio Pirson. Tako se prerna dobivenirn op-
-Stirn relacijarna za rnomente moze dobiti izraz za gustinu neutrona u posrna-
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tranom mjestu sredine koja je ispunjena smjesom elemenata, a sto se odrazava
narocito na oblik funkcije fo(u, u') i s (u).

Zbog glomaznosti formula necemo uLazitiu ta racunanja, jer nas taj pro-
blem ovdje ne interesuje s obzirom da je uopste za sredinu bez apsorpcije i
sa apsorpcijom aproksimativno izracunat. Utoliko prije je taj postupak opravdan,
sto se sve te raspodjele uglavnom nalaze blizu jedna drugoj. a sve zajedno
blizu Gaussove raspodjele.

Gustina neutrona se moze izracunati sa dovoljnom aproksimacijom uzima-
juci momente oko zkao pocetka, tako da je z = 0, Zii= 0%itd., gdje je 0'2dis-
persija raspodjele 'it, odnosno 0' standardna devijacija. Tada se moze primije-
niti relacija koju je dao F. Zernike (43). Ta relacija glasi uz nase notacije-

Z2

1 - 202

[ ~ C ( X

)]'$0(z, u) =
V
--' e 1 + !!...H k -

0' 2", k! 0'
k=3

co

(~,15)1

gdje $U Hk Hermite-ovi polinomi. Konstante
e" imaju vrijednosti (43.):

Zl z'- Z5 Z6 z'
Cs = -,c.=--3, Cs=-- to, C6= --15-+30. (5,16)

03
0" 0'5 06 0'

Ovdje Zk pretstavlja odgovarajuce srednje vrijednosti, koje su ranije navedene

6. Duzina ekstrapolacije u sfernoj supljini

6.1 - Pri proucavanju varijacije gustine neutrona vazno je znaH odnos
medu gustinama u raznim tackama. Opstost izlaganja se ne gubi kada se pd-
bjegne slucajevima sa sfernom simetrijom. Tako se gustina

'"
izracunava U"

-+
funkciji radijus-vektora r. U literaturi (6a, str. 5) je poznata sljedeca integralna

~ ~

jednacina koja prikazujc vezu medu gustinom u tackama sa r i r'.

-+ 1 II " -+ e-Q
% (r)= - J '$0 (r')-d v",

4'11i p2

Vr' (,>

(6,1)'

~ ~

gdje je p = Ir - r1I.
U slucaju sredine

(7a, str. 3)
koja pomalo apsorbuje, integralna jednacina ce glasitr

-+ 1 - C1IfI
~ e - Q

to (r) = - '$\1 (r') - d V"4 1C p2
VI'

(6,2)"

gdje je IXodnos efektivnog presjeka zahvata (kaptiranja) i totalnog efektivnog.
presjeka. Integralna jednacina (6,1) vazi i za slucaj neke sredine u kojoj se
nalazi "ernaH lopt8, tj. lopta koja apsorbuje sve neutrone koji udu u tu supljinu.-
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Vrlo aktuelan problem je raspodjela neutrona na granicnim povrsinama
medu sredinom koja sarno rastrkava ili i pomalo apsorbuje i "crnom" sre-
dinom koja inace potpuno apsorbuje neutrone. Nas interesuje sredina koja sarno
f3strkava, a u slucaju male apsorpcije treba se sluiiti integralnom jednacinom
(6,2), sto ne pretstavlja veliku razliku u postupku.

Poznato je da je duzina ekstrapolacije one rastojanje na kojem se gustina
neutrona pri granicnoj povrsini smanji do nule. Oznacimo je sa d. Onda je
prema dcfiniciji (to, str. 2).

d=~ )t' na gran. povrsini

Odmah se vim da su i u brojiocu i u imeniocu granicne vrijednosti fun-
kcija, pa njih treba i izracunavati.

Za ravnu granicnu povrsinu problem je detaljno proucen. To je tzvi
Milne-ov problem u astrofizicici. Rjesenje je dato jos u Hopfovoj monografij.
(16). Daljom razradom i primjenom bavili su se astrofizicari, fizicari i mate-
maticari. Chandrasek-ar je Hopfovo rjesenje primijenio u astrofizici narocito u
poslednje vrijeme (od 1Y45). Na transportnu teoriju neutrona primijenili su ga
Placzek, Seidel, Mark, Le Caine i Davison narocito u radovima (33a), (32), (28),
(21). Davison (Devison) je svoje radove

° tom problemuvecinom objavljivao u
obliku specijalnih publikacija Komisije za atomsku energiju.

Numericka vrijednost duzine ekstrapolacije izracunata je jos u navedenoj
Hopfovoj monografiji. Ona iznosi

d = 0,710446 (6,4)
u jedinicama srednje duzine slobodnog puta. Danas sc smatra da je to naj-
tacnija numericka vrijednost ekstrapolacione duzine, tj. da je gustina neutrona
jeJnaka nuli na razdaljini d = 0,71 At, gdje je At srednja duzina slobodnog puta
racunata u transportnoj teoriji. To se naravno odnosi na rayne granicne povrsine.

6.2 - Medutim, izracunavanju u navedenoj literaturi moze se primijetiti
da se zasniva na uzimanju sarno po dva iIi uopste vrlo malog broja clanova
u redovima za neke funkcije po<;lije primjene Laplace-ovih transformacija na
osnovu integralnih jednacina. I Loranov i ostali redovi uzeti su sarno sa ne-
znatnim brojem prvih clanova, a nijese dokazalo da takav postupak ne utice
na vrijednost rezultata u osjetnoj mjeri. Prema tome, ipak se ne moze sa ve-
likom odlucnoscu tvrditi da je (6,4) najtacnija vrijednost. Ako se, nairne, uzme
.ednostavno prema jednoj od navedenih distribucija bliskih normalnoj asimp-
Jotska vrijednost funkcije i njenog izvoda, pa izracuna d, dobice se vrijednost
t
bliska

V~
= 0,707, sto opet nije daleko od vrijednosti (6,4), koja je izracu-

nata na komplikovan na~in. Prt~ma elementarnoj teoriji difuzije (t 2) dobiva se
2

d= - = 0,67, sto opet nije daleko od vrijednosti (6,4). Dakle, za duzinu eks-
3

trapolacije pri ravnoj granicnoj povrsini nijedan metod racunanja nije bez pri-
mjedbe, iako se rezultat (6.4) smatra najtacnijim.

(6,3)
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Za druge oblike granicne povrsine medu sredinom koja ra~trkava i pot-
punim apsorbentom rezultate je uglavnom dao Davison u svojim radovima, koje
navodimo. Rezultati su dati za sferne i eilindricne "erne" supljine.

Za crnu sfernu ~upljinu velikog poluprecnika R u odnosu na srednju du-
zinu slobodnog puta Davison je u radu (7) dobio red

- 1 1 1 1 (InZR
)

d =0,7104+0,1047.- +0,2336 ln R-O,1704-+ 0 - (6,5)
R R2 4R3 R' R4

Za ernu sfernu supljinu malog poluprecnika u odnosu na srednju duzinu slo-
bodnog puta dobio je u radu ~6) red

d = ~ - ~ R - ~ (2:: - I)R2ln R - 1 4002 R2+ 0 (R31n2 R) .
3 9 3 4 '

(6,6)

Za beskonacno dugi cilindar velikog poluprecnika u odnosu na srcdnju duzinu
slobodnog puta dobio je u radu (9) red

1 1 5 In R t
d = 0,7104 +0 25!4.-+ 00949 - -002561.-+,

R ' R IJ 64 R' ' .R3
(6,7)

Za beskonacno dugi erni cilindar malog poluprecnika R dobio je zajedno sa
SeidelomI Kushneriukom u radu MT-207 red

d = ~ +(1 - ~ )R In R - 0,2164 R + 0 (RZln' R)
3 3Jt'2

(6,8)

Pei svim izracunavanjlma primijenili su metod perturbacije, Mo se jasno
vidi prema prvim cIanovirna, koji vaze za rHvan odnosno za vrlo malu ~upljinu.
Naravno, clan 0,7104 se apriori uzima kao taran prema Hopfovom rezultatu i
utvrdenoj vrijcdnosti pomocu Laplace .ovih transformacija, bez obzira na um-
jesnost primjedbe Citavom tom izracunavanju.

6.3 - Za eiJindricnu supljinu nismo nasli novi metod i rezuttat, ali za
ernu loptu smo nasli nov rezultat za jednu tarku laksim nacinom izracunavanja.
Za slucaj lopte poluprecnika reda srednje duzin~ slobodnog puta (aproksima-
ti vno) dobili smo dosta dobar rezultat.

Proucicemo bas taj slucaj kada je poluprecnik reda velicine srednje du-
iine slobodnog puta, pa ih matematicki mozemo izjednaciti. Gnda integralna
jednacina za odnos medu gustinama neutrona glasi prema (6,1)

V r2 - 1+Vrft - 1

1 f
oo

" f e - 0 d P
'Vo

(r) = - - 'Va (rf) dr' ,
2 r p

I I ,_,f
I

(6,9)
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gdje se kao zapremina Vr, U (6,1) uzima sva zapremina. koju ne zagraduje
crna lopta kada se racuna od pojedinih tacaka prema vrhu konusa.
Odavde je kao tamo u navedenoj publikaciji

V,: - 1+Vr'2 - 1

1

J
""

J
e -

Q . d P
r ~o(r) = 2 r' h (r') dr'

p
1 I I - I' I

U slucaju proizvoljnog poluprecnika supljine bite (6a)

Vr2-a2+ Vr'2-a2

r~.(r)=i r r'% \r') dr' f e-;dP,

R I T- I' I

(6,10)

(6,10)

Relacija (6,10) moze se napisati u obliku slicnom onom u (6a)

""

r h (r) = J r' ~o (r') dr' [E ( Ir - r' I ) - E (VrZ - 1+Vr'J - I) ], (6,11)
1

gdje E pretstavlja specijalnu funkciju. koja je uopste definisana relacijom

00

En (x) = re - XI, t - n .dt.
i

Kada ne bi bilo supljine. onda bi to (r) tezilo konstatnoj vrijednosti. Da bi se
imalo jezgro integralne jednacine simetricno u odnosu na r i r' treba tu kon-
stantnu vrijednost izabrati u zgodnom obliku. Uvrstenjem funkcije q (r) moze
se staviti

(6,12)

(6,13)

Zamjena daje

00

GO

r + q (r)=
~

Jtdt[E (r - t) - E(V,2-1 + Vt~-I) +
1

(6,14)

GO

+
~

Iq(t)dt[E(r-t)-E(Vr2-1+Vt2-1)J,

1
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(vidjeti na pr. (12), (pa se ova relacija moze slobodno upotrebljavati. Onda je
00

q (r) = + J
q (t) dt [E(r - t) - E (Vr2 -1 + Vt2 - 1)]+ 'Pa (r)

o
gdje je

CPa(r) =
~

[E3(r - 1)- E~ (r -- 1) - E3 (Vr2 - 1)
]

.

Medutirn, granice integrala u nasern slucaju su 1 i 00 (u opstern slucaju bile
bi R i 00), a rnt irnarno relacijti (6,16) za gran ice 0 i 00 Transforrniracerno
izraz (6,19) u izraz sa granicama u relaciji za E funkciju (6,12). Rezultat je
u drugom obliku dat u radu (6), ali bez izvodenja. Ovdje cerno navesti izvo.
denje. Prerna (6,19) irna se

1

q r)=
~

Jq(t)dtE(r- t)-
~

Jq(t)dtE(r-t)-
~ J q(t)dtE(Vr2-1+

o 0 I
~ 00

+ Vt2-1)+1'a=+J q(t)dt[ E(r-t)-E(r+t)++
J

q(t) dIE(r+ t)-

o 0

~ 00

1 00 . ~

-
~ J q (t) diE (r-t) - ~. J

q(t) dtE(fi2 -1 + Vt2-1) + q>a=+J
q (t dt

o 1 0
00 00

[E(r-t)-E(r+t)]+
~ J q t)dtE(r+t)-

~ J q(t)dtE(Vi2-1 +
1 1

~ 1

+Vt2--1) + CPa=
~ J q(t}dt [E (r-t) - E (r+ t)] +CPa-

~ {J
q(t)d{£(r-t)

o 0
~

-E(r+t)]+ J
q (t) dt [E(Vr2-1 + Vt2- i) - E(r+t)]} X

I
00

X
~ J q (t) dt [E (r - t) - E (r+ t)] = 1'1

o

(6,21)

1 ~

~ J q (t) dt [1: (r-t) - £ (r-Jt)]+
~ J q(t)d{£(Vr2-1 + Vt2-1) - £(r+I)] = 1'2

Q 1
(6,22)



Teorija kretanja neutrona 35

gdje vaii cio izraz za CPiza slucaj r> 1, a sa prvim integralom za 0 < r < 1.
Uzmimo da je

CPa- CP2= f (r) ,

pa cerna dobiti sistem simultanih integralnih jednacina

(6,23)

00

q(r)= ~!q(t)df[E(r-t)-E(r+tl+f(r)

o !(r)=CPS-CP2

U slicnom obliku dobili su na drugi nacin ove jednacine Davison i Marshak.

6.4 - Rjesavanje ovog sistema u opstem obliku kompIiko\'an je posao
i obavezno sa grubom aproksimacijom. Svi meni poznati metodi su sasvim ne-
precizni bez obzira na kompIikovanost primijenjenog matematickog aparata.

Mi ovdje dajemo priblizan metod sIiran navedenim u citiranim radovima,
ali sa jednostavnijim matematickim operacijama. Dobiven je f\ zuhat sa manjim
brojem prvih clanova reda za duzinu ekstrapolacije, no je i taj broj dovoljan
pri izracunavanjima.
Primijenicemo relaciju za q (00).

(6,24)

00 00

q (00) = 3 f r / (r) dr = 3 f r (CPa - 1>J dr =

o 0
00 00

(6,25)

= 3 f r dr CPa- 3 f r dr CP2= J1 - J2

o 0

Izracunajmo integral J1.
no ac

JJ=3I rdrcps=
~

Irdr{[Es(r-I)-E2(r-l)]-Ea(Vf2=I)}.
o 0

Za funkciju En (t) pqstoji relacija momenata (33):
00

f tmEn (t) dt= "!~,
. (n + m)

o

(6,26)

ili za m = I
00

Primijenimo ovu relaciju

f tE,,(t)dt= ~.-.
n+l

o
na J1.

(6,27)

00 00 ex>

JJ =
~ f r dr Ear-I) ~

~ f r dr E2 (r - 1) -
~ f r dr Ea (V~2-:':'-1).

. 0 0 0
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Stavimo za prva dva clana r - 1 = x, pa je
00

00

00

-~ J rdrEa(Vr2-1)=~-~ J rdrEa (If;:2_1).
2 . 82'

o

Da bi se poslednji integral sveo na prostiji oblik, stavimo Vr2 -1 = y, pa taj
integral iznosi 3/8.
Tada ce se dobiti

3
11=--'-. 4

(6,28)

Tako se za q (00) u slucaju "erne" lopte dobiva
..

q(oo)=-
~

- 3 Irdr. C?2'

o

(6,29)

Poslije zamjene i transformacije Cf>2izraz (6,29) dobiva oblik
00

( ) -~ + 3

f
dr

+0q 00

4 4 (rt-Vr2-1)2
1

gdje 0 pretstavlja clanove sa visim stepenima poluprecnika, koji je U ovorn
slucaju jednak jedinici. Ti clanovi se mogu zanemariti, jer nas interesuje sarno
nekoliko prvih clanova za q (00).

(6,30)

Integral
00

J (r +;~-1)2
1

moze se izracunati elementarnim metodom, recimo zamjenom r + Yr2 -=1 = u
Vrijednost toga integrala je 1/3.
Tako je

3 1
q(oo)~--+-+O

4 4
{6,31
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Ekstrapolaciona duzina je za ovaj slucaj

4 4 7
=- +- -1 +O~- =0,77.

3 9 9
(6,32)r=1

6. 5 - Ovaj rezultat je dobiven na jednostavniji nacin od dosadasnjih, a
slaze se sa Davisonovim i Marshakovim u nekim prvim clanovima. Ovdje je
za jedinicu uzeta srednja duzina slobodnog puta, kao i poluprecnik erne lopte.
Sve promjene za smjesli su u gustini neutrona, pa dobiveni rezultat vazi za
smjesu, koja se smatra kao poznata. Vjf'rovatno se ovaj rewltat moze prosiriti
na ernu loptu poluprecnika u sirim granicama oko jedinice.

lz relacije (6,5) i (6,6) vidi se da su vrijednosti velicine d za veliko R
i maloR sasvim razliCite.Za vrlo veliko R dobiva se 0,7104, a za R ~ 0 bice
d -= 4/3 To takode znaci da se za vrijednosti R oko srednje duzine slobodnog
puta ne moze 'uspjesno primijeniti ni jedna od ovih relaeija; cak se ne mogu
primijeniti ni za citav jedan interval vecih i manjih vrijednosti oka jedinice,
odnosno }. Prema tome postoji izvjestan interval u velicinama R oko srednje
duzine slobodnog puta za koji nema podesne relacije. U ovom radu je rewl-
tatom (6,32) nadena jedna vrijednost. koja bi odgovarala jednoj tacki toga
intervala.
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Summary

THEORY OF MOTION OF NEUTRONS THROUGH THE MIXTURE OF ELEMENTS

Dragisa M. lvanovic

. This paper treats the problem ot slowing down the neutrons through
the mixture of two elements of any finite masses and neutrons'distribu-
tion at the end of the moderator with a spherical" black" hole. A formula
is found for slowing down lenght through the elements of any mass, and
the extraJpolation length fO'r a spec;,al case of black sphere too. .

The problem of slowing down of neutrons through one element was
successfully treated befor~ (Bothe, Waller and others). The papers in' the
field of the theory of neutrons were almost unavailable during Wodd
war II, and that for many reasons. Marshak's very extensive paper [29]
had a prominent role for scientific information; a splendid review of re-
sults obtained in that field is given there, although a number of names
of contributors has not been mentioned.

In the main the cases of heavy elements with special variations of
mean free path were treated. The slowing down of neutrons through the
mixture of elements is hot treated with more exact theory except in
special cases; that is through the mixture of hydrogen and an element
of indefinite large mass [29]. Waller [41] treated that problem with less
rigorousness and he obtained good results for slowing down through the
one element moderator. For the mixture of two or more elements with
finite arbitrary masses a formula for slowing down length did not exist.

Using methods given in those papers the author obtained the for-
mula (3,35) for slowing down length of neutrons through the mixture
of elements with finite masses.

The author uses the known Boltzmann equation (1,1), which is often
used in mO'reexact theory, when it is modified by the introduction of
the function (1,3) and finily writien in the form (1,4). This relation is
used as fundamental for further performance and calculations [29].

This equation can be solved in principle if the spatial moments
are obtained. It is clear that by their summation one meets very many
mathematical complications, and one must have recours~ to the approxi-
mations. ~

A suitable method of treating and calculating is the known method
of Fourier's transforms, which is given in [29]. That method is given in
more detail in this paper in section 1.3.

One of the most important quantities in the treatment of slowing
down of neutrons is the slowing down length. Its general form is given
by the known relation (1,20), whIch can be also derived according to the
elementary theory.
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If one takes the mass of neutron as mass unity, M for the mass of
the nucleus mass of one element, and N for the mass of the nucleus
of the second element, then the function f in our case of arbitrary mas-
ses gets the form (3,2), while fo and f1 get the form (3,3) and (3,4). De-
velopping in the series, as is given in (3,2), and introducing the functions
sand t one obtains (3,27) where new mathematical operators are given
and explained in § 2.

The term T2 is calculated as given there. Probably, it can be useful
in mathematics because of its special form and effectiveness. The rela-
tion (3,33a) shows the possibility of its application in the mixture of more
elements. .

By definite calculation of slowing down length according to the new
special forms of functions, the author obtained mathematical operators

D, P, -:4,B, (3', F for which reccursion formulae (2,1), (2,3), (2,4) are given.
They can be usefully used in mathematics. The general theorem for sums
of the successive effects of operators A and B is not found, but according
to the author's opinion the best way is to apply direct numerical calcu-
lation for various cases. which is proved to be justified and successful
in one practical example. On the other hand the obtained relations (2,12)
and (2,14) are useful in the general case. In this paper the general pro-
cedure to obtain the spatial moments of higher order (section 5.2) is also
given. One uses the system of integral equations (1,16) given in the be-
ginning. After the procedure of subst'tution and calculation for mean
value of spatial moment of degree 2n the relations (5,14a) and (5,14b) are
obtained.

The form of function s(u) can be complicated and can cause the in-
tegrals which are difficult to calculate. in which case one can take
approximations also, which are more precise than usual in special cases
of mixture.

If the spatial moments are known, one can calculate the distribution
function of neutrom to (z, u) according to the theory of probability
and that is reflected Dn functions fo and s. The formulae are cumbersome;
therefore the author does not give them in this paper.

The form of formula for the slowing down length, wh;ch the author
obtained, shows that one cannot treat the summability according to
customary methods, because of the terms with successive effect of va-
rious operators. In the meantime, the numerical' calculation shows good
applicability of this formula.

The numerical calculation of the slowing down length according
to our obtained formula is achieved for water. The form of variation
of. mean free path is adopted. For the energy interval which is intere-
sting in the reactor theory the best form is a constant. In the table are
given respective values of necessary magnitudes. which are in the
expression for L; for varions forms of the variable u. The fundamental
constants and some grafical data for water are taken from [J J. In the
first approximation after the substitution of respective values the inte-
grals (4,10) are obtained. The value of u is taken for the resonance
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energy of indium, which is customary energy of detection. It is adopted
).,H20 = 0,670 em according to [1], After all substitutions <;indadopting
the constant one obtamed 5,9 em for slowing down length. Th's rpsult
is higher than that given in [29] where 5,3 cm was obtained according to
the theory of intervals. But the applicability of this formula is obvious
because one obtains the same order of magnitude. The second approxi-
mation shown in (4,3) gives 5,93 em. That shows a near result. The
calculations are incontestably cumbersome, but the case is s;milar w'th
the calculations according all formulae for one element which are known
to the author, where other operators and transforms are used.

Analysing the variation of the mean free path one comes to the
conclusion that the best way is to find c and after that to look the fornl
of diagram, and accord'ng to that to compose an analytical expression,
In the case of water one sees that these magnitudes are constant already
from u = 4 to u = 15, i. e. from E -:- 30keV to the thermal energy.
The same holds for A. So the linearity gets constancy, excluding the
"hump" in diagram for water. That justifies the adoption of the constant
mean free path.

Otherwise, the mathematical operations would be more cumbersome.

In the case of adoption of other variation forms, the procedure is
similar, but one meets various integrals. The calculations are performed
also for the exponential variation taken from [29] . After laborious nu-
merical calculations the author obtained the values near to the pre-
vious for both approximations.

The obtained formula is obviously lengthy as the before known
formulae for one element, but it can be successfully applied to various
cases.

In proved cases it is numerically shown that T7 and Ta are small
quantities compared to the dominant terms in the expression for Ls'

In the whole of this theory the l'oughest approximation is in th2
relations (2,6), which make, in the main, all theoreticians. It is clear
what difficult mathematical complications would arise if further terms
in those series were taken.

The author gives also the value for the length of extrapolation at
the end of the moderator with "black" spherical hole for a special ca,~e
when the radius of sphere is of order of magnitude of the mean free
path. The method known from the papers of Davison, Placzek, Seidel,
Mark, Le Caine and Kushneriuk [71, [6], [9] is used. The author pro-
ceides £rom integral equations these authors have given for various
forms and cases. Some results with E function are given particularly in
papers (6) and [121 The author gave incidentally the derivation which in
these papers was not given; that because of better survey.

In the special case of the same order of magnitude of radius and
mean free path, according to methods of these authors, here is obtained
d = 0,77 (6,32). The procedure of calculation is more simple than the
previous, and the result is in some terms similar to the Davison's and
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energy of indium, which is customary energy of detection. It is adopted
)..H20 = 0,670 cm according to [1]. After all substitutions q.nd adopting
the constant one obtained 5,9 Cm for slowing down length. Th:s r?sult
is higher than that given in [29] where 5,3 cm was obtained according to
the theory of intervals. But the applicability of this formula is obvious
because one obtains the same order of magnitude. The second approxi.-
mation shown in (4,3) gives 5,93 em. That shows a near result. The
calculations are incontestably cumbersome, but the case is similar w'th
the calculations according all formulae for one element which are known
to the author, where other operators and transforms are used.

Analysing the variation of the mean free path one comes to the
conclusion that the best way is to find c and after that to look the form
of diagram, and accord'ng to that to compose an analytical expression.
In the case of water one sees that these magnitudes are constant already
from u = 4 to u = 15, i. e. from E - 30keV to the thermal energy.
The same holds for A. So the linearity gets constancy, excluding the
"hump" in diagram for water. That justifies the adoption of the constant
mean free path.

Otherwise, the mathematical operations would be more cumbersome.

In the case of adoption of other variation forms, the procedure i:s
similar, but one meets various integrals. The calculations are performed
also for the exponential variation taken from [29J . After laborious nu-
merical calculations the author obtained the values near to the pre-
vious for both approximations.

The obtained formula is obviously lengthy as the before known
formulae for one element, but it can be successfully applied to various
cases.

In proved cases it is numerically shown that T7 and Ta are small
quantities compared to the dominant terms in the expression for Ls.

In the whole of this theory the l'Oughest approximation is in the
relations (2,6), which make, in the main, all theoreticians. It is clear
what difficult mathematical complications would arise if further terms
in those series were taken.

The author gives also the value for the length of extrapolation at
the end of the moderator with "black" spherical hole for a special ca,§e
when the radius of sphere is of order of magnitude of the mean free
path. The method known from the papers of Davison, Placzek, Seidel,
Mark, Le Caine and Kushneriuk [71, [6], [9] is used. The author pro-
ceides £rom integral equations these authors have given for various
forms and cases. Some results with E function are given particularly in
papers [6J and [12) The author gave incidentally the derivation which in
these papers was not given; that because of better survey.

In the special case of the same order of magnitude of radius and
mean free path, according to methods of these authors, here is obtained
d = 0,77 (6,32). The procedure of calculation is more simple than the
previous, and the result is in some terms similar to the Davison's and
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Marshak's. According to (6,5) and (6,6) one sees that the expressions
for d are quite different in the case of very large and very small radms
of black sphere with respect to the mean free path (0,7104) and (4/3).
That means inapplicability of these both these formulae for values of
R around mean free path, except with many mathematical difficulties,
and that was not attempted according to the author's information. An
interval ex'sts around R = I. for \-viLch there does not exist a good for-
mula. In this paper, with the result (6,32), a value is found, which cor-
responds to one point of that interval. The possible general formula for
a larger interval is not considered.
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