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O AMPLITUDAMA NORMALNIH ELIPTICKIH INTEGRALA III VRSTE
ZA KOJE SE TAKVI INTEGRALI REDUKUJU NA NORMALNE
ELIPTICKE INTEGRALE I I II VRSTE

Stanimir Fempl

1. Zamisao Legendre-a da elipti¢ke integrale dovodi na normalne forme
dovela ga je do vaZnog saznanja da se svi eliptiCki integrali raspadaju u tri
bitno razlidite i nesvodljive klase.

Za normalne elipticke integrale I i II vrste mogle su se nadiniti tablice
[1], tako da su raluni u kojima su se pojavljivale ovakve veli¢ine bili znatno
olakiani. To nije bio slutaj kad su se pojavljivali integrali III vrste za koje se
ne mogu naliniti tablice, jer se tamo, kao $to je poznato, pojavljuje i para-
metar. U takvom sludaju moralo se ostati pri razvijanju u redove, jednom dosta
muénom poslu. Usled toga se i§lo za tim da se barem specijalni normalni
integrali IIT vrste redukuju na one I i II vrste, kako bi se mogle upotrebiti
tablice. Tako je jo§ Abel [2] naSao da se uz izvesne veze izmedu modula i
parametra normalni elipti¢ki integrali III vrste mogu izraziti takvim integralima
I vrste i logaritmima jedne algebarske funkcije.

Od specijalnih amplituda integrala III vrste dolazila je u obzir samo ampli-
tuda g Tada imamo potpune normalne elipticke integrale III vrste i ovi se
mogu izraziti kombinacijama normalnih elipti¢kih integrala I i II vrste.

Cilj mi je da pokaZzem u ovom radu da se, koristeé¢i jedan stav koga ¢éu

ovde izvesti, jedan niz integrala III vrste sa amplitudama razli¢itim od T moZe
2

svesti na potpune integrale te vrste. Pri tome moraju amplitude zadovoljavati
izvesne uslove, a iz toga, onda, sledi moguénost izrazavanja elipti¢kih integrala
IIT vrste pomoéu normalnih integrala I i II vrste.

2. Oznaliéemo, kao Sto je to obicaj, sa
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normalne eliptitke integrale I, II i III vrste. Ovde je
A(@)=)1—kEsin?w,

9 je amplituda, ¥ moduo (0<Ck<(l), a n parametar. U izvodenjima ce se jo$
upotrebljavati komplementaran moduo k' na osnovi veze

K+ k2=1.

Stav koga izvodim mogao bi se nazvati multiplikacionom teoremom za
normalne eliptitke integrale IIT vrste. On sledi iz poznate adicione teoreme
za takve integrale koja glasi:

Kadgod tri amplitude ¢, ¢ i o zadovoljavaju uslov

coso=cos ¢ cos$—sine siny A(s), ¢))

tada je

k,c b, o
[[ex o+ ] @k H=]] e )+V(n+1)( T P b

i obrnuto. Pri tome je

sing sin{ sine [n(n+ 1) (n+ k%)

zan>0izan€ (—1,—k2
1+ nsin%c —nsin ¢ sin cos s A(o) = ( )

arc tg

(I)(CP’ ‘IJ, G)= ;

—lo
2 g

1+nsin® c—sin g sin ¢ [sin o V—n(n+ 1) (n+ k%) + ncos sA(c)

1+ nsin? 6+ sin¢ sin§ [sine | —n (n+ 1) (n + k%) — 1 cos 6A(c)
za n€ (—k%0)
Na osnovi toga imamo:

|1 KCREEDRS | KRR R | KRR (e (H o O v o9

[[e o e+ [] @ k=T 0 & 90+ ]/ " (n+ T Yev e w),

1 k m— ’k 'm — 1> Ym—1s Ym) 5
[[(nk<p)+11(n om—) =[] O & om)+ (H)(sz) LCRE

gde je prema (1)
COS Py 1= COS Py €COS @y — SN @y SIN Py A (Pyiq),
v=1,2,...m—1.

Obrnuto, ako uzmemo ¢, proizvoljno, a @,, ¢, ... ¢, tako da budu zadovo-
lieni ovih m—1 uslova, moéiCemo na osnovi adicione teoreme napisati nave-



O amplitudama normalnih elipti¢kih integrala I1I vrste 3

denih m—1 jednadina za Il. Saberemo li ih, dobiemo

n m—1
> D (P19 Py -

m [[ n, k, o) = H 0, K, om) + Wlm v=1

Dakle:
Ako velicine ¢y, @, ... 9m zadovojlavaju uslove
COS ¢,4+1 = COS P; COS @, —Sin ¢ sin @, A (@y44), )
v=1,2,...m—1,
onda je
[] o & om=m ] . &, %)—V—— - mf:l@(cpl, Pt (3)
| nt 1) (n+ K2 /S
Polaze¢i od ¢, mogu se postupno izrafunati velifine @,, @3, ... Qpm, a

moZe se poéi i obrnutim putem tj., polazeéi od ¢, mogu se postupno izralu-
nati veli¢ine @, 1, ... @, @p.

3. Problem svodenja normalnog eliptiCkog integrala III vrste sa nekom

. s i . . _

amplitudom razli¢itom od 5 na potpuni integral ima prosto reSenje ako se
n . PO

za @, uzme vrednost iR Tada leva strana od (3) postaje potpuni integral

koga ¢emo oznatiti sa I, a veli¢ina D (9;, Py, cpm=72—t) koju ¢emo oznaditi

sa @D ima vrednost

[ 2
Iarc tg sin ¢, sin cpm_ll/n—(’%_—lk—)] za n>0 i za n€(—1, —k?,
L ]

ilog 1 + n—sin ¢, sin @m;ly/—n(rzi})(n+k2)

: - — , Za n€(—k2% 0).
2 1+ 7+ sin @, sin 0, f —n(n+ D(n+ k2

D m—1 = ]

Usled toga jednacina (3) dobiva oblik

1 1 . g
H (n, k, Cpl) = ; IIO + ; V(m%—;k—% ':(Do(m b 2 o (P15 Pr—1s (Pv)] , (4)

y=2

dok se poslednja jednalina (2), usled A (p,)=4k" svodi na

1
‘& Pm—y =, Clgoy.

kl
Sada se iz prethodnih m—2 jednalina (2) izraunava — obrnutim redom —
COS Op—y , COS Pp3, ... COSP,, tako da se, konaéno veli€ina ¢, izraZava pomocéu

modula k.
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Veli€ina m je proizvoljan prirodan broj >1. Izneéu nekoliko konkretnih
sluajeva svodenja.

Za m=2, veli¢ina v, prema (2), prima jednu jedinu vrednost v= 1. Tada
otpada zbir na desnoj strani (4), pa ostaje

1 1y
[— — [ () ] ¢ ]
H("l, ka (Pl) 2H0+2 V(n+1)(n+k2)®0 ’
a uslovi (2) se svode na jedan jedini (cp.zz;—:)

ctg? o =k’.
Veliéina @, postaje

LY AR L :
arctg1+k,v — za n_>01 za n€ (—1,—k?,

o, 0(1) =

i (L+k2Yn+1—y '—n(n+k)
2 (1+k)2|/n+1+V~—n(n+k2)

Za m=3, izraz (4) se svodi na

a ne (—k=2 0).

H(I’l, k, (Pl) H + (n +_1)—’z;1~+—]€25[ Y (CPI’ P15 <P?)]

i izraz u srednjoj zagradi opet pretstavija jednu ciklometrisku ili logaritamsku
funkciju, dok se uslovi (2) svode na

€OS @y = €082 ¢, —sin® ¢; A (g,),
tg 1 ctg o
CP = ——
Iy 1

iz toga sledi uslovna jednalina za o
K k' sin®
S}_“ 1 _ COSZ 0, — SlIl @1 ,
Aey) A(ey)

tj., posle deljenja sa 1 +sing+£0,

k%sin® ¢, —2 k?sind o, —2sing, +1=0.

Lako se uverava da ova jednadina ima jedan jedini koren sin¢, izmedu 0i 1,
a njegova je vrednost

sin @1_;(1 Al 2—Ar2yi—At ),

gde je
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Unosenjem ovih vrednosti u poslednji izraz za Il (n, k, ¢,) dobiva se ta velilina
izraZena pomocu potpunog normalnog eliptitkog integrala I1I vrste i jedne ele-
mentarne funkcije. Sama vrednost za II (m, k, ¢,) nije od narofitog interesa i
stoga nije ovde izralunata. '

Za m=4 moglo bi se opet poéi od uslova (4), no moZe se izabrati i

. . S b e
kraéi put naime, prvo izraziti H(n, k, ;) sa 5 Il (n, k, ¢,) pomocu uslova

COS ¢y = cos” @ —sin® g; A(9y),
a zatim II (n, k, ¢,) izraziti potpunim integralom II; tj. uzeti uslov
ctg?® ¢, = k'

Iz poslednje dve jednaline izlazi

k' .
‘l/lﬁ =cos? ¢, —sin? ¢; | k',

into L LEK VK
sin? gy — - oot
A+ KV +k

t.

. . .1 .
Uz ova) uslov izraZava se H (n, k, ;) pomocu ZH itd.
0

Za vrednost m>4 rafuni ¢e se, razumljivo, komplikovati. Ali iz prethod-
nog izlaganja ipak se moZe izvuéi jedan opSti zakljulak:

Postoji beskrajan niz amplituda normalnih eliptickih integrala 111 vrste
koje, uz izvesne uslove, dozvoljavaju svodenje ovakvih integrala na potpune inte-
grale, dakle, koje dozvoljavaju izraZavanje takvih integrala pomocu normalnih
eliptickih integrala I i II vrste i pomocu jedne elementarne funkcije, ciklometri-
ske ili logaritamske.

Takode se moZe nesto reé¢i i o uzraCunavanju velitina ¢Qm—y, Qp—sg, - - P
iz amplituda ¢, i ¢;. Ako se, naime, jednadine (2) racionaliziraju, posle kradeg
ractuna, one se svode na oblik

(k"2 + k% cos® ¢, + k2 cos? g, — k2 cos? ¢, c0s? ¢, 1) OS2 ¢, — 2 COS Py COS @, 1 COS P, +
+ (k¥cos® @, cos? @,y + k'2cos? @, + k'2cost g, — k%) =0,v=1,2, ... m—1.
Odavde se vidi da se veli¢ine cos ¢, y, CO5Pp_s, ... COS @, dobivaju sukcesivno

Pm—1 Prn—g P2 4

iz jednc serije kvadratnih jednadina &iji su koeficijenti polinomi po kosinusima
amplituda neposredno viSeg indeksa i po cos ;.

Napomenuo bih jo§ ne$to o vrednostima potpunih integrala III vrste koji
¢e se pojaviti prilikom svodenja. Ako se sa A (k,¢) obeleZi jedna linearna kom-
binacija normalnih elipti¢kih integrala 1 i 1I vrste

Ak, b) = EF (k',4) + FE (K', §) — FF (K', 4)
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gde su F i E potpuni integrali I i II vrste, tada — na osnovi jednog ranijeg
rada [3] — za pozitivno # 1 stavljajuéi n=ctg?¢ imaéemo

ing cosy [ i ALty
I __Snycosy [Z+ Ftg yl—k’zsm%——/\(k,v.};)]

o V1—kZsin2y]2

za n€ (—1,—k?), stavljajuéi n= — 1+ k’?sin? ¢ imacemo

_ QEE@ T Ak

H04F+k’2sin¢cosqu 2 (k, 4) ,
dok za n€ (—k2,0), stavljajuéi n= —k?sin?¢ imamo
Mo-r+2rwe,
0 AWy .

gde je

MoZe se primetiti da u ovim izlaganjima nije tretiran sluéaj parametra
integrala III vrste n<{—1. Ovaj sluCaj ne dolazi u obzir iz sledeceg razloga.
Posto se radi o svodenju na potpuni integral IIl vrste, za vrednost podinte-
gralne promenljive

. 1
0 =arc sin —
)y —n

koja se nalazi izmedu integralnih granica 0 i%, podintegralna funkcia ima dis

kontinuitet. Usled toga je integral II, divergentan, pa taj slufaj otpada.

4. U izloZenim redukcijama su moduo k i parametar n integrala III vrste
— uz navedena ogranitenja — bili potpuno proizvoljni. Ako se i za njih postave
medjusobne veze, mogu se posti¢i dalja upro3éenja, te potpuni integral 111 vrste
izraziti samo potpunim integralom I vrste. Ovakvi problemi obradeni su u mom
ranijem radu [3], a interesantno je napomenuti da veze izmedu modula i para-
metra imaju istu strukturu kao i jednaCine (4), samo mesto k stoji k', dakle

cos Yy =cos &y cos g, —sind; sind, A (4,4q), v=1,2, ... m—1,
gde je
5y (@)= T K 5inf o
i gde treba staviti n=ctg®{;, za n>0 i n= —1+Kk'2sin%; za n€ (—1,—k?).
Za n¢ (—k% 0) veze su iste kao i jednadine (4), pri emu samo treba staviti
n= —k?%sin?{,.

5. U navedenim izlaganjima uziman je Legendre-ov tip eliptitkog integrala
za normalni tip. Pokazalo se da nije opravdano jednoj izvesnoj formi elipti¢kog
integrala III vrste dati neku naroitu prednost, a s tim u vezi i jedno narotito
funkcionalno obeleZje, jer su se nasle 1 mnoge druge ravnopravne forme. Na

osnovi Jacobi-jeva stava da se Legendre-ov normalni tip eliptickog integrala
Il vrste koji sadrZi tri argumenta svodi na funkcije koje sadrZe samo dva
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argumenta, izgledalo je da su ovi integrali izgubili svoju aktuelnost. No, u ve-
likom broju sluéajeva, narofito u geometriskim primenama i kada se radi o
jednostavnijim transformacijama, uzimanje Legendre-va tipa za normalan tip
imalo je svoje opravdanje, tim pre §to se Legendre-ova metoda odlikuje svojim
narofito elementarnim karakterom. Kada se jo§ uzme u obzir da prelaz na
eliptitke funkcije Cesto puta oteZava i formalno i numeri¢ko raunanje sa inte-
gralima III vrste, tretiranje Legendre-ova tipa moZe i nadalje biti od interesa.
Iz tih se razloga i pristupilo ovom radu.
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ZUSAMMENFASSUNG

UBER DIE AMPLITUDEN DER ELLIPTISCHEN NORMALINTEGRALEN III GATTUNG
FUR WELCHE SICH SOLCHE INTEGRALE AUF ELLIPTISCHE NORMALINTEGRALE
I U. II GATTUNG REDUCIEREN

Stanimir Fempl

In dieser Abhandlung wird ein Satz ausgefiihrt auf Grund dessen sich eine Folge von
elliptischen Normalintegralen 111 Gattung mit verschiedensn Amplituden durch volistindige
Integrale derselbcn Gattung ausdriicken lasst.

Im Satz ist gezeigt dass (3) immer gillt sobald die Amplituden den Bedingungen (2)
geniigen, und umgekehrt. Dabei ist ® eine elementare Funktion, und es hingt vom Parameter
des Integrals 1II Gattung ab, eas diese Funktion eine zyklometrische oder eine logaritmische

n
ist. Wenn man in (2) und in (3) setzt g, = 2° so folgen die Reduktionen im angefiihrten Sirua.

Die Grosse m ist eine beliebige natiirliche Zahl > 1, und fiir verschiedene Werte von
m bekommt man eine Folge spczieler Integralen III Gattung ausgedriickt durch vollstindigen
Integralen derselben Gattung.



