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DEUX INEGALITES
POUR DES FONCTIONS CONVEXES

Sever Silvestru Dragomir, Borislav Crstici

On donne quelques inégalités pour des fonctionnelles linéaires et positives sur
une algébre des fonctions réeles.

Soit T' un ensemble non vide et F(T') une algebre des fonctions réelles munie
de la relation d’ordre canonique

r>yeat)>ylt), teT, zye ()

1. Supposons que f: I CR — R est une fonction convexe sur I.
Théoreme 1. Si A, B, C sont trois fonctionnelles linéaires et positives sur F(T),
alors pour tout x,y,z,a,b,c € F(T) vérifiant les conditions

1° 2(t) < y(r) < z(s), pour tout t,r,s € T

2° x,y,z:T—Tet fox,foy foze F(T);

3% a,b,c>0;

on a l'inégalité

(1) Byb) BI(foy)t] Bb| >0,

Parce que f est convexe, on a 'inégalité
x(t)  f(x(t))

1
(2) y(r) fly(r)) 1]>0
z(s)  f(z(s)) 1

pour tout t, 7, s €T
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En multipliant la relation (2) avec a(t)b(7)c(s) > 0, nous obtenons

a(t)e(t)  fle(t))a(t) a(t)
b(r)y(r)  fly(r))b(r) b(r)| >0
c(s)z(s)  flz(s))e(s)  e(s)

Pour tout 7, s fixés, nous avons dan l'ordre de F/(T), 'inégalité suivante

(fox)a+t ‘ I;(T)y(T) F(y(r)b(r) a>0.

En appliquant la fonctionnelle A, nous avons

Alwa)  Al(fox)a]  Aa
b(r)y(r)  [fly(r))b(r) b(r)| >0
c(s)z(s)  flz(s))e(s)  els)

pour tout 7,5 € T

En continuant le raisonement, nous obtenons 'inégalité (1).

Conséquences.

1° Dans Uhypothése de la Théoréme 1, nous avons

A(xa) Al(fox)a] Aa
) Al(fey)] Ab|>0.
A(ze) Al(foz)e] Ac

Si A( ) =1, il résulte:

Ar A(fex) 1
Ay A(foy) 1|>0.
Az A(foz) 1

2° Pour toul x,y,z > 0 vérifiant la condition 1°, nous avons

Az A(xP) 1
Ay A(y’) 11>0
Az A(ZP) 1

ot A( )=1etpeN,p>1.

3° Six,y,z € F(T) implique e®,e¥,¢* € F(T), alors pour z,y, z vérifiant la
propriété 1°, nous avons
Az A(e®) 1
Ay A(e¥) 1| >0.
Az A(e®) 1
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o
2. Dans la suite, nous considérons une fonction f: I C R — R convexe dérivable
o
sur /.

Théoréme 2. Si A, B sont deuxr fonctionnelles linéaires et positives sur F(T),
alors pour tout x,y,u,v € F(T) vérifiant les conditions:

a) v,y T =T et fox,foy (Df)ox e F(T) ot (Df)(s) := f'(s) pour tout
s € Io;
b) u,v > 0;
on a l'inégalité
(3)  Alu(f o 2)]Bo+ Alu(Df o )] B(yo) < Aleu(Df o 2)]Bv + AuBo(f o ).
Parce que f est convexe et dérivable, pour tout t,7 € T
on a 'inégalité:
Fla®) + (y(r) — 2() (Df)(x(t) < fy(r).

En multipliant avec u(¢)v(7r) > 0, nous obtenons

fa@)u)v(r) + Df(e)u(t)v(r) <z(@)Df(e())u(t)v(r) +u(t)f(y(7))v(r)
pour tout ¢, 7 €T
En fixant 7 € T, nous avons dans ’ordre de F(T)

v(T)(f o 2)u+y(T)o(T)(Df o x)u < v(r)au(Df o x) + f(y(r))v(r)u.
En applicant la fonctionnelle A, nous obtenons dans F(T)
A[(f o x)ulv+ A[(Df o 2)ulyv < A[(Df o x)zulv + (Au)[(f o y)v].
En applicant encore B, nous obtenons (3).

Conséquences.

1951 A F(T) = R est une fonctionnelle linéaire et positive, alors on a les
mégalités sutvantes

A[(f o w)ulAv + ATu(DF o )] A(y) < Aleu(Df o 2)]Av+ AuA[(] o y)1]

et
Au(Df o )] A(yo) < AL(Df o2+ f oy — [ o )] Au.
Si A( ) =1, nous obtenons

ADfox)Ay — A(Dfox) < A(foy— foux).
2° 51 A, B sont deux fonctionnelles linéaires et positives, p €N, p > 1, alors
1 1
AP~ u) B(yv) < —A(2Pu)Bu + —A(u) B(y* v)
q p

ot 1/g+1/p=1 et x,y,u,v> 0.
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En faisant p = 2, nous obtenons
A(xu)B(yv) < [A(xzu)Bv + AuB(yzv)],

A(2*)B(y*) < s[A(«®)By + Az B(y%)].

N = N —

On peut voir aussi lest travaux [1]-[5].
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