
Univ. Beograd. Publ. Elektrotehn. Fak.

Ser. Mat. 3 (1992), 17{20

DEUX IN�EGALIT�ES

POUR DES FONCTIONS CONVEXES

Sever Silvestru Dragomir, Borislav Crstici

On donne quelques in�egalit�es pour des fonctionnelles lin�eaires et positives sur

une alg�ebre des fonctions r�eeles.

Soit T un ensemble non vide et F (T ) une alg�ebre des fonctions r�eelles munie
de la relation d'ordre canonique

x � y , x(t) � y(t); t 2 T; x; y 2 F (T ):

1. Supposons que f : I � R! R est une fonction convexe sur I.

Th�eor�eme 1. Si A, B, C sont trois fonctionnelles lin�eaires et positives sur F (T ),
alors pour tout x; y; z; a; b; c 2 F (T ) v�eri�ant les conditions

1� x(t) � y(� ) � z(s), pour tout t; �; s 2 T ;

2� x; y; z : T ! I et f � x; f � y; f � z 2 F (T );

3� a; b; c � 0;

on a l'in�egalit�e

(1)

�
�
�
�
��

A(xa) A[(f � x)a] Aa

B(yb) B[(f � y)b] Bb

C(zc) C[(f � z)c] Cc

�
�
�
�
��
� 0:

Parce que f est convexe, on a l'in�egalit�e

(2)

�
�
�
�
�
�

x(t) f(x(t)) 1
y(� ) f(y(� )) 1
z(s) f(z(s)) 1

�
�
�
�
�
�
� 0

pour tout t; �; s 2 T .
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En multipliant la relation (2) avec a(t)b(� )c(s) � 0, nous obtenons

�
�
�
�
��

a(t)x(t) f(x(t))a(t) a(t)
b(� )y(� ) f(y(� ))b(� ) b(� )
c(s)z(s) f(z(s))c(s) c(s)

�
�
�
�
��
� 0:

Pour tout �; s �x�es, nous avons dan l'ordre de F (T ), l'in�egalit�e suivante

�
�
�
�
f(y(� ))b(� ) b(� )
f(z(s))c(s) c(s)

�
�
�
� ax�

�
�
�
�
b(� )y(� ) b(� )
c(s)z(s) c(s)

�
�
�
� (f �x)a+

�
�
�
�
b(� )y(� ) f(y(� ))b(� )
c(s)z(s) f(z(s))c(s)

�
�
�
� a � 0:

En appliquant la fonctionnelle A, nous avons

�
�
�
�
�
�

A(xa) A[(f � x)a] Aa

b(� )y(� ) f(y(� ))b(� ) b(� )
c(s)z(s) f(z(s))c(s) c(s)

�
�
�
�
�
�
� 0

pour tout �; s 2 T .

En continuant le raisonement, nous obtenons l'in�egalit�e (1).

Cons�equences.

1� Dans l'hypoth�ese de la Th�eor�eme 1, nous avons

��
�
�
�
�

A(xa) A[(f � x)a] Aa

A(yb) A[(f � y)b] Ab

A(zc) A[(f � z)c] Ac

��
�
�
�
�
� 0:

Si A( ) = 1, il r�esulte:
�
�
�
�
�
�

Ax A(f � x) 1
Ay A(f � y) 1
Az A(f � z) 1

�
�
�
�
�
�
� 0:

2� Pour tout x; y; z � 0 v�eri�ant la condition 1�, nous avons

�
�
�
�
�
�

Ax A(xp) 1
Ay A(yp) 1
Az A(zp) 1

�
�
�
�
�
�
� 0

o�u A( ) = 1 et p 2 N, p � 1.

3� Si x; y; z 2 F (T ) implique ex; ey; ez 2 F (T ), alors pour x; y; z v�eri�ant la

propri�et�e 1�, nous avons
�
�
�
�
�
�

Ax A(ex) 1
Ay A(ey) 1
Az A(ez) 1

�
�
�
�
�
�
� 0:
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2. Dans la suite, nous consid�erons une fonction f :
�

I � R! R convexe d�erivable

sur
�

I .

Th�eor�eme 2. Si A, B sont deux fonctionnelles lin�eaires et positives sur F (T ),
alors pour tout x; y; u; v 2 F (T ) v�eri�ant les conditions:

a) x; y : T ! I et f � x; f � y; (Df) � x 2 F (T ) o�u (Df)(s) := f 0(s) pour tout

s 2
�

I ;

b) u; v � 0;

on a l'in�egalit�e

(3) A[u(f � x)]Bv +A[u(Df � x)]B(yv) � A[xu(Df � x)]Bv +AuB[v(f � y)]:

Parce que f est convexe et d�erivable, pour tout t; � 2 T

on a l'in�egalit�e:

f(x(t)) +
�
y(� ) � x(t)

�
(Df)(x(t)) � f(y(� )):

En multipliant avec u(t)v(� ) � 0, nous obtenons

f(x(t))u(t)v(� ) +Df(x(t))u(t)v(� ) � x(t)Df(x(t))u(t)v(� ) + u(t)f(y(� ))v(� )

pour tout t; � 2 T .

En �xant � 2 T , nous avons dans l'ordre de F (T )

v(� )(f � x)u+ y(� )v(� )(Df � x)u � v(� )xu(Df � x) + f(y(� ))v(� )u:

En applicant la fonctionnelle A, nous obtenons dans F (T )

A[(f � x)u]v +A[(Df � x)u]yv � A[(Df � x)xu]v + (Au)[(f � y)v]:

En applicant encore B, nous obtenons (3).

Cons�equences.

1� Si A : F (T ) ! R est une fonctionnelle lin�eaire et positive, alors on a les

in�egalit�es suivantes

A[(f � x)u]Av +A[u(Df � x)]A(yv) � A[xu(Df � x)]Av + AuA[(f � y)v]

et

A[u(Df � x)]A(yv) � A[u(Df � x+ f � y � f � x)]Au:

Si A( ) = 1, nous obtenons

A(Df � x)Ay �A(Df � x) � A(f � y � f � x):

2� Si A, B sont deux fonctionnelles lin�eaires et positives, p 2 N, p � 1, alors

A(xp�1u)B(yv) �
1

q
A(xpu)Bu+

1

p
A(u)B(ypv)

o�u 1=q + 1=p = 1 et x; y; u; v � 0.
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En faisant p = 2, nous obtenons

A(xu)B(yv) �
1

2

�
A(x2u)Bv + AuB(y2v)

�
;

A(x2)B(y2) �
1

2

�
A(x3)By +AxB(y3)

�
:

On peut voir aussi lest travaux [1]{[5].
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