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BEMERKUNG ZU DER ARBEIT

VON A.M. OSTROWSKI ,,NOTIZ �UBER

MAXIMALWERTE VON POLYNOMEN

AUF DEM EINHEITSKREIS\

Ernst Mohr
y

1. Gegeben sind zwei Polynome (m;n � 1)

f(z) = zm + � � � = (z � �1)(z � �2) � . . . � (z � �m)(1)

g(z) = zn + � � � = (z � �1)(z � �2) � . . . � (z � �m):(2)

Mit der Bezeichnung Mf := maxjzj=1 jf(z)j beweist A.M. Ostrowski in seiner

Arbeit [1] die Ungleichung

Mfg � �MfMg; � =

�
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�

8m
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�
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:

Wir zeigen: es gilt die versch�arfte Ungleichung

(3) Mfg > �1MfMg ; �1 =
1

2m
�
1

2n
> �:

2. F�ur ein Polynom h(z) = zl + � � � = (z � z1) � . . . � (z � zl), jz1j � 1, . . . , jzlj � 1

(l � 1) ist

Mh = max
jzj=1
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�����
das hei�t: mit w = 1=z, �(w) = (1� z1w) � . . . � (1� zlw)

Mh = max
jwj=1

j�(w)j = max
jwj�1

j�(w)j; �(0) = 0:

Daraus folgt (Maximum-Prinzip)

(4) Mh � 1
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mit dem Zusatz = 1 genau dann, wenn z1 = . . . = zl = 0.

Anderseits ist

(5) Mh � 2l

mit dem Zusatz: = 2l genau dann, wenn

z1 = . . . = zl = ei# (# reel).

3. F�ur ein �, j�j > 1, ist der an jzj = r gespiegelte Punkt
1

��
,
��� 1
��

��� < 1, und es ist

(6) (z � �) =

�
z �

1

��

�
� �� �

�� z

1� ��z
;

���� z � �

1� ��z

���� = 1 f�ur jzj = 1.

4. Die �� und �� in (1) und (2) seien so numeriert:(
�1; . . . ; �p j �p+1; . . . ; �m; j�p+1j > 1; . . . ; j�mj > 1

�1; . . . ; �q j �q+1; . . . ; �n; j�q+1j > 1; . . . ; j�nj > 1:

Mit den Abk�urzungen

F (z) = (z ��1) � . . . � (z � �p)

�
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1

��p+1

�
� . . . �
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�
; A = ��p+1 � . . . � ��m

und den analogen f�ur g(z) ergibt sich infolge (6) aus (1) und (2) (leeres Produkt

= 1)

f(z) = F (z) �A �

mY
p+1

�
�� � z

1� ���z

�
; g(z) = G(z) �B �

nY
q+1

�
�� � z
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�
:

Nach (6) ist

(7)

Mf =MF � jAj; Mg = MG � jBj; Mfg =MFG � jAj � jBj

Mfg

MfMg

=
MFG

MFMG

:

Auf F (z), G(z) und F (z)G(z) tre�en die Voraussetzungen in 2 zu: nach (4) und

(5) mit den Zusatzen gelten die Ungleichungen

MFG � 1; MF � 2m; MG � 2n;

in denen mindestens einmal das Gleichheitszeichen nicht auftritt! Daraus und aus

(7) folgt (3).
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