PUBLIXACIJE ELEKTROTEHNICKOG FAXULTETA UNIVERZITETA U BEOGRADU
PUBLICATIONS DE LA FACULTE D'ELECTROTECHNIQUE DE L'UNIVERSITE A BELGRADE

SERIJA: MATEMATIKA I FIZIKA — SERIE: MATHEMATIQUES ET PHYSIQUE

N 11 (1957)

COMPLEMENTS AU TRAITE DE KAMKE. V.
D. S. Mitrinovitch

1. Cette Note fait suite & nos notes antérieures [1], ayant pour but de
compléter et augmenter le Recueil d’équations différentielles inséré dans le Traité
de Kamke [2].

Dans la présente Note nous allons indiquer des équations différentielles
linéaires, intégrables au moyen des quadratures et des fonctions spéciales
(fonctions de Bessel, de Pochhammer, etc.) ayant, entre autres, la forme suivante

dr+k dr—1y

y dry _ ~ dy ‘
- Agx" — "=+ At +ocet Ay x—=—+ Ay |=0.
(1) dx"+k f(x)[ o dxn 1 dxn—1 1xdx y]

(n, k nombres naturels; 4, constantes quelconques).
Chez Kamke [2], on trouve seulement quelques équations particuliéres
du type (1).
2. Considérons I’équation différentielle

) Yr+rO—f(x) L[y]=0

avec

(3 Llyl= D(=1v! (L)x=vpe=v, (0l=1, yO=y),
V=0

ou yO=dyldx (r=1, 2,-- -, n+k).
L’équation (2) appartient au type (1).
En posant L{y]=z, on a, aprés la dérivation successive,
zl = xny(’l + ])’
2! = (xn) ’y(n+1) + xny(n+2)’
z//l o (xn) /ly(n +1) + (f )(x") Iy(n -+2) + xny(n +3)’
@
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avec (x7)©=ds(x")/dxs.
Le résultat de I’élimination des k quantités

y(n +1), y(n 3 ... y('l +4&)

entre les (k+ 1) relations (2) et (4), quelques transformations étant préalable-
ment effectuées, est la relation suivante:

Z x" 0 (] + (= D*xkn f(x)z=0.
z" (x7) x" 0 '
P ( x,,)r/ ( f ) ( x,,)l 0

=D (xn)k—2) (sz)(xn)(k-—Zi) X"

20 e (e ey

k—2

La derniére équation, aprés le développement du déterminant d’ordre k y
intervenant, prend la forme suivante
(5)  xkz® 4 g xk—1z¢—D 4 g xk—27G=D 4 . .. f g xz' —x"Hkf(x)z=0,
ol les coefficients g, sont des fonctions de »n et de k, & savoir:

a,=(—1)'r!(k:l)(n+:_l), r=1, 2, -+, k—1).

L’équation (5) s’écrit aussi sous la forme suivante

20— ("j‘)(xn)'z(k—w (";1) (n) =D L g (= T (:::)(x")(k_')z’

) —f(x)x"z=0,
ou bien

!

W4 g () 2k D4, (x) 26D+ - 4 g ()7 —f(X)xz=0,
avec

gr(x)=(_ 1)’—1 (k:-_l) (x")b)’ r= 1’ 2’ Sty k— 1-
Par suite, I’équation linéaire (2) se réduit & I’équation (5), suivie de 1’équa-
tion linéaire L[y]=z.

L’intégrale générale de I’équation homogéne L[y]=0 est
y=Cx+ Cox®+ - - - + C,x* (C, constantes d’intégration).

Pour trouver la solution générale de I'équation compléte L[y]=z, il reste
4 lui appliquer la méthode de variation des constantes, qui est due & Lagrange.
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Lorsqu’on admet k=2, 3, 4, lequanon (5) prend les formes respectives
suivantes:

6) x¥2" —nxz' —x"*2f(x) z = 0,‘

™ Xz = 22+ 1) X2 =Y () 2= 0,
®)  XO-3m 4 3n () X2 —n(n+ 1) (n+2) X2 — 2" A (1) 2 =0.

Toutes les fois ol les équations (6), (7), (8) s’intégient, il en sera de
méme de P’équation (2) pour k=2.3, 4. Dans la suite, nous. allons illustrer
ceci par quelques exemples convenablement choisis.

3. Prenons I'équation {cf. [2], p. 440, équation 2.162 (6)}

) x2"+ (1=2V)xz' + V2 (x® + 1 =vH)z=0 |
dont la solution est ’ ’ ‘ '
z=x"Z_ (x"),
ol Z, désigne
Z,() =G () + Cd - (1), (v == nombre entier);
et ; ‘
Z,(t)=CJ, (¥ + C,N,. (D, (v =nombre bentier).

(C, et C, sont ici des constantes d’intégration, J, () et N (#) les fonctions
de Bessel de premiére et seconde espéce {¢f. aussi [3], p.305 - 312}
En comparant les equatlons (6) et (9) on obtlent B
n=2v—1, f@X)=vi[(v*—1)%x— 1_x—1],

v

ou v=1, 2, 3,- tandls que, dans (9), cette restriction ne s 1mposa1t pas.
Par suite, la solutlon générale de l’equatlon '
(10) X2V Ly @Y HD_y2 (224 ) [xzv —1, @ —1)
. _1 y (2v—1 X2V — 2y @V _3)_.*_ Co=@2v=1)! 2v—1 -0
- '(1 ' _ o 1) [T

s’exprime a l;aide des fonctions de Bessel.

La comparaison de I'équation (6) avec
1. . _ o xz"+j ‘(‘1—2v),z’,+xz.=0
{c/.‘ [2], p. 440, é’quétibn 2.162(8) } fournit:

. n=2v—1, f(x)——x

v étant un nombre naturel, tandis que dans (11), cette restiction n'a pas été
nécessaire. .
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Ftant donné que la solution de (11) est
z=x" Zv (x),

on voit que I’équation (2), correspondant a ce cas, & savoir
q qua )

2v—1
X2 p @Y FD 4 BV—1y @V =1 1) ( Vl 'xzv_.zy(zv -4 ...

2v—1
+H(=D (v —1)! (2;_1)y=o,
s’intégre aussi au moyen des fonctions de Bessel.
Appliquons maintenant le méme procédé a I'équation
(12) x%2" +axz’ + (bx"+¢c)z=0, (m#0, a, b, c constantes)

qui embrasse les équations (9) et (11) comme des cas particuliefs.
La solution générale de ’équation (12) est {cf[2], p. 440, équation 2.162 (1a)}

1-——a

I 2 - S
z=Xx 2 Zv(;]/be), v=—\(1—a)—4c, b#0;

1—a+}5- i—a—_}l -
z=Cx 2 +GCx 2 ,p=|(l-af—4c #£0, b=0;

e
z=x 2 (C;+ Cylogx), (1—a)?—4c=0, b=0.
Toutes ces formules sont écrites sous la condition que x>0.
En confrontant les équations (6) et (12), on trouve
(13) n=—a, f(x)=-—x*"2({bx"+c),

a devant étre: —1, —2, —3,...
Si T'on introduit les données (13) dans I'équation

yerd—f(x)LI[y]=0,
on a l’équation linéaire dont la solution est une fonction qui s’exprime au
moyen des fonctions de Bessel, suivies des fonctions élémentaires.
Parmi les équations de ce type se trouve aussi la suivante

ax? yetD 4 gny @1 1(7) xr—Ly=D 4 (=D !(?)y=0

(n nombre naturel; «, p nombies quelconques) dont la solution générale
s'exprime au moyen des fonctions de Bessel. Dans le Recueil de Kamke ne
se trouve pas ladite équation, pas méme ses cas particuliers suivants:

iz

axty” +xy'—y=0,

o xpy’"" + x2y" —2xy’ 4 2y =0,
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La mise en correspondance de l’équation (6) avec une autre équation,
convenablement choisie, peut étre poursuivie. Ainsi, par exemple, on peut
utiliser, dans le but mentionné, les équations suivantes du Recueil de Kamke [2]:

2,97, 2.98, 2.99, 2.103, 2.104, 2.105, 2.106, 2.138, 2.140,
2.176, 2.179, 2.187, 2.400, 2.409, etc.

L’équation 2.138 a la forme
(14) xz"' +az' — «i (x—-2a—4b)z=0, (a, b constantes),

et se raméne, au moyen de la transformation z=wuexp(—x/2), & I’équation
(15) xu”"+b—x)u'—au=0,

ce qui est I’équation confluente hypergéométrique.
En mettant en correspondance 1’équation (6) avec (14), on obtient

(16) . n=—a, f®= % X3=2 (x — 2a— 4b),
a devant prendre les valeurs: a=—1, —2, —3, ...

En ce cas, nous avons l’équation
17) Ye+rD—f(x) L [y]=0

admettant la solution qui s’exprime a l'aide des fonctions hypergéométriques
confluentes (fonctions de Pochhammer).

Lorsque la différence b—a est un entier positif, la solution de (17),
avec (16), s’exprime au moyen des fonctions élémentaires.

4. Considérons parallélement les équations (7) et celle de Burchnall—
Chaundy {cf. [2], p. 516, équation 3.49}:

amn X2 —3(p+q)xz"+3p(3g+ 1)z’ —x?z=0
(p, ¢ nombres entiers positifs).
La solution de (17) est

p—1

a—1 3
z=H (6-3}1—1)[[ (6—3v_2)2 Cr €xp (exx),
=0 v=0 k=1

avec 8=x(d/dx) et g, les solutions de €3=1.
L’équation (7) se raméne a (17), lorsque les conditions
(18) 2n=3(p+q), n(n+1)=3p3g+1), f(x)=x—"

sont remplies.
La réduction de (7) a (17) s’effectue, ce qui résulte de (18), pour tous
les entiers positifs p, ¢ véiifiant I'équation diophantienne
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(19) AP 3(p+q)2+2(p+q) 4p(3q+l),‘,
qu1 secrlt ausm sous la forme
2 1 t
e T =TT s t 1, 4
P 3 -1 1 3 -1 #

¢t étant un paramétre,
L’équation (19) se décompose en
p=q et p—q=2/3.
Comme 1’équation indéterminée
P—a=2/3

n’a aucune solution en nombres ent1ers il resulte grice 4 l'équation p=gq,
que la solution la plus générale de I'équation (19), en nombres npaturels, est
définie par

p=N, g=N, (N nombre naturel arbitraire)

Mettant a prof1t le résultat obtenu 01-dessus on peut énoncer la propo-
sition suivante. ;

L’équation différentielle
(20) X3V BN +3) _ 43N 6N 1 11 (3]N ) X3N—1 YBN—1) 3 ( 3;’ ) x3N—2BN—2)
A EIVENY (=0

est intégrable et sa solution générale est définie par

11

Q1) N yen_ 1'( N)x.w_l JON=U 4L +(—,1)?N(3N_)“z(_§x) y=z,

avec : : ' —

N—1 N—l
z—H(a 3}1.—1)1_[(6 3v— Z)ZCkexp(ekx)
v=0

(0 =x(d/dx), &x racines - de l’equanon &= 1)

La solution de l’equatlon homogeéne, correspondant a (21) est
y=Byx+Byx2+ - - - +Bgyx®N, (B constantes d’intégration).

Si 'on y applique la méthode de’ varlatlon des constantss, on aura la
solution générale de-Féquation €21), ce -qui se fait. sans' difficulté. .

En dehors du cas indiqué, il est difficile de trouver d’autres, pouvant
étre confrontés avec ’équation (7). Cest encore -plus difficile sl s’agit de
’équation (8).

[
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5. A présent, nous allons considérer un autre type d’équations. linéaires,
a savoir:

o 7 S _
22) Z Ji(x) Ly, [¥1=0, (Ni entier non négatif),
k=1

ou Pon a
\

LNIyJExNyW)—l!'"(’:’)'aéNﬂy(N-D%z!( )xN ByN—D_ .. +(—1)NN" )

L'expression différentielle Ly[y], si Pon y pose j=xz, brend la forme
trés simple que voici

23) Ly[xz]=xN+1zM,
Grace a (23), I'équation (22) devient

n

(24) DN (x) 20 =0,

k=1
L’ordre de I’équation (24) est
o ‘ v = max (Ny, Ng,+ « -, N,).
Lorsque
b= min (Nla N2" ‘ot Nn) ‘

l’équatlon (24), par le changement z("=w, se transforme en une équation liné-
aire (appelons-la: équation E) dont I’ordre est v—p.

L’équation (24) a, comme solutions particuliéres, les fonct1ons
x, x3,. .+, xP,

Une équation de telle espéce est par exemple
(25) fi ()" —3x2 " + 6xy' — 69) + fo(x) (B — 2x) + 29) + f3(x) (xy -»)=0.
- . Dans ce cas, 'équation (24) .et son équation (E) sont respectivement:
X2 fi(X)2" 4 xfo(X)z" + f3 (x)z' =0, o i
XY, (W + xfy () ' +f3 () =O.

La derniére équation peut servir comme equatlon de comparalson en
sens employé plus haut.

6. Nous allons indiquer une variante de dernier procédé sur des équations
linéaires de troisiéme et de quatriéme ordre.

e
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Envisageons l’équation
(26) Y (x) (Py —2xy" + 29} + g (x) (x)' —y)=0
qui se transforme, par le changement y = xz, en celle

xu”+ [x¥f () +3] v+ x2g(x)u=0, (' =u),

équation qui se préte bien & la confrontation envisagée dans cette Note.

L’équation
27 YD +f(x) (3" = 3x%" + 6xy" — 6y) + & (x) (xPy" —2xy" +2)

+h(x) (xy'-y)=0,
a l'aide de changement y=xz, regoit la forme
xz® +42"" + x4 ()" +x3g (x) 2" + xBh (x)z' =0

ou bien
(28) xu'' +[xAf () + A u’’ + x3g () u' + xBh (x)u=0 (' =u).

Etant donné qu'on a de nombreuses équations du type (28), dont les
solutions, pour des fonctions f(x), g(x), h(x) convenablement chosies, sont
exprimables par des quadiatures et des fonctions spéciales, on pourra con-
struire des équations de la forme (27), intégrables également par fonctions
mentionnées.

6. L’équation (2), a I'aide de la substitution

(29) y=xt, t=t (X),
se transforme en la suivante
(30) xu®+(k+n) uk—D—xr+1f (x)u=0,

avec tM=y, 1™ =dr/dx".
On passe de 1’équation (5) & (30) par la transformation
@31 xP YW =z,

ce quon obtient si I'on pose y=xt dans la relation L [y]=2z, ot L [y] est
défini par (3).

La correspondance établie entre les équations (5) et (30) permet de
vérifier que le coefficient q,, figurant dans P’équation (5) a, & la verité, la
forme suivante

a,=(—1)yr! ("j‘) ("*’r“), r=1,2, -, k=1).

Le fait indiqué peut étre employé pour augmenter le Recueil de Kamke

d’équations intégrables. '
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Illustrons ceci sur l'équation de Perron {cf. [2], p. 502, équation 2.409}
x2y" +ax¥ =y’ +(a—1)2u=0, '
dont la solution générale est
y=Cycos (x!—9) + C, sin (x179), (@>0 et a#l),
(C,, C, constantes d’intégration).
L’équation de Perron peut étre mise sous la forme
xu’ +au' +(a—1)2x1—2u=0.
L’équation (30), pour k=2, devient
xu”' +(n+2)u' —x"T1f(x)u=0.
Si 'on compare les deux dernidres équations, on obtient
n+2=a, f(x)=—(@a—1)2x—2"n,

On en déduit
n=a=2, f(x)=—(a—1)*x—%+2
oll a (>2) désigne un nombre naturel.
Par suite, ’équation (2) de la forme

a—2
Y@+ (a—1)2 x—%a+2 2 (— I)vv!(“—z) x8—1=Yye—2—"1_(,
v
v =0

avec a (>>2) nombre naturel, s’intégre a l'aide des quadratures.

Des exemples de cette nature on peut.indiquer dans un grand nombre
de cas. :
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REZIME o
DOPUNE KAMKE-OVOM DELU

Nota V
'D. S, Mitrinovic

" Ovo je peti iz serije- &lanaka [1] kojima je ¢ilj upotpun;avan_]e i uveéa-
vanje Kamke-ove zbirke diferencijalnih jednalina.

U ovom ¢&lanku pokazuje se kako se mogu obrazovati dlfercncljalne je-

dnatine oblika (1), koje se mogu integraliti pomoéu kvadratura i nekih speci-
jalnih funkcija.



