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715. SUR UNE INEGALITE DE LA NORME*

Domenico Delbosco

1. Introduction.

Dans Ie livre [1] on trouve formulee et demontree I'inegalite suivante: quels que
soient les nombres reels ou complexes x et y on a

(1.1)

ou cp =
2p-1 (p> 1) et cp= 1 (O~p~l) sont les meilIeures constantes.

II est facile a demontrer (voir § 2) cette simple generalisation an

IXI +... +xn IP~cp,n (I xII p+... + IXn [P),

variables de (1.1):

(1.2)

OU cp,n=nP-I (p>l) et cp,n~1 (O~p~l) sont les meilIeures constantes.
Dans cet article on donne une generalisation des inegalites (1.1) et (J.2) aux espaces

lineaires normes.

2. Les resultats

Proposition 2.1. Quel que soit x = (XI' . . . , xn), OU Xi est un nombre reel ou
complexe et quel que soit Ie nombre non negatif p, on a

(1.2)

OUcp,n=np-l(p>l) et cp.n=I(O~p~l) sont les meilleures constantes.

Demonstration. (i) O~p~1. Si n=2 l'inega]ite (1.2) devient 1a (1.1). On
suppose que l'inega1ite (1.2) est vraie pour un certain entier n et on demontre
qu'eUe est aussi vraie pour l'entier n + I. En effet on a:

/XI+'" +xn+l[p~lxl+'" +xnIP+[xn+llp

et par l'induction
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(ii) p> 1. L'inegalite a demontrer est:

e'est-a-dire

Cette derniere inegalite est consequence de la convexite de l'applicatioDa.
z=tP(p>l) (en effet sa derivee z'=ptp-l est eroissante).

On va, maintenant, demontrer Ie resultat fondamental de eet article.

Theoreme 2.2. Suit (X, 11.11)un espace lineaire norme sur /e corps
des complexes. QueUe que soit /a couple (x, y) d'elements de X
soit /e nombre reel non negatif p, on a

des reels Olr

et que/ que-

(2.1 )
II

x+y IIP~cp (II x IIp+ Ily liP),

OU cp =
2p-l (p> I) et c

P= I (0 ;::;;p ;::;;1) sont /es meilleures constantes.

Demonstration. (a) p = 1. Dans ee cas I'inegalite (2.1) devient l'inegalitc£-
triangulaire de la norme. Of

(b) p¥=1. Si I'inegalite triangulaire de la norme: Ilx+yll~llxll+llyll!
on el(:ve a la puissance p-ieme, on deduit que:

(2.2)
!I

x+y ilp~( [Ixii + Ily II)P.

En posant IIx II= a et IIy II= b et en utilisant l'inegalite (l.l), on trouveo
(a+b)P~cp (aP+bP), done

(2.3) (II x II+ Ily II)p ~cp (II x lip + Ily lip).

Les inegalites (2.2) et (2.3) entrainent l'inegalite (2.1).

11 est possible de donner une generalisation de l'inegalite (1.2) aux espa-
ces normes.

Theoreme 2.3. Soit (X, II.") un espace lineaire norme sur /e corps des reels 011"

des complexes. Que/ que soit x = (xl' . . . , xn), ou xiEX et quel que .soit l~
reel non negatif p, on a

(2.4)

ou cp,lI=nP-l(p>l) et cp,n=I(O~p~l) sont les mei/leures constante3~
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La demonstration se fait en utilisant Ie Theo:oeme 2.1
.i1.2).

et l'inegalite
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o JEDNOJ NEJDNAKOSTI ZA NORMU

D. Delbosco

Dokazana je teorema: Neka je (X, 11.11) linearni normirani prostor i neka je p proiz-
'Voljan nenegativan realan broj; tada za svaki par (x, y)EX vazi nejednakost

.,gde su Cp=2p-l(p>l) i Cp=l (O;::;;p;::;;l)najbolje konstante.


