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664. EINIGE RELATIONEN ZWISCHEN DEN KEGELELEMENTEN

Stanimir Fempl

1. In einer meiner Arbeit [1] untersuchte ich das elliptische Integral
<p

A(n, k, qI)=
In(n+1)

J
VI=k~dt

n+k2 1+nsm2t
o

(n~O, kE[O, 1]).

Seine geometrische Bedeutung ist folgende: Wenn man den Mantel eines schiefen
Kreiskegels in die Ebene ausbreitet, so stel1t das Integral den Winkel e zwischen
einer beliebigen Mantellinie p mit der kleinsten Mantellinie 82 dar, und zwar ist

e (p)= A (n, k, qI),
wo

ist. Dabei bedeutet 81 die grosste Mantellinie, ~ und y die Winkel die gegentiber
den Seiten 81und 82 im charakteristischen Dreieck des Kegels liegen. Es bezeichne

v

noch r den Halbmesser des Kegelgrundkreises.
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Weiterhin zeigte ich dass der Winkel zwischen S2 und der Mantellinie die
dem geometrischen Mittel von SI und S2 gleich ist, das Viertel von der Mante-
roffnung n darstellt, weil wegen p2= SIS2 die Grosse 'P den Wert nl2 erhiilt;
flir P= S2 ist 'P= 0 oder 2n, wahrend man leicht ersieht dass

A (n, k, ~ )=.!A(n, k, n)=.!A(n, k, 2n)
2 2 4

ist.

In dieser Arbeit beweise ich den folgenden

Satz. Wenn fUr zwei Mantellinien PI und P2
(1) PIP2=SIS2

ist, so ist im ausgebreiteten Mantel

.q:(PI' p) = .q:(p, P2)'

wo P das geometrische Mittel von SI und S2 darstellt.

Beweis. Aus

folgt

Wenn (1) gillt, so wird

(2) ip+ ~= n.

In der Arbeit [1] gab ich das Additionstheorem flir die Funktion A:

A (n k ) +A (n k .1.) =A (n k (J) +arct
sincpsinljlsincrVn(n+l)(n+k2),, , 'P " 'i' "

g
n+l-ncoscpcosljlcoscr

wo man (J aus der Gleichung

cos (J= cos 'P cos ~ - sin
'P

sin ~V1 - k2 sin2 (J

erhiilt. Nimmt man hier auf Grund (2) ~= n - 'P, so ist

cos (J = - cos2
'P- sin2

'PVI - k2 sin2 (J

und diese Gleichung befriedigt der einzige Wert (J= n. Deshalb ist

(3) A(n, k, 'P)+A(n, k, ~)=A(n, k, n)=2A(n,k, ~).

Das erste Glied der linken Seite stellt ein Winkel CUIdar, den eine Mantellinie PI
mit der Mantellinie S2 bildet, das zweite Glied einen Winkel cu2zwischen der Man-
tellinie P2 mit S2' wiihrend die rechte Seite den halben Wert der Manteloffnung
n darstellt. 1st jetzt

1 1
CUI= - n - 'PI' CU2= - n + 'P2'4 4



Einige ReIationen zwischen den KegeIeIementen 183

so wird auf Grund (3)
1 Q

<U+ <U= - n - m + m = 2 . ---I 2 2 TI T2 4

d.h.

was zu beweisen war.
Es ist bekannt [2] dass Mittelwerte existieren die eine Verallgemeinerung

des arithmetischen Mittels darstellen, und die man auf folgende Weise erhalt. Man
wahlt eine Funktion 'Y die in einem Intervall (IX,~) zwei Ableitungen mit konstanten
Vorzeichen besitzt. Liegt A und D in (IX,~), und wenn man mit .n (x) die inverse
Funktion yon 'Y (x) bezeichnet, so ist

.M =.tIt ['Y (A); 'Y (B)]

ein verallgemeinertes Mittel. So z.B. flir 'Y (x) = x erhalt man das arithmetische
Mittel, flir 'Y (x) = In x das geometrische, flir 'Y (x) = l/x des harmonische,
flir 'Y (x) = X' das Potenzmittel u.sw. Flir A <D und 'Y' (x» 0 ist immer

'Y (A) <
'Y (A)+ 'Y (B)

< 'Y (D)
2

und das Ungleichheitszeichen gilt auch wenn man die Inversion nimmt. Da aus
diesem A <.M <D folgt, so ist die Benennung »Mittel« vollkommen berechtigt
(Ahnliches gilt auch flir 'Y' (x) <0).

Aus dem erwahnten Satz kann man gewisse Folgerungen ziehen. Wenn die
n-te Potenz der Mantellinie PI das harmonische Mittel yon den n-ten Potenzen der
Mantellinien SI und S2 darstellt, d.h.

so folgt aus (1)

d.h. die zweite Mantellinie ist ein Potenzmittel yon SI und S2' Speziell, flir n = 1
ist PI das harmonische Mittel, wahrend P2das arithmetische Mittel ist. Flir n = 2 ist

Flir die erste Mantellinie ist tg ((j)/2)= VS2/SI' Flir die zweite Mantellinie zeigt
man leicht, dass sie den Schenkel jenes Achsenschnittes des Kegels darstellt, der
ein gleichschenkliches Dreieck ist. Die Ebene dieses Schnittes steht senkrecht auf
die Ebene des charakteristischen Dreiecks.

2. In einer anderer Arbeit [3] habe ich folgendes gezeigt. Legt man durch den
Fusspunkt der Mantellinie S2eine Ebene die senkrecht auf die Symetrale des zwischen
SI und S2 im charakteristischen Dreieck liegenden Winkel 8 steht, so ist die Schnitt-
linie dieser Ebene mit dem Kegel eine Ellipse mit der grossen Halbachse a = r VS2/S1
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und der kleinen Halbachse b = S2sin (8/2). Der Kegel der diese Ellipse als Grund-
fIache besitzt und dieselbe Spitze hat wie der schiefe Kreiskegel, ist ein gerader
elliptischer Kegel assoziert dem KreiskegeI.

v

nj

Seine Hohe VS = H betragt H = S2cos (8/2). Der Inhalt VJ des Kreiskegels
ist VI = r2 h rt/3, oder wegen h = (SI 82 sin 8)/(2 r),

V -
r'ltS, s2sin8

1-
6

.

Der Inhalt des assozierten elliptischen Kegeis ist

V2 =
ab'lt H

=
r'lt sin8 Is/.

3 6 V s,

Aus diesen zwei Ausdriicken folgt eine interessante Relation

V/: V22 =SI3: 823

die ihrer Struktur nach, an das dritte Keplersche Gesetz erinnert.
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