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641. NOTIZ VBER MAXIMALWERTE YON POLYNOMEN
AUF DEM EINHEITSKREIS

A. M. Ostrowski

1. 1st f(z) ein Polynom, so werden wir schreiben

Mf: = Max If(z) I.
Izl=l

Satz. 1st f(z) ein Polynom vom Grade m und g (z) ein Polynom vom Grade n,
so gilt

(1)

(2)

mit

(3)

2. Lemma. 1st j(z) ein Polynom vom Grade m, so gilt fur jedes e>O

(4)

his auf endlich viele 6-lntervalle aus < - 7t, 7t> von der Gesamtliinge ~ 88::+1tE'

3. Beweis des Lemmas. O. B. d. A. konnen wir annehmen, dass

und setzen

Da

ist, geniigt es zu zeigen, dass

m
Iei6 cx I

TI - k ~ sinm a,
k=l l+ICXkl -

bis auf endlich viele 6-lntervalle aus
< - 7t, 7t> mit der GesamtHinge 8 m 7t/(8 m + e).

(5) ergibt sich aber sofort, wenn wir zeigen, dass flir jedes IX

(5)

(6) Iei6-cx I> . ~
1 + IcxI -

Sm 0
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ist, bis auf endlich viele 0-lntervalle aus <-n, n) mit der Gesamtlange
8 n/(8 m + e:). Denn dies ist die Gesamtlange der Ausnahmeintervalle, die
IX= lXI' IX2' ..., IXm entsprechen.

4. Man setze nun IX= pei'l', p> O. Dann wird die Behauptung (6) zu

und wir sehen, dass es

Iei(6-'I')-:p I . ~> SIll 0
1 +p -

gentigt zu beweisen, dass

U + p ei 61
:2 sin a

1 +p -
,(7)

bis auf endlich viele
n - 2 a ~ I0 i~ 2 a:
(8)

O-Intervalle yon der Gesamtlange 8 a. Nun gilt fur

11+pei612
=

1+p2+2pcos6
> ~~2-2pcos2~

(l +p)2 1 +p2 + 2p = 1 +p2 + 2p .

Dividieren wir hier im Zahler und im Nenner durch I/(p2 + 1) und setzen
2 pl(p2 + 1) = : q, so ist unser Ausdruck Iechts in (8)

-
I-qcos2~

>
I-cos2~

-
. 2 a

- 1 + q = 2
. - SIll .

Denn q liegt, als das reziproke arithmetische Mittel yon p und lip, zwischen 0
und 1, und der obige Ausdruck nimmt seinen kleinsten Wert fUr q = 1 an.
Damit ist unser Lemma bewiesen.

5. Beweis des Satzes. Wir haben offenbar nur die rechtsseitige Behauptung
in (2) zu beweisen. Nach unserem Lemma gilt (4) bis auf en.dlich viele 8-Intervalle
yon der Gesamtlange 8 m n/(8 m + e:) und daher analog

(9) ig (ei6) I~ Mg sin"n/(8 n + e:),

bis auf Ausnahmeintervalle yon der Gesamtlange 8 n n/(8 n + e:), Daher ist die
Gesamtlange der Ausnahmeintervalle, die fUr (4) oder fUr (9) gelten,

8m7t 8n7t ( e: e: )-+-=2n 1- <2n,8m+e: 8n+e: 16m+2e: I6n+2e:

Daher gibt es ein 00, das zu keinem dieser Intervalle gehOrt und fUr das sowohl
(4) als auch (9) gilt. Durch Multiplikation erhalten wir

If( ei60 ) g (ei6o )1 ~ M f M sinm '::-- sin" -~,I g
8m+e: 8n+e:

Daher gilt sicher

M MM '
7t ',,7t

jjg ~ f g Slnm
_
8

SIll
8
-,

m+e: n+e:

und damit fUr e:t 0 die Behauptung des Satzes.
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