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632. SUR QUELQUES GENERALISATIONS DES
EQUATIONS FONCTIONNELLES

Branis/av Martie et Radovan R. Janie

Dtfdiie au Professeur D. S. Mitrinovic d ['occasion
du 70-ieme anniversaire de sa naissance.

O. Dans la presente note nous avons etudie quelques generalisations des
equations fonctionnelles de O'DOUBLER, de STAMATE,de CRSTICI-NEAGUet de
PREM NATH. Part out nous considerons seulement des founctions reelles et les
variables reelles. En general, les fonctions sont supposees continues ou mesu-
rabIes. Les demonstrations sont analogues pour les cas particuliers dans
[1], [2] et [3]. Seulement la methode que nous avons employee pour resoudre
les equations (5.1), (5.3), (5.6) (6.1), (6.2) et (6.3) est plus simple que celie
dans l'article [4]. Les equations (6.1), (6.2), (6.3) et (7.3) sont les generalis a-
tions des equations importantes de la theorie des informations (voir [4]). Les
solutions banales sont exclues parce qu'elles sont evidentes.

1. L'equation fonctionnelle

(1.1) (kER +, A, iX,~ER)

ou Xi et les fonctions f, Ii sont supposees positives, a comme solution

(1.2) (i = I, .. . , n)

ou C, Ci sont constantes arbitraires.

Si l'on pose A= 1, iX=O, k'l= I, n=2, 1=/1 =12' l'equation fonctionnelle
(1.1) se reduit a l'equation fonctionnelle de O'DOUBLER ([1], Probleme 83).
Dans ce cas C 1 C2 = C 1 = C2 => C 1 = C 2 = 1.

En posant A= 1, iX = 0, k'l = 1, ~= 0 dans l'equation (1.1), on obtient
l'equation de STAMATE ([2], l'equation 2.3).
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2. L'equation (1.1), si l'on fait la substitution g = logf, gt = logf,- (i ==1, . .. , n)
se transforme en

(2.1 ) g(DX;)=i~1 {gv(kvXv) (]] Xrf}+a
r#v

La solution de I'equation fonctionneIIe (2.1) est donnee par

(2.2) g(X) =Cx~ log [(1] c;)x]+ a, gv(x) = c(:r log(Cv
:) (v= 1,..., n),

OU C, C; (i = 1, . . . , n) sont des constantes arbitraires.

Pour a=O, n=2, kv= 1, g=gl =g2 I'equation (2.1) devient I'equation (1),
p. 223 dans [1]. Dans ce cas C1= C2= 1.

Si l'on pose a=O, kv= 1, ~=O dans I'equation (2.1) on obtient I'equation
de STAMATE«1.3) dans [2]).

3. L'equation fonctionneIIe

(3.1)

OU A et kvii=O (v= 1,..., n; i= 1,... ,p) sont des constantes donnees, a comme
solution

(3.2)

La solution de I'equation fonctionneIIe

(3.3)

OU kv;i=0 (v = 1, . . . , n; i = 1, . . . , p) sont des constantes donnees, est

(3.4)

f;(xp..., Xn)=exp (i ~Xv+D; ) (i= 1,... ,p).
v=l kv

Dans (3.2) et (3.4) av, hv, Cv, Dv sont des constantes arbitraires.
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Si I'on pose kvj=l(v=I,...,n;i=I,...,p) et A=O, l'equation (3.1)
prend la forme (3.2) dans [2]. Pour kVi= k (v = 1, . . . , n; i = 1, . . . , p), l'equa-
tion (3.1) se ramfme a I'equation (3.3) dans [2]. Dans Ie cas ou kvj= 1
(v= I, ... , n: i= 1, ... , p) l'equation (3.3) donne la deuxieme equation dans
la section 3.4 dans [2] (nous notons aussi que cette equation n'est pas correc-
tement posee dans [2]).

4. Les solutions des equations fonctionnelles

(4.1)

et

(4.2) (
n n

)

n

I f1XVI' . . . , TIxVm = TIIk (Xkl' . . . , Xkm)'
v=1 v=1 k=1

ou m~ 1, n~2, Xrj:;i:O (r= 1, ... , n; i= 1,
'"

, m) et A une constante donnee,
sont donnees respectivement par

(4.3)

(r = 1, . . . , n),

et

(4.4)

(r = 1, . . . , n).

C, Ck, Dk' ex.sont des constantes arbitraires.

En posant n = 2, II = 12 = f, A = 0 dans
CRSTlCI-NEAGU «(1) dans [3]). Dans ce cas

(4.1), on obtient I'equation de
DI+D2=DI=D2 ~ D1=D2=0.

5. Prenons I' equation fonctionnelle

(5.1) I(xy) = X'"I(y) + y~I (x) + dx'"y~ (ex..~, dER, ex.:;i:~).

En mettant y=C:;i:O et utilisant l(xY)=/(yx), I'equation (5.1) donne

X'"I(C) +C~ I(x) +dx"'C~= C'"I(x) +X~I(C) +dC'" x~,
ou
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Done, la solution de (5.1) est

(5.2) f(x) = A (x~ - xC<)- dx",

ou A est une constante arbitraire.

Un cas particulier de I'equation (5.1) avec ~=O, iX>O, d=O a ete traite
dans [3] (I'equation (5)).

Pour ~= 1, ex>O, YE(O, 1), I'equation (5.1) se ramene aux equations
(2.21) et (2.22) dans [4].

Nous allons maintenant resoudre I'equation fonctionnelle suivante

(5.3) f(xy) = xC<g (y) + y~ f(x) (ex, ~ER, exi=~).

Si I'on pose x= 1 dans (5.3) on obtient

(5.4) g (y) = fey) - f(1) y.

En utilisant (5.3) et (5.4) on trouve

f(xy) = xC<fey) + y~ f(x)
-

f(1) xC<y~.

Des relations (5.1) et (5.2) on deduit immediatement que la solution de
l'equation (5.3) est

(5.5) f(x) = A (x~ - xC<)+ Bx~, g (x) = A (x~ - xC<).

A et B =f(l) sont des constantes arbitraires.
Considerons maintenant I'equation fonctionnelle

(5.6) f(xy) = xC<h (y) + y~ g (x) (iX, ~ER, exi=~).

Si dans (5.6) nous posons x- 1, on trouve

(5.7) fey) = h (y) +g (l)y~.

Analoguement, pour y = 1, on 0btient

(5.8) f(x) = xC<h (1) + g (x).

Si dans (5.6) on introduit les fonctions (5.7) et (5.8) on trouve

f(xy) = x""fey) + y~f(x) - f(1) xC<y~.

En considerant les relations (5.1)-(5.2) on obtient la solution de I'equa-
tion (5.6) dans la forme

f(x) = A (x~ - xC<)+ Bx~,

(5.9) g(x) =A (x~- xC<)+Bx~-CxC<,

h (x) =A (x~ -xC<)+Cx~.

A, B=f(I), C=h(l) sont des constantes arbitraires.
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6. Les equations (5.1), (5.3) et (5.6) par une addition membre a membre
conduiEent a

(6.1)
m n m n

L: L:/(x;y)= L: L: (xt/(Yj) +Y/I(x;) +dxt Y/),
;~I j~1 ;~I j~1

(6.2)
m n m n

L: L:/(x;y)= L: L: (x/"g(Yj)+Y/I(x;)),
;=1 j=1 ;~I j~1

(6.3)
m n m n

L: L:/(x;Yj)=L: L:(xth(Yj)+y/g(x;)),
;~I j~1 ;=1 j~1

ou <X,~, dER <X#~; m, n= 1,2, ...
Done, les solutions des equations (6.1), (6.2) et (6.3) sont representees

par (5.2). (5.5) et (5.9) respectivement.
m n

Pour <x>0, ~=I, x;;;;;O, Yj;;;;O, L: x;= L:Yj=I, de (6.1), (6.2) et (6.3)
;=1 j=1

on obtient Ies equations [onctionnelles (AI), (A2) et (A3) dans [4] respectivement.
Un cas particulier de I'equation (6.1) avec d=O, <x>0, ~=I, x;;;;;O, Yj;;;;O,
m n

L: x;= L:Yj= 1 a ete traite dans [4] (I'equation (As»)'
;=1 j=1

(7.1)

7. L'equation [onctionnelle

I(x(l) . X(2). . . x(r» =
x(1)

II (X(2). . . x(r» + x(2)
12 (X(3). . . X(r). X(1»

+ . . . + X(r).f,.(X(l). . . X(r-l»
a la solution

I(x) = (r - 1) Cx loga x, (aER+"'{1}; i= 1,2,
'"

, r),
(7.2)

J;(x) = Cx loga x,

ou C est une constante arbitralre.
L'equation [onctionnelle

(7.3)
m n 0 v w

L: L: L:"'L: L:/(xP),xP)"'Xq(r»
;=1 j~1 k~1 p~1 q~1

m n 0 v w

= L: L: L:'" L: L: {XP'/i(XP)" .xt»
;=1 j~1 k~1 p~1 q~1

+ x.(2) f 'X k
(3). . . X (r) . x.(I» + . . . X (r)f, (X.<i). . . x (r-I» }J 2~ q I q r,p'

ou m, n, 0, v, W= 1, 2, . . . , a aussi comme solution (7.2).

En mettan'~ r = 2, I'equation (7.1) devient I'equation de STAMATE(3°, 1.12, [2]).

Un cas particulier de I'equation (7.3) avec r = 2, xP);;;; 0, xp>;;;; 0,
m n

L: xP)= L: xP)= 1, a ete traite dans [4] (l'equation (A4».
;~I j~1
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