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'Zarko M. Mitrovic

O. UVOD

Ovaj rad predstavlja skracenu verziju doktorske disertacije
odbranjene 1976. na Elektronskom fakultetu u Nisu. Iz rukopisa
koji je prihvacen i odbranjen kao doktorska teza, izostavljena su
tri poglavlja za koje smo smatrali da su od manjeg znacaja.
Takode su izvrsena izvesna skracivanja i u ostalim poglavljima.

Osnovni pojmovi i stavovi iz algebre, korisceni u ovom radu,
uzeti su iz sledecih knjiga: A. H. CUFFORD i G. B. PRESTON([1]),
D. CUPONA i B. TRPENOVSKI([1]), E. S. LJAPIN ([1]), M. F.
ATIYAN i 1. G. MACDONALD([1]), N. BOURBAKI([1]), 1. KAPLAN-
SKY ([1]) i J. LAMBEK([1]).
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1. RAZVITAK INTERVALNQG RACUNA

1.1. Vaznost intervalnog racuna

O. Ovde dajemo dva misljenja 0 vaznosti interval a i racunanja sa nJlma,
kao i kratki pregled istorijskog razvoja intervalnog racuna.

1. Bez svake sumnje pojam intervala je jedan od najvaznijih pojmova
Citave matematike. Evo sta 0 tome kaze nas poznati matematicar MIHAILO
PETROVICu svojoj knjizi "Racunanje sa brojnim razmacima" (Beograd 1932):

"U Cistoj, apstraktnoj matematici jedna realna koliCina je jedan tacno
odreden real an broj, jedna aps1'raktna matematicka tacka na apstraktnoj mate-
matickoj realnoj brojnoj liniji. . . .

To su osnovni elementi Ciste, apstraktne matematike, ali na kakve se u
stvarnosti, u prakticnoj matematici, vrlo retko kad nailazi. Istina, ima slucajeva kad
je i u stvarnosti jedna uocena realna kolicina jedan tacno odreden broj, koji
se poklapa sa jednom matematickom tackom na apstraktnoj realnoj brojnoj
liniji. To su slucajevi kada se zna da je uocena kolicina ceo ili periodican
desetni razlomak kome se mogu saznati sve decimale (tj. kad su te decimale
sve nule, ili su one sto su razlicite od nule, u konacnom broju, ili se uopste
zna zakon po kome se one nizu jedna za drugom, kao sto je to slucaj kod
racionalnih razlomaka itd.). . . .

Svaku [drugu koliCinu koja ima beskrajno mnogo decimala, a ovima se
ne zna zakon, nemoguce je prakticki, u stvarnosti, odrediti kao apstraktnu
matematicku tacku na matematickoj brojnoj liniji. Za takvu se koliCinu u naj-
boljem slucaju moze smo fiksirati jedan brojni razmak, tj. jedan razmak na
brojnoj liniji za koji se moze tvrditi da se ta kolicina sigurno u njemu nalazi. . . .

Prema samoj prirodi ljudskog saznanja, jedna se realna koliCina (osim
pomenutih izuzetnih slucajeva) odreduje prakticki, uopste ne kao odreden broj
ili matematicka tacka, vec kao brojni razmak; jedna tacka kao segment jedne
prave ili krive linije, . . .

Medutim, na ovakve iste elemente, sa kojima se ima posla u matematici
stvarnosti, nailazi se u problemima apstraktne matematike, pored onih sa kojima

. ona iskljuCivo racuna. To su problemi odredene vrste u kojima se, na primer,
nepoznate koliCine, po samoj svojoj prirodi, javljaju kao brojni razmaci; ili kad
same pogodbe zadatka ne zahtevaju tacnu odredbu nepoznatih koliCina; ili kad
je nepoznatu, zbog nesavladljivih teskoca nemogucno tacno odrediti; ili kad je
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Prilozi teoriji intervalnog racuna i njenoj primeni 3

ona takve prirode da je dvoljno naci dovoljno suzeni razmak u kome se ona
nalazi, pa se odmah, ili bar jednim nizom prakticki izvdljivih racunskih radnji,
dobije i njena tacna ili dovoljno priblizna vrednost."

M. PETROVICje primenjivao intervale u raznim oblastima matematike,
ali nije racunao sa njima u pravom smislu te reci, tj. onako kako to danas
Cinimo.

2. Racunanje sa intervalima (ili intervalna aritmetika) razvija se tek pos-
lednjih dvadesetak godina sa naglim razvojem elektronskih racunskih masina.
U vezi sa tim navodimo neke delove iz clank a [8] H. RATscHEKa:

"Intervalna aritmetika je srazmerno mlada i samim tim jos uvek nedo-
voljno poznata grana matematike. . .. pod intervalnom aritmetikom podrazu-
mevamo racunanje sa intervalima koriscenjem poznatih zakonitosti sa ciljem da
se stvori korisno pomocno sredstvo za zaokrugljivanje greske kod numerickih
izracunavanja na elektronskim racunarima.

Poceci intervalne aritmetike datiraju iz 1958-59. godine. U to vreme su
T. SUNAGA[1] i R. E. MOORE [1] upotrebljavali svakako prvi put intervale da
bi mogli tacno da ogranice nastalu gresku zaokrugljivanja kod masinskog izvo-
denja racunskih programa Ako se racunanje izvodi na racunaru, tad a se
ucescem greSKe zaokrugljivanja dobija jedan broj koji odstupa vise ili manje
od tacnog rezultata, a mer a ovog odstupanja najcesce se ne moze dovoljno
dobro proceniti. Pod tacnim rezultatom podrazumeva se pri tome svaki broj
koji se dobija tacnim matematickim izracunavanjem. Ali da bi se racunanje
moglo tacno izvesti, potreban je, na primer, SKUpsvih realnih brojeva za brojno
podrucje. Na racunaru, medutim, na raspolaganju je sarno "beskrajno mali
podskup realnih brojeva". Ovi brojevi se nazivaju masinski brojevi odnosne
masine. Racunanje se, dakle, ne moze izvoditi u realnom brojnom podrucju,
vec sarno aproKsimirati pomocu masinskih brojeva. Poznato je da je ova okol-
nost odgovorna za pojavljivanje greske zaokrugljivanja.

Princip intervalne aritmetike sastoji se sada u tome sto, umesto da se
racuna sa ovim netacnim brojevima, racuna se sa intervalima, a ti intervali se
tako obrazuju: (i) da njihove krajnje tacke budu masinski brojevi i, (ii) da
svaka tacna vrednost racunanja koje je u toku lezi u pridruzenom intervalu.
Umesto sa numerickim vrednostima, racuna se, dakle, sa granicama izvan kojih
tacna vrednost ne moze da se nalazi."

3. Iako T. SUNAGAi R. E. MOORE prvi koriste intervale i racunaju sa
njima, za "osnivaca" intervalne aritmetike pre bi se mogla smatrati R. C. YOUNG,
koju i R. E. MOOREcitira. Gna je u [1] uvela operacije, ne sa intervalima, vec
sa proizvoljnim skupovima realnih brojeva (many-valued quantities).

Za vreme i posle p;)javljivanja knjige R. E. MooREa "Interval Analysis"
nastaje interesovanje za ovu novu oblast matematike i pojavljuje se veti broj
radova u razlicitim zemljama. Navodimo neke od najplodnijih autora: E. HAN-
SEN (1965), O. MAYER, K. NICKEL (1966), N. ApOSTOLATOS,U. KULIscH,
H. WIPPERMANN(1967), G. ALEFELD (1968), ~. BERTI, R. KRAWCZYK, H.
RATSCHEK,P. WISSKIRCHEN(1969), J. HERZBERGER(1970) i drugi.

Godine 1968. odrian je i simposium 0 intervalnoj analizi (Symposium
on Interval Analysis, 24-25 January 1968 at the Culham Laboratory, Culham,
England) kojim povodom je izdat i zbornik "Topics in Interval Analysis"
u redakciji E. HANsENa.
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1.2. Obicna intervalna aritmetika

o. Pod obienom intervalnom aritmetikom podrazumevamo intervalnu arit-
metiku koju su uveli T. SUNAGAi R. E. MOORE.

Kako cemo u narednim glavama proucavati iskljueivo obicnu intervalnu
aritmetiku, to ovde dajemo sarno najosnovnije pojmove i neke bitnije osobine.

1. Pod intervalom [a, b] (a, bERO) podrazumevamo skup svih realnih
brojeva x sa osobinom a;::::;x;::::;b. Skup svih interval a razlicitih od realnog
broja 0 oznaeavamo sa I.

Za dva intervala [a, b]={xla;::::;x;::::;b}i [c, d]={ylc;;;y;::::;d} kazemo da
su nezavisni ako x i y pro laze kroz odgovarajuce intervale potpuno nezavisno,
tj. ne postoji nikakva veza izmedu x i y. Nezavisne intervale cemo nazivati
jednostavno intervalima.

Ako je a>O kazemo da je interval [a, b] pozitivan, ako je b<O da je
negativan, a u ostalim slucajevima nazivamo [a, b] O-intervalom. Skup svih
pozitivnih interval a oznaeavamo sa N+, negativnih sa N-, a O-interva!a
sa Zoo Pored toga je N=N+UN-, a R0 oznaeava skup svih realnih brojeva,
tj. intervala [a, b] gde je a=b.

Dva intervala [a, b] i [c, d] su jednaki, u oznaci [a, b] = [c, d], ako i
sarno ako je a = c i b = d.

U skupu ]0 definisacemo binarnu opcraciju ,,*" sa

A
*

B= {a
*

b IaEA, bEB}.

Ovde se ista oznaka ,,*" koristi kako za operaciju u RO, tako i za odgovarajucu
operaciju u 1°. Pri tome element A

*
B postoji ako i sarno ako postoji ele-

ment a
*

b za sve aEA, bEB.
Neka je A = [ai' az] i B = [bi, bz]. Tada je

(1) [ai' az] 4<[bi, bz] = {a
*

b Iai;;; a;;; az, bi;;; b;;;bz}

= [min (ai
* bI' ai * bz, az

*
bi, az

*
bz), max (ai * bi, ai

*
bz, az * bi, az

*
bz)],

* E { +, -, ., :}.

Operacija ,,*" u ]0 je komutativna ili asocijativna ako i sarno ako je
operacija ,,*" u RO komutativna ili asocijativna.

2. Nas posebno interesuju one operacije sa intervalima kada su odgova-
rajuce operacije u RO obieno sabiranje, oduzimanje, mnozenje i deljenje.

Operacije sabiranje i mnozenje intervala su komutativne i asocijativne.
Neutralni element za sabiranje je 0 = [0, 0] a za mnozenje 1= [1, I], tj.
A + 0 = Ail. A = A. U polugrupama r ( +) i N ( .) vazi zakon skraCivanja,
dok u ]0 ( .) ne vazi.

Skup ]0 sa operacijama sabiranje i mnozenje ne obrazuje prsten, jer msu
ispunjeni neki zahtevi. Na primer:

(i) ne postoji element XEJ\R takav da je A + X = 0;
(ii) ne postoji element XE]O\R takav da vazi AX= 1;

(Iii) ne vazi distributivni zakon.

Kolienik A; B postoji ako i sarno ako BE ]\2.
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3. Urnes to distributivnog zakona vazi takozvana subdistributivnost, tj.

A (B+ C)C;:AB+AC (A, B, CEIO).

Specijalno, ako je A =aERo, tada vazi

a(B+ C)=aB+aC.

H. RATSCHEKje u [5] ispitao za koje intervale A, B, C vazi distributivni
zakon, i, jos opstije, za koje intervale A, BI, . . . , Bn vazi A (BI + . . . + Bn)
=ABI + . . . +ABn" dok je u [6] odredio takve intervale Aj(i= 1, ..., m) i

Bj (j = 1, . . . , n) za koje vazi jednakost

(AI+'" + Am)(BI+ .,. +Bn)=AIBI+AIB2+'" +AmBn.

4. Vazna osobina intervalne aritmetike je osobina podskupova (ili inklu-
zivna monotonost): Neka je ,,*" jedna od osnovnih racunskih operacija i A C C,
BC;:D, tada vazi A *B(;;C*D. Vazi i opstiji stay: Neka je AjC;:Bj(i= I,. .~~n)
i I(XI' . . . , xn) neki racionalni intervalni izraz, tad a vazi

1.3. Prosirena intervaIna aritmetika

o. N. ApOSTOLATOSi U. KULISCH ([1]) prosirili su pojam intervala i
uveli jednu siru, takozvanu prosirenu intervalnu aritmetiku. U ovom odeljku
iznosimo njihove rezultate.

1. Unija intervala [aj, bj], tj. skup A = U[aj, bd, nazivamo uopstenim
intervalom. Ocigledno je svaki obi can interval istovremeno i uopsteni interval.
Ubuduce cemo, u ovom odeljku, pod pojmom interval podrazumevati uopsteni
interval. Skup svih uopstenih intervala obelezavamo sa I (R). U skupu I (R)
definisemo racunske operacije na isti nacin kao u skupu obicnih intervala, naime

Ovde je ,,*" jedna od osnovnih racunskih operacija
deljenja moramo pretpostaviti da DEB.

2. Za razliku od "nezavisnih" intervala sada cemo uvesti takozvane
"zavisne" intervale. Prethodno moramo uvesti jos neke osnovne pojrnove.
Neka je TCR. Preslikavanje I: T--+R nazivamo tackastom ili obicnom funkci-
jom, a preslikavanje F: T --+I (R) intervalnom funkcijom. Podskup T je tada
oblast definisanosti funkcija I i F, a oblast vrednosti datih funkcija nad nekim
intervalom ACT oznacavamo redom sa

+, -, ., :. U slucaju

I(A) = U/(t) (t EA) F(A)= UF(t) (tEA).

Viditno da je oblast vrednosti kako obicne, tako i intervalne funkcije, ponovo
interval. Skup svih obicnih funkcija, odnosno intervalnih funkcija, cije oblasti
definisano:>ti $adrZe interval A, oznacavamo redom sa rp(A) i <l>(A). Kako
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se svaki realan broj moze smatrati za interval, to svaku obicnu funkciju mo-
zemo smatrati za intervalnu funkciju, tj. q;(A)C ct>(A).

Dve intervalne funkcije X (t) i Y(t) iz ct>(A) nazivamo jednakim, i
pisemo X = Y, ako i sarno ako je X(t) = Y(t) za svako tEA. Neka je ,,*"
ncka od osnovnih racunskih operacija, tada definisemo operaciju (X

*
Y)(t)

na sledeci naCin
(X* Y)(t)=X(t)* Y(t) za svako

U slucaju deljenja ne sme OE Y (t).
Kazemo da je interval X zavisan od interval a kl-0, ili krace da je X

zavisan interval, ako je X 0blast vrednosti intervalne funkcije X (t) E ct>(A), i
oznacavamo ga sa X(A). Skup svih intervala zavisnih od A oznacavamo sa I(A).

Dva zavisna intervala X (A) i Y (A) su meduso bno zavisni ako je
AnB7'=0. Obrnuto, dva zavisna intervala X(A) i Y(A) su medusobno neza-
visni ako je AnB=0.

(H. BEECK ([1]) kaze da ova definicija zavisnosti intervala ima nedo-
statak sto je prema njoj svaki interval od svakog intervala zavisan a isto tako
i nezavisan.)

Za dva intervala X(A) i Y(B) iz I(A) kazemo da su jednaki ako i sarno
ako su intervalne funkcije X(t) i yet) iz ct>(A) jednake. Ako oznacimo sa /',
jednu od cetiri osnovne racunske operacije medusobno zavisnih intervala, tad a je

X (A) /', Y (A) = (X
*

Y)(A).

Kod deljenja ponovo 0$ YeA). Time se aritmetika intervala koji zavise od
intervala A svodi na aritmetiku intervalnih funkcija, odnosno nezavisnih intervala.

Kod ove definicije aritmetike u I(A) odmah se vidi da su nezavisni
intervali nad u A konstantnim funkcijama yet) = BiZ (t) = C iz ct>(A) izo-
morfni skupu nezavisnih intervala:

YeA) /', Z(A)=B
*

C.

Stoga mozemo identifikovati skup zavisnih intervala nad konstantnim inter-
valnim funkcijama sa skupom nezavisnih intervala. Tada je I(R)C/(A).

Kako je a=[a, a]E/(R), to su operac;je /', definisane i za brojeve i
vazi b /',c = b

*
c. Analogno se mogu definisati operacije izmedu zavisnih i

nezavisnih intervala , naime
X(A) /', B=X(A)

*
B.

3. Ispitajmo sada osobine skupa I (A). Iz definicije racunskih operacija
intervala koji zavise od intervala A sleduje odmah da vaze komutativni i asoci-
jativni zakon za sabiranje i mnozenje. Brojevi 0 i 1 su redom neutralni ele-
menti za sabiranje i mnozenje. Ipak I (A) nije polje, jer svaki element X (A)
ne poseduje inverzni za sabiranje ili mnozenje, a takode ne vazi ni distribu-
tivni zakon.

- Skup svih intervala z (A), koji zavise od A, takvih da je z (t) obicna
funkcija, tj. z(t)Erp(A), oznacicemo sa J(A). Ocigledno vazi J(A)C/(A),
kao i tvrdenje da je J(A) polje.

(H. RATSCHEK([1]) je dokazao da to nije tacno, tj. da J(A) nije polje.)
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Vrlo je vazna sledeca osobina, takozvani stay 0 umanjivanju. Neka su
X(A) i YeA) iz leA), tada vazi

X(A) 6 Y(A)CX(A)
*

YeA).

Videli smo da u I(A) ne vazi distributivni zakon, dok u leA) vazi.
Medutim, vazi sledeCi mesoviti distributivni zakon: Neka x(t)El(A) i YeA),
Z(A)E/(A), tada vazi

x (A) 0 (Y(A) EB Z (A» = (x (A) 0 yeA») EB (x (A) 0 Z (A»).

Ovaj zakon nazivamo poludistributivnost.

4. Za intervalne funkcije prosirena intervalna aritmetika daje tacne inter-
valne rezultate. Na racunaru, medutim, ovu intervalnu aritmetiku je jedva
moguce realizovati. Sa druge strane obicna intervalna aritmetika u opstem
slucaju daje grublje intervale nego prethodna, ali nju je lako realizovati na
racunaru. (N. ApOSTOLATOS,U. KULISCH, [2].)

(Uglavnom sve sto je u ovom odeljku izneto moze se procitati i kod
J. WERNERa ([1] ).)

1.4. Masinska intervalna aritmetika

o. Rezultati navedeni u ovom odeljku takode pripadaju N. ApOSTOLATOSU
i U. KULISCHU([1]).

Ovde polazimo od date intervalne aritmetike (obicne ili prosirene), cije
znake operacija obelezavamo sa [+], [-], [.], [:], ili uopste [*], i dajemo
najvaznije osobine odgovarajuce masimke intervalne aritmetike.

1. U digitalnim racunarima je danas uobicajeno predstavljanje brojeva u
obliku mBP, gde je B baza upotrebljenog brojnog sistema, m takozvana man-
tisa a p je eksponent. Eksponent se moze kretati sarno izmedu dye unapred
date, u opstem slucaju simetricne, granice :::I::E. Broj cifara mantise je takode
ogranicen. Odatle mozemo zakljuciti da se sarno konacan podskup RM skupa
svih realnih brojeva R moze bez zaokrugljivanja predstaviti na datoj masini.
Neka je najveCi broj koji se moze predstaviti na datoj masini Ms, tada je,
po pravilu, najmanji broj koji se moze predstaviti na istoj masini upravo
- Ms. Ova dva broja igraju u RM slicnu ulogu kao :::I::00 u R.

Neka je sada I (R) skup intervala A = [a, b] nad poljem realnih brojeva
R sa aritmetickim operacijama [+], [-], [.], [:] i

I(RM)={B=[c, d]IBE/(R), c, dERM}C/(R),

tj. onaj podskup elemenata iz I (R) koji se mogu predstaviti na masini.
Element iz I(RM) nazivamo masinski interval. Sada svakom intervalu
A = [a, b]EI (R) pridruzujemo jednoznacno interval AM = [aM' bM]E/(RM),
gde je

aM=max{xlxERM, x~max(a, -Ms)},

bM=min{x!xERM, x~min(b,Ms)}'

Ovo preslikavanje iz I (R) u I (RM) ima sledecu osobinu: Svaki interval
A = [a, bJE I (R), gde je A C [ - Ms, Ms], sadrii se u pridruzenom masinskom
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intervalu, tj. AC[aM,bM]=AM, i AM je najmanji masinski interval koji sa-
drzi interval A. Pored toga, za dva proizvoljna intervala A, BEl (R) iz A ~ B
sleduje AM~BM.

2. Koristeci spomenuto preslikavanje uvodimo sada aritmetiku za ma-
sinske intervale. Pri tome cemo koristiti oznaku (*) za jednu od operacija
(+), (~), (.), (:). Neka je A, BEI(RM)CI(R), C=A[*]B i CM intervalu
C pridruzeni masinski interval. Definisemo operaciju (*) sa

Ovako uvedena aritmetika naziva se masinska intervalna aritmetika.
Za intervalnu aritmetiku u I (R) i masinsku intervalnu aritmetiku u I (RM)

vazi takozvani stay 0 uvecanju: Ako A, BEI(R) i A, B, A [*] BC[ -Ms, Ms],
tada vazi

Kako vazi osobina A [
*

] BC AM (*) BM za sve racunske operacije, to
masinska intervalna aritmctika daje kod svih intervalnih izracunavanja uvek
vece (ili jednake) intervalne rezultate nego prosirena intervalna aritmetika.

Napomenimo jos da obicna i prosirena intervalna aritmetika nisu homo-
morfne sa pridruzenom intervalnom masinskom aritmetikom.

o prakticnoj realizaciji masinske intervalne aritmetike na racunarima
videti, na primer, H. W. WIPPERMANN[1] i H. CHRIST [1].

3. U numerickoj matematici se dokazuju konvergencije algoritama u
prostorima koji nisu dati na racunarima tako da se ponekad desava da tako-
zvani konvergentni algoritmi ne konvergiraju na racunarima. Prema tome je
od interesa prouCiti matematicke osobine racunara ili interpretirati sam racu-
nar kao apstraktni matematicki prostor. Time se bavio U. KULISCH ([1], [2],
[3], [4], [5], [6]) i, nesto docnije CH. ULLRICH ([1]). Pored ostalog, uveden
je pojam kompletno uredenog prstenoida i nad njim se posmatra "intervalna"
aritmetika.

1.5. Kvazilinearni prostori

o. Skup svih realnih intervala I (R) sa operacijama sabiranje intervala
i mnozenje intervala realnim brojem ne obrazuje linearni prostor, ali ima
mnoge osobine linearnog prostora. Nazovimo ga jednostavno prostor (I(R), + )
nad R.

Kako (I (R), +) nad R poseduje neke osobine linearnog prostora, pokusa-
cemo da ga potopimo u neki linearni prostor ili cemo uvesti neku generali-
zaciju linearnog prostora.

1. Posmatrajmo linearni prostor (R2, +) nad R, u kome su operacije
definisane kao sto je uobicajeno, tj.

(a, b)+(c, d)=(a+c, b+d),

a (a, b)=(aa, ab)
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za svako a, b, c, d, aER. Prostor (J(R), +) nad R se ne moze potopiti u
(R2, +) nad R, jer ne vazi, na primer,

ako je af3<O. Medutim,
(R2, +) nad R.

Dobra strana ovog potapanja je u tome sto se sada dobro istrazena
teorija Iinearnih prostora moze preneti na intervalnu aritmetiku. Nedostatak
potapanja lezi u cinjenici sto linearni prostor ne odgovara sustini intervalne
aritmetike (H. RATSCHEK,[2]).

To je, svakako, navelo O. MAYERa da uopsti pojam linearnog prostora,
uvodeCi takozvani kvazilinearni prostor.

2. Posmatramo poluuredeni linearni prostor B nad R (0. MAYER, [2]),
pri cemu je poluporedak saglasan sa linearnim prostorom, tj. iz a "£b sleduje
a+c"£b+c i aa"£ab za svako a, b, cEA i svako aER, a~O. Zatim po-
smatramo podskupove skupa B oblika [aj, a2]= {aEB Iaj "£ a "£ a2}' Ovakve sku-
pove cemo obelezavati sa A, B, . ., i nazivati ih takode intervalima. Skup svih
intervala u B oznacicemo sa I (D). Ocigledno je Bel (B).

U I (B) definisemo jednakost, zbir i skalarno mnozenje sa:

(i) A = B ako i sarno ako su skupovi A i B identicni,

(ii) A+B={a+blaEA, bED},

(iii) aA={aa!aEA,aER}.

(a+f3)C=aC+f3C

prostor (I (R), +) nad R+ se moze potopiti u

Kako je poluporedak saglasan sa operacijama u D, zakljucujemo da ope-
racije u I (D) ne izvode iz J (B). Sto se tice skalarnog mnozenja i ovde vazi
sarno subdistributivni zakon

(a+f3)C~aC+f3C,

sa jednakoscu ako i sarno ako je af3~ O.
Sad a definisemo pojam kvazilinearnog prostora (0. MAYER, [1], [2]):

Skup Q se naziva kvazilinearni prostor nad poljem realnih brojeva R ako je
definisano sabiranje +: Q x Q --i> Q i skalarno mnozenje .: R x Q --i>Q, tako
da za svako A, B, CEQ i svako a, f3ER vazi:

(i) A +B=B+A,

(ii) A+(D+C)=(A+B)+C,

(iii) a(D+C)=aD+aC,

(iv) (a+f3)C=aC+f3C za af3~O,

(v) a (f3C) = (af3) C,

(vi) postoji element (JE Q takav da je OA = (J (nula),

(vii) I. A = A.

Ako bi (iv) vazilo za svako a, f3ER, tada bi Q bio linearni prostor, jer
se moze dokazati da je nula (J neutralni element za sabiranje.

Jasno je da je svaki linearni prostor i kvazilinearni prostor. Prostori
I (R) i J (B) nad R su kvazilinearni.
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Na ovaj nacin smo dobili algebarsku strukturu koja "odgovara" inter-
valnoj aritmetici. Medutim, kvazilinearni prostor obuhvata sarno operacije sa-
biranje i skalarno mnozenje, dok oduzimanje, mnozenje i deljenje ne obuhvata,
sto mu je veliki nedostatak.

U kvazilinearni prostor se mogu, dalje, uvod:ti razliCite metrike, sto
omogucava resavanje sistema linearnih jednaeina iterativnim metodama. Videti,
na pr;mer, O. MAYER ([3], [4], [5]) i G. ALEFELD([2]).

3. W. HAHN ([1]) posmatra normirani linearni prostor E nad poljem K
(realnih ili kompleksnih) brojeva. Ako aEE i iXER+, tada se [a, a]={bEEi
IIa-b Ii~a} naziva E-interval. (11.11 je norma u E.) Skup intervala [a, a],
aEE, aER+ cemo oznaCiti sa I(E, II. I!) i nazvati intervalni prostor nad E.

Dva intervala [a, a] i [b, {J] su jednaki ako i sarno ako je a = b i a = {J.
Ako je I (E, Ii '11) intervalni prostor nad normiranim prostorom E nad

K, tada se preslikavanje

definisano sa
+ :I(E, 11'[I)xI(E, II'II)-?I(E, 11.11)

[a, a]+[b, {J]=[a+b, a+{J]

naziva sabiranje intervala iz I (E, II. II). Preslikavanje

. :KxI(E, II'II)-?I(E, 11.11)
dato sa

8 [a, a] = [sa, [81 a]

nazivamo mnozenje intervala skalarom iz K. Oduzimanje se definise sa

[a, a]-[b, {J]=[a, a]+(-l)[b, {J].

Ako je I(E, 11.11)intervalni prostor nad normiranim linearnim prostorom E
nad K, tada je I(E, II'!I) kvazilinearni prostor nad K.

H. FISCHER([2]), ne citirajuci W. HAHNa, daje stene rezultate.

4. M. KRACHT i G. SCHRODER([1]) uporeduju intervalne kvazilinearne
prostore koje su uveli O. MAYER i W. HAHN. Neka je (E, ~) poluuredeni
linearni prostor, a (E, II. I!) normirani linearni prostor. Ako relacija ~ nije
jednakost, onda se realni intervalni prostor I(E, 11.11)moze potopiti u realni
intervalni prostor I (E, ~).

1.6. Kompleksna intervalna aritmetika

O. Cilj je ovog odeljka da ukaze na kakve se sve teskoce nailazi prilikom
pokusaja uvodenja intervala i intervalne aritmetike u skup kompleksnih
brojeva.

1. G. ALEFELD([1]) razmatra specijalne skupove kompleksnih brojeva i
operacije sa njima. Navodimo neke njegove rezultate.

Pod kompleksnim intervalom podrazumevamo skup kompleksnih brojeva

A={z=xl+ixzlx1EA1,xzEAz}, Ai' AzEI(R),

gde je I (R) skup svih realnih intervala.
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Ako su Al i Az elementi partitivnog skupa P (R), tada skup

A = {Z= Xl + iXzl XlEAI, xzEAz},

nazivamo T-skupom (u originalu: T-Komplex).
Svaki kompleksni interval je T-skup. Skup svih kompleksnih intervala

oznacavamo $a I(C), a skup svih T-skupova sa T(C). OCigledno vazi I(C)
C T(C)CP(C). Kompleksni intervali su neposredna uopstenja realnih intervala.

Kako su kompleksni intervali i T-skupovi ustvari podskupovi skupa P (C),
za njih se definisu afitmeticke operacije kao sto je uobicajeno. Ova aritmetika
ima presudan nedostatak sto skupovi I (C) i T (C) nisu zatvoreni u odnosu na
ovu aritmetiku. Zato definisemo novi opstiji pojam.

Pod T-omotacem elemenata A E P (C) podrazumevamo presek svih ele-
menata iz T(C) koji sadrZe A. Oznacavamo ga sa A. Za svako AEP(C)
vazi A ~ A. Ako je A iz T(C) tada je A = A.

Za elemente A={Z=Xl+ixzlxIEAp xzEAz}ET(C), AI' AzEP(R) uvo-
dimo oznaku A = Al + iAz i nazivamo Al i Az redom realni i imaginarni deo
T-skupa A.

Za dva elementa A=Al +iAz i B=B1 +iBz iz T(C) kazemo da sujednaki,
u oznaci A = B, ako i sarno ako vazi Al = B1 i Az = Bz.

Neka su A = Al + iAz i B = B1 + iBz elementi iz T (C). Tada pod zbirom,
razlikom, proizvodom i kolicnikom elemenata A i B podrazumevamo sledece
elemente iz T (C) :

A+I B= (AI +B1) + i(Az +Bz),

A 1-IB=(AI-Bt)+i(Az-Bz),

A ].-1B= (AI Bt-AzBz) + i(AIBz + AzBl)'

A 1: iB= (AIBt +Az Bz) : (BIZ + BzZ)+ i(AzBI-Al Bz): (B/ +Bl).

Kod definicije deljenja pretpostavlja se da 0 tlBIZ + Bzz. Ovde je B/ = Bi Bi
(i= 1,2), tako da moze OEB1Z+Bzz iako 0tlB=B1 +iBz.

Ovim definicijama se cetiri racunske operacije 1*I sa elementima iz T(C)
svode na racunske operacije I*I sa realnim skupovima. Kompleksni brojevi
a = a1+ iaz su izomorfni, u odnosu na uvedene operacije, sa elementima oblika
A = [at, ad + i [az, az]. Zato mozemo oba ova skupa medusobno identifikovati
i pisati kratko A = rap ad + i [az, az] = at + iaz = a. Znaci vazi C C T(C).

Sada treba ispitati strukturu koju obrazuje skup T(C) sa definisanim
operacijama 1*1. Vaze sledece osobine:

(i) Sabiranje i mnozenje su komutativni.
(ii) Sabiranje je asocijativno.

(iii) Mnozenje nije asocijativno vec vazi

(AI'IB)I'IC
}

cm(A,B, C),
A 1.1 (B 1.1 C) -

gde je
meA, B, C)=At BI CI-AIBz Cz-AzBl Cz-AzBz C1

+ i(A1 Bt Cz +Al Bz C1+Az B1 C1-Az Bz Cz).

Ovu osobinu naZlvamo subasocijativnost.
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Ako vaii A = a ili C = c ili oba istovremeno, tada je

a I. i (BI'I C)=m(a, B, C),

(A 1.1B)n c=m(A, B, c),

(al' i B) i .1 c=al' i (Bj~c)=m(a, B,c).

Ova osobina se naziva poluasocijativnost.

(iv) Vazi subdistributivni zakon. Ako je A = a, tada vazi jednakost

a i . 1(B 0 C = a L:J B I+ Ia I . I C.

Ovu osobinu nazivamo poludistributivnost.
(v) Broj 0 je jednoznacno odredeni neutralni element za sabiranje.

(vi) Broj I je jednoznacno odredeni neutralni element za mnozenje.
(vii) Inverzni elementi za sabiranje i mnozenje postoje sarno za elemente

A = a; za mnozenje je jos i a ~ O.
(viii) Za osnovne racunske operacije I*I sa elementima iz T (C) vazi

osobina podskupova, tj. iz Ai c; Bi (i = I, 2) sleduje A[ * Azc; B[ ,* IBz.
Neka je dat skup A E P (C). Tada nazivamo realne podskupove

AR= {x I(3y)z= x+ iYEA}EP(R),

A[ = {y I(3x) z= x+ iYEA}EP(R)

redom realnim i imaginarnim delom podskupa A.

Za proizvoljni podskup A ~P (C) ocigledno vazi

A = AR + iA[.
Na osnovu toga imamo

A::I::B=AlcleIB,
--------

A.B=A ,. j B,

A:BCAi:IB.

ZnaCi, operacije 1*1 daju u slucaju sabiranja, oduzimanja i mnozenja dva
elementa A, BE T(C) T-omotac skupa A

*
B. Medutim, u opstem slucaju je

A I: IB nadskup skupa A: B.
Za dva proizvoljna elementa A i B iz P (C) vazi

A
*

BCA
*

BCA
*

ECA
*

E.
- -

(Napomenimo da treci znak C kod sabiranja, oduzimanja i mnozenja
moze biti zamenjen znakom =.)

Operacije 1+1i [=1 u T(C) se poklapaju sa operacijama + i -. Medutim,
koriscenjem operacija 1.1 i I: ' dobijaju se u opstem slucaju nadskupovi, tj. vazi

A::I::B=A IclelB,

A.Bc;A I'IB A:Bc;AI:IB.
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2. H. FISHER ([1]) uvodi vise vrsta kompleksnih intervala i operacija
sa njima.

Neka su A, BEP(C) i
*

jedna od osnovnih racunskih operacija. Tada
definisemo A

* B= {a *
b IaEA, bEB}, pri cemu A:B nije definisano ako OEB.

Da bi se izgradio intervalni racun za kompleksne brojeve potreban je
jedan skup "intervala" SCP(C) i operacije I'>u S sa osobinama

(i) za svako X, YES je X* YCX I'>Y,

(ii) za svako Xj' YjES (i= 1,2) iz XjC::;;Yj sleduje XII'>X2C::;;Yll'> Y2,

gde se iskljucuje deljenje elementom iz S koji sadrZi O. Sistem (S, +, -, ., :)
naz:vamo "kompleksna intervalna aritmetika" (KIA).

Neka je 10(C) skup zatvorenih intervala realnih brojeva. Sistem (/0 (C),
+, -, ., :) je KIA.

Neka su XR, X/~/o(C). Skup XR+iX/ naziva se interval prve vrste
(pravougaonik sa stranicama paralelnim osama). Skup svih intervala prve vrste
oznacavamo sa II (C). Sistem (/1 (C), +, -, ., :) nije KIA, jer za X, YEll (C)
u opstem slucaju XYtE/t (C) i X: Yt[Jl (C).

Uvedimo skup B(C)={TI0#TCC, T je povezan i ogranicen}. Za
TEB(C) neka je a(T)= nR(TCRE/l(C». Sada definisemo nove operacije
pomocu a, nairne, za X, YEll (C) neka je

X (- , a) Y = a (XY),

X (:, a) Y = a (X: Y) u slucaju OtE Y.

Sistem (II (C), +, -, (" a), (:, a) je KIA koja, medutim, do sada nije
upotrebljavana jer se operacija deljenja ne moze lako verifikovati. Sistem
(II (C), +, -, (" a), (:, A) sa deljenjem (:, A) koje je dao G. ALEFELD([1])
za intervale prve vrste je takode KIA.

Druga jedna KIA je sistem (II (C), +, -, (-, a), (:, R) sa deljenjem
koje su definisali J. ROKNE i P. LANCASTER([1]) za intervale X, YEll (C),
OtE Y, sa

X ( : , R) Y = X ( . , a) (a (1 : Y).

Oznacimo sa K skup {z IzEC, Iz I;;;;I}. Neka je xmEC i xrER+. Skup
xm + xr K nazivamo interval druge vrste (kruzni disk). Skup svih intervala druge
vrste oznacavamo sa 12(C). Sistem (/2 (C), +, -, ., :) nije KIA, jer za
X, YE/2 (C) u opstem slucaju XYtE/2 (C) i X: YtE/2 (C). KoristeCi, medutim,
mnozenje (" G) koje su uveli 1. GARGANTINIi P. HENRICI ([1]), tj.

i stavljajuci
X(:, F) Y=X(', G)(1: Y)

dobijamo sistem (/2 (C), +, -, (" G), (;, F)) koji je KIA.
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Neka su XB, XwE/o(C) i x~O za svako xEXB. Skup XBexp(iXW)
nazivamo interval trece vrste (kruzni sektor). Skup svih intervala trece vrste
oznacavamo sa 13(C). Sistem (/3 (C), +, ~, ., :) nije KIA, jer za X, Y E 13(C)
u opstem slucaju X::t:YtE/3 (C).

Za T~B(C) neka je y(T)= nR(TCRE/3(C). Pomocu y definisemo
nove operaCI]e sa

X ( + , y) Y = Y (X + Y),

X(~, y) Y=y(X~Y).

Sistem (/3 (C), (+, y), (-, y), ., :) je KIA. Ako se u njemu operacije
( + , y) i (-, y) zamene operacijama (+, N) i (-, N) definisanim sa

X( +, N) Y = Y (a (X) + a(Y»),

X(-, N)Y=y(a(X)-a(Y»)

takode se dobija KIA.



2. RAZLICITI NACINI PREDSTAVLJANJA INTERVALA

2.1 Intervalne Cunkcionele i veze izmedu njih

o. Pravila za racunanje sa intervalima nisu jednostavna. Medutim, pred-
stavljajuci intervale na razlicite nLcine, mogu se neka od tih pravila uprostiti.
To i jeste cilj ovog odeljka.

1. U odeljku 1.2 dali smo definiciju osnovnih racunskih operacija sa
intervalima pomocu (I), naime

(1) [aj, az]* [bj, bz]

= [min (aj
* bi' aj

*
bz, az

*
bj, az

*
bz),

Na ovakav nacin data pravila za racunanje sa intervalima nisu pogodna
za prakticno racunanje. Zato cemo razviti desne strane jednakosti (I), i tako
dobijamo sledeca podesnija pravila:

(i) a+b=[aj+bj, az+bz];

(ii) a-b=[aj-bZ' az-bd;

(iii) ab = [aj bj, az bz],

= [aj bz, az bd,

= [az bz, aj bj],

= [aj bz, az bz],

aEN-, bEN+,

a, bEN-,

aEZo, bEN+,

=[azbi' ajbj], aEZo, bEN-,

= [min (aj bz' az bj) max (aj bj, az bz)],

(iv) a: b = [aj : bz, az: bj],

= [aj : bj, az: bz],

= [az : bz, aj: bj],

= [az : bj, aj: bz],

= [aj: bj, az: bd,

= [az : bz, aj: bz],

aEN-, bEN+,

aEN+, bEN-,

a, bEN-,

aEZo, bEN+,

15
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Ako b t::Zo onda, naravno, kolicnik a: b nije definisan.
Specijalno je

za a ~ 0,

za a ~ 0;

za a ~ 0,

za a ~ O.

Nije tesko pokazati da je
.

b 1
a-b=a+(-l)b I a: =a-,

b

gde jc ~ = [l : b2, 1: bd ako je b = [bi' b2].
b

Primecujemo da su pravila za sabiranje i oduzimanje jednostavna, dok su
za mnozenje i deljenje prilicno komplikovana.

2. Neka je a = [ai' a2]. Uvodimo sledece funkcionele:

(2)

(3)

(4) p (a) = max (I a1 I, Ia21) sgn (a),

gde je sgn (a) = sgn s (a) za s (a) -#- 0 i sgn (a) = 1 za s (a) = 0,

(5)

(6)

t (a) = min (i a1 I, Ia21) sgn (a1 a2),

q (a) = t (a)/ Ip (a) I.

Iz (4) sleduje sgn p (a) = sgn (a).

(Funkcionele (4) i (6) prvi je poceo da koristi H. RATSCHEK.)

Koristeci ove funkcionele mozemo svaki nenula interval a napisati na
sledeca dva nacina:

(7) a=s(a)+r(a)[-l,I],

(8) a=p(a)[q(a), 1],

gde je Iq (a) I~ 1 i p (a) -#-O. Kako je s (0) = r (0) = 0, takode se i interval
0=[0, 0] moze napisati u obliku (7). Iz (4), (5) i (6) sleduje p (0) = 0, t (0) = 0,
ali je q (0) neodredeno. Kako 0 E RO, dogovoricemo se da bude q (0) = 1, jer je
za svako aE R q (a) = 1.

.
Iz (2) i (3) dobijamo

(9) a1= s (a) - r (a), a2= s (a) + r (a),
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"-

a iz (4) i (5)

(10)
al = t (a), az = p (a) za sgn (a) = 1,

al = P (a), az = - t (a) za sgn (a) = - 1.

Lako se dokazuju jednakosti

(11)
s (2 a+flb) = 2 s (a) +fls (b),

r (2 a + fl b) = I2 Ir (a) + Ifll r (b),

(12)

p (ab) = p (a)p (b),

q(ab)=q(a)q(b), t(ab)=t(a)t(b) za q(a), q(b»O,

= q (a), = t (a)
1

p (b) I za q (a):£ 0 i q (a):£ q (b).

Sada treba nati uzajarnni odnos funkcionela s, r sa jedne, i p, q, t sa
druge strane. Neka je a = p (a)[q (a), 1], p (a) =1=0, proizvoljni interval, tada je

a=[p(a)q(a), p(a)] za p(a»O

a=[p(a), p(a)q(a)] za p(a)<O.

Odavde dobijarno
1

s(a)=TP(a)(I+q(a») za p(a)=I=O,

1
r(a)=~p(a)(q(a)-I) za p(a)<O

2

r(a)=~ p(a)(I-q(a» za p(a»O.
2

Znaci
1 1

s (a) = ~ p (a) (1 + q (a» = ~ (p (a) + t (a) sgn (a»,2 2
(13)

r (a) = ~~ Ip (a) I(I - q (a» = ~ (i p (a) i- t(a».2 2

Iz (13) neposredno proizilazi

(14)
1

p (a) I= Is (a)
1 + r (a) ili p (a) = s (a) + r (a) sgn (a),

t (a) = Is (a) i - r (a).

3. Urnest0 (7) i (8) ubuduce cerna cesto pisati

a=(s(a), r(a), +)

a = (p (a), q (a), .).

2 Publikacije Elektrotehnickog fakulteta
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Koristeci jednakosti (11) i (12), pravila za sabiranje i mnozenje intervala
dobijaju drugaciji oblik. Nairne, imamo

a+b=(s(a)+s(b), r(a)+r(b), +);

ab=(p(a)p(b), q(a)q(b), .) za q(a), q(b»O,

= (p (a) p (b), min (q (a), q (b)), .) za q (a) ~ 0 ili q (b) ~ O.

Tek se sada moze uociti znacaj uvodenja gornjih [unkcionela, posebno
[unkcionela p i q, jer se sada pravila za mnozenje intervala svode na sarno dva
slucaja.

Interesantno je i korisno odrediti .I (ab), r (ab), p (a + b) i t (a + b).

Teorema 2.1. (i) Akoje q(a), q(b»O, tadaje

.I (ab) = .I (a) .I (b) + r (a) r (b) sgn (ab),

r (ab) = ] .I (a)
1 r (b) + I.I (b) i r (a);

(ii) Ako je, pak, q (a) = min (q (a), q (b») ~ 0, onda je

.I(ab) = (.I (b) + r (b) sgn (b») .I (a),

r (ab) = (Is (b) I+ r (b») r (a).

Dokaz. (i) Imamo redom, za q (a), q (b) > 0,

.I(ab) = ~ (p (ab) + t (ab) sgn (ab»)
2

= ~ (p (a) p (b) + t (a) t (b) sgn (ab»)
2

= ~ {(.I (a) + r (a) sgn (a» (.I (b) + r (b) sgn (b»)
2

+ (.I (a) sgn (a) - r (a») (.I (b) sgn (b) - r (b») sgn (ab)}

= .I (a) (b) + r (a) r (b) sgn (ab),

1r(ab) =2 (Ip (ab) I-t (ab»)

= ~ (I p (a) II p (b) 1- t (a) t (b»2

1
= - {( 1.I (a) I+ r (a» (Is (b) I + r (b»2

-(I .I(a) : -r(a» (! s (b)I-r(b»}

= I s (a) Ir (b) + I .I (b) I r (a).
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(ii) Slicno je, za q (a) ~ 0 i q (a) ~ q (b)

1
s (ab)= - (p (ab) t t (ab)sgn (ab»2

1
=2

(p(a)p(b)+t(a)p(b)sgn(a»

1
= 2

p (b) (p (a) + t (a) sgn (a»

= (s (b) + r (b) sgn (b» s (a),

r (ab) =~ (lp (ab) 1- t (ab»2

= ~ ([p (a) IIp (b) 1- t (a) Ip (b) I)
2

=~ Ip(b)[(lp(a)f-t(a»)
2

=(1 s(b) I+r(b») r(a)..

Nismo se dosad susreli sa jednakostima iz Teoreme 1.1; ipak, mogu se
naci sledece nejednakosti

Ip (a) Ir (b) ~ r (ab) ~ Ip (a)
1

r (b) +
1

p (b) [ r (a)

(G. ALEFELD, J. HERZBERGER, O. MAYER, [1]).

Teorema 2.2. (i) Ako je sgn (a) = sgn (b), tada je

p (a + b) = p (a) + p (b),

t(a+b)= t(a) +t(b);

(ii) Ako je sgn(a+b)=sgn(a)= -sgn(b), onda imamo

p(a+b)=p(a)+ t(b)sgn(b),

t(a+b)= t(a)-Ip(b)f.

Dokaz. Iz (14) neposredno dobijamo

p (a +b) = s (a + b) + r(a + b) sgn (a +b),

t (a+b)= is(a+b) I-r(a+b).

Na osnovu toga, ako je (i) sgn (a) = sgn (b) imamo redom

p (a + b) =s (a) +s (b) + r (a) sgn (a) + r (b) sgn (b)

=p(a)+p(b),

t (a+b)=
1

s(a)
1 + Is (b) I-r (a) -r(b)

=t(a)+t(b);
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(ii) sgn (a + b) = sgn (a) = - sgn (b), tad a je

p (a +b) =s(a) +s (b) + rea) sgn (a)-r(b) sgn (b)

=p (a) + t (b) sgn (b),

t (a + b) = s (a) sgn (a) - s (b) sgn (b) - r (a) - r (b)

= t (a) - p (b) sgn (b).

2.2. Primena funkcionela kod subdistributivnosti

o. Poznato je da u intervalnoj aritmetici ne vazi distributivni
Umesto distributivnog zakona vazi opstiji, takozvani subdistributivni
(R. E. MOORE, [1]):

Za proizvoljne intervale a, b, c vazi

zakon.
zakon

(15) a (b + c) r;;, ab + ac.

O. SPANIOLU [1] i H. RATSCHEKu [5] su ispitivali u kojim slucajevima
vazi jednakost

(16) a(b + c) = ab+ac.

(17)

U ovom odeljku cemo odrediti interval x takav da je

a(b -I-c) +x= ab+ ac.

~. BERTI u [4] je odredio x u nekim jednostavnim sluacajevima.
1. H. RATSCHEKje dokazao sledeci rezultat:

Jednakost (16) vazi ako i samo ako je

ili

(i) q(a)= 1;

(ii) O~q(a)< 1, a) q (b), q (c) ~ 0, p (b)p (c) ~ 0,

b) q(b), q(c)~O;

a) q (b), q (c) ~ q (a), p (b) p (c) ~ 0,

b) q(b), q(c)~q(a).

ili (iii) q (a) < 0,

Sledecom teoremom se uopstava gornji rezultat.

Teorema 2.3. Interval x takav da vazi (17) odreden je sa:

(i) Ako je q (a) > 0, onda je

lOr (x) = r (a){ Is (b) I+ Is (c) I-I s (b + c) I},

s (x) = r (a) {r (b) sgn (by+r (c) sgn (c) - r (b + c) sgn (b + c)},
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za q(b), q(c), q(b+c»O;

2° r(x)=r(a) {I s(b) I+r(c)-I s(b+c) I},

s (x) = r (a) {r (b) sgn (b) +s (c) - r (b + c) sgn (b + c)},

za q(b), q(b+c»O i q(c)~O;

3° r(x)=r(a){ls(b)l+is(c)[-r(b+c)},

s (x) = r (a) {r (b) sgn (b) + r (c) sgn (c) - s (b + c)},

za q(b), q(c»O i q(b+c)~O;

4° r(x) =r (a){1 s(b) 1- r(b)},

s (x) = r (a) {r (b) sgn(b) - s (b)},

za q(b»O i q(c), q(b+c)~O;

(ii) Ako je q (a) ~ 0, onda je

1° r (x) = r (a){] s (b) [+ Is (c) 1- ] s (b + c) I},

s (x) = s (a) {r (b) sgn (b) + r (c) sgn (c) -- r (b + c) sgn (b + c)},

za q(b), q(c), q(b+c)~q(a);

r r (x) = r (a) { Is (b) I-I s (b + c) I} + s (a) r (c),

s (x) = r (a) s (c) +s(a) {r (b) sgn (b) - r (b + c) sgn (b + c)},

za q(b), q(b+c)~q(a) i q(c)<q(a);

3° r (x) = r (a) { Is (b) I+ Is (c) I} - s (a) {r (b) + r (c)},

s (x) = s (a) {r (b) sgn (b) + r (c) sgn (c)} - r (a) {s (b) +s (c)},

za q(b), q(c)~q(a) i q(b+c)<q(a);

4° r(x)=r(a) [s(b) [-s(a)r(b),

s (x) = r (b) s (a) sgn (b) - r (a) s (b),

za q(b)~q(a) i q(c), q(b+c)<q(a).

P(Jkaz. Iz a (b + c) + x = ab + ac dobijamo

r (x) = r (ab) + r (ac) - r (a (b + c»),

s(x) = s (ab) +s (ac) -s (a (b + c»).
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na osnovuNeka je q(a»O, sgn(a) = 1, q(b), q(e), q(b+e»O. Tada je,
teoreme 1.1

r (x) = s (a) r (b) + r (a) Is (b) I+ s (a) r (e) + r (a) Is (e) I

- s (a) r (b+ e) - r (a) , s (b + e) I
= rea) {Is(b) I+ [s(e)1 + Is(b+e) j},

s (x) =s (a) s (b) + r (a) r (b) sgn (b) + s (a) s (b) + r (a) r (e) sgn (e)

- s (a) s (b + e) - r (a) r (b + e) sgn (b + e)

= r (a) {r(b) sgn(b)+r(e) sgn (e) - r(b + e) sgn (b + e)}.

Ako je sgn (a) = - 1 rezultat je isti.
Analogno se dokazuju ostali slucajevi..

Neke nejednakosti, koje sleduju iz dokazanih jednakosti, mogu
kod R. KRAWCZYKa([1]) i G. ALEFELDai J. HERZBERGERa([1]).

se naci



3. KOMUTATlVNE POLUGRUPE

3.1. Neke klase komutativnih polugrupa

O. Ovde cemo razmatrati jednu specijalnu klas!l komutativnih polugrupa
i neka njene podklase. Pored toga proucavacemo i direktni proizvod grupe i
polugrupe iz spomenute klase.

1. Neka su E (*) i F (*) dye komutativne polugrupe. Ako je E:l F = 0
i H = EUF, definisuCi mnozenje "." u H sa

{

a
*

b ako a, bEE ili a, bE F,

a. b = a ako aE E, bE F,

b ako aEF, bEE,

dobijamo komutativnu polugrupu H ( . ).

(Ubuduce cemo uvek izostavljati znak operaClje ako ne moze doCi do
zabune. )

Specijalno, ako je E komutativna polugrupa idempotenata a F grupa,
oznacicemo polugrupu H jednostavno sa H. Za polugrupu sa gornjom osobinom
recicemo da je tipa H (odnosno tip a H).

Teorema 3.1. Polugrupa H je regularna ako i sarno ako su polugrupe E i F
regularne.

Dokaz. Ako je a regularan element polugrupe F, onda je, oCigledno, a
regularan element i u H.

Obrnuto, neka je a regularan element u H. Tada postoji element xEH
takav da vazi axa = a. Neka je, najpre, a E F i pretpostavimo da x E E, tada
iz jednakosti axa = a sleduje x = a, sto je nemoguce. Prema tome, mora x da
bude element skupa F. Odavde sleduje da je element a E F, koji je regularan u H,
regularan i u F. Ako je, sada, a E E i x E F, onda je axa = a ekvivalentno sa
aa = a, tj. vazi ako i sarno ako je a idempotent. Medutim, svaki idempotent
je regularan element, te je a regularan element i u E. Ako a nije idempotent,
onda mora x da bude element iz E, te je a regularan element u E. Znaci, ako
je a E E regularan u if bite regularan i u E..

23
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Teorema 3.2. Polugrupa H je inverzna ako i samo ako su polugrupe E i F
inverzne.

Dokaz. U dokazu prethodne teoreme videli smo da je jednacina axa = a
nemoguca za a E E, x E F. Prema tome, ako je x resenje sistema jednacina
axa = a, xax = x u polugrupi H, onda je x resenje istog sistema u polugrupi E
ili polugrupi F, i obrnuto. Znaci, ako je xEH regularno-konjugovani sa aEii,
bice xEE regularno-konjugovani sa aEE (odnosno xEF sa aEF), i obrnuto.
Odavde neposredno sleduje tvrdenje teoreme.'

Posledica 3.2.1. Polugrupa H je inverzna polugrupa.

To je oeigledno, jer su komutativna polugrupa idempotenata i grupa inver-
zne polugrupe.

Teorema 3.3. OznaCimo sa ~ I prirodno delimicno uredenje na inverznim po-
lugrupama E i F. Ako je ~ prirodno delimicno uredenje na inverznoj polugrupi
H, onda je a ~ b ako i samo ako je: (i) a ~ I b gde a, bEE ili a, bEF, ili (ii)
a E E je idempotent i bE F.

Dokaz. Da je a~b ekvivalentno sa a~/b ako a, bEE ili a, bEF je
cc'gledno, jer je ab-1=aa-1 ekvivalentno sa a*b-1=a*a-l. Neka je sada
a EE i bEF, tada je a ~ b 8 ab-1 = aa-1 8 a = aa-1 8 a = a*a-1. Kako je
a*a-l idempotent, dobijamo da je a~b za aEE, bEF ako i sarno ako je a
idempotent. .

Posledica 3.3.1. U polugrupi H je a~b ako i samo ako je a=b za a, bEF
iti ab=a za aEE, bER.

To je jasno, jer se prirodno delimicno uredenje na invermoj polugrupi
E poklapa sa prirodnim delimicnim uredenjem na komutativnoj polugrupi idem-
potenata E, dok se u grupi F svodi na jednakost.

Teorema 3.4. Ako a Ib u E iti u F, onda a Ib i u Ii. Za svako IE F i
svako e E E vazi II e. Ne postoji element e E E takav da e II za neko IE F.

Ako je x inverzni za a u odnosu na b u polugrupi E iti polugrupi F, onda
- -je x inverzni za a u odnosu na b i u polugrupi H. Element xEH je inverzni

za aEF u odnosu na bEE ako i samo ako je x=b.

Dokaz. Ako je a
*

x = b, onda je i ax = b. Prema tome, ako a Ib i x je

invermi za a u odnosu na b u polugrupama E ili F, tada ista tvrdenja vaze
za elemente a, b, x i u polugrupi ii. Kako je svaki element iz F jedinica za
svaki element iz E, odnosno svaki element iz E nula za svaki element iz F,
zn?ci da svaki element iz F deli svaki element iz E a nijedan element iz E ne
deli neki element iz F. JednaCina ax = b, a E F, bEE, je zadovoljena sarno ~.ko
je x = b, cime je dokazan i poslednji deo teoreme.,

Posledica 3.4.1. Ako je F polugrupa sa jedinicom 1, onda je 1 jedinica
polugrupe H. Slicno, ako je E polugrupa sa nulom 0, onda je 0 nula polugrupe H.
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Posledica 3.4.2. U polugrupi H element aEE je delitelj svakog elementa bEE
takvog da je b ~ a. Inverzni element za a u odnosu na b je element:

(i)

(ii)

(iii)

a-lb, a, bEF,

b, bEE, b~a,

x, a=bEE, b~x.

Posledica 3.4.3. U polugrupi H jedinica svakog elementa iz F je jedino jedinica
I grupe F. Medutim, jedinica elementa aEE je svaki element bEH takav
da je a~b.

Teorema 3.5. Ako su E i F separativne polugrupe, onda je i polugrupa H sepa-
rativan, i obrnuto.

Tvrdenje je ocigledno na osnovu definicije separativne polugrupe i mno-
zenja u H.

Teorema 3.6. Element xEH je skrativ u H ako i samo ako je skrativ u F.
Nijedan element iz E nije skrativ u H.

Dokaz. Element xEE ne moze biti skrativ element u H, jer je, na pri-
mer, jednakost ax=bx ispunjena za a#-b, a, bEF.

Neka je xEF skrativ element u H, tj. neka iz ax=bx sleduje a=b za
svako a, bEH; onda ce tim pre iz ax=bx, sto je ekvivalentno sa a*x=b*x,
sledovati a=b za svako a, bEF, 1j. element x ce biti skrativ i u F. Obrnuto,
ako je x skrativ element u F, onda ce iz ax = bx sledovati a = b za svako
a, bE F. Kako je, pored toga, ax = bx ekvivalentno sa a = b za svako a, bEE,
znaci da iz ax=bx sleduje a=b za svako a, bEH. Prema tome, element xEF
j~ skrativ element u H..

2. Postoji jednostavna veza izmedu ideala polugrupa E i H.
Teorema 3.7. Svaki ideal polugrupe E je sopstveni ideal polugrupe H.

Dokaz. Za proizvoljni podskup N polugrupe E uvek vazi NEc;;;.NH. Prema
tome, ako je T ideal polugrupe E, onda je, zbog Tc;;;.TEC TH, skup T ideal
i polugrupe H..

Teorema 3.8. Polugrupa E je maksimalni ideal polugrupe H.

Dokaz. Prema prethodnoj teoremi skup E je ideal polugrupe H. Kako je
faktor polugrupa REEsa HIE grupa sa nulom 0' (naime HIE = FU{O'}), gde je 0'
spolja pridodata nula, a samim tim i O-prosta p:>lugrupa, to je polugrupa E
maksimalni ideal polugrupe H..

Direktna posledica poslednjih dveju teorema je sledece tvrdenje.

Teorema 3.9. Svaki ideal polugrupe E je sopstveni ideal polugrupe H, i obrnuto.

Odredimo sve ideale inverzne polugrupe H. Odredicemo najpre sve glavne
ideale polugrupe E. To su skupovi T(a)=aE={xjxEE, x~a}. Dva razlicita
elementa a, bEE odreduju razlicite glavn'~ ideale, te je svaki jednoelementni
podskup polugrupe E idealni sloj.
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Neka je N~E. Ideal odreden skupom N, tj. skup NE, jednak je uniji
glavnih ideala aE=T(a)(aEN). Ako skup N ima supremum a, tj. a=supN,
onda cemo sa K (a) oznaciti ideal NE. Ukoliko je a = sup N = max N, tj. skup N
ima najveCi element (maksimum), onda je K (a) = T(a) glavni ideal polugrupe E
odreden maksimumom skupa N. (Ubuduce cemo sa K (a) oznacavati sarno ideal
odreden skupom N koji nema maksimum ali ima supremum a.) Prema tome
je{a}=T(a)\K(a). Kakoje{a} idealni sloj, ideali 'T(a)iK(a) sususedni.

Ako je E lanac, onda su ideali T(a) i K(a) (aEE) jedini sopstveni ideali
polugrupe H. (Polugrupu H u kojoj je E lanac oznaCicemo sa fl.) Prema
tome, imamo sledeci vrlo vazan rezultat.

Teorema 3.10. Polugrupa H nema drugih ideala osim ideala oblika T(a) i K(a).

Polugrupa E ima minimalni ideal M ako i sarno ako u skupu E postoji
najmanji element 0 (minimum), tj. min E = 0 (nula polugrupe E), i tada je
M=O.

Teorema 3.11. Polugrupa H je poluprosta i potpuno poluprosta polugrupa.

Dokaz. Glavni faktor T(a) / K(a) polugrupe H sastoji se sarno od idem-
potenta a i spolja pridodate nule 0', tj. T(a) / K(a) = {O', a} (aelO i ael I).
To je O-prosta polugrupa sa primitivnim idempotentom a, tj. potpuno O-prosta
polugrupa. DokazujuCi Teoremu 3.8 utvrdili smo da je HIE O-prosta polugrupa,
a kako poseduje primitivni idempotent, jedinicu polugrupe H, to je HIE pot-
puno O-prosta polugrupa. Minimalni ideal T (0) polugrupe H, ukoliko postoji,
je grupa. Prema tome, polugrupa H je poluprosta i potpuno poluprosta.

Teorem~ 3.12. Polugrupa H je kategorijska polugrupa.

Dokaz. Ako je E lanac, onda i ideali polugrupe iI obrazuju lanac u od-
nosu na relaciju inkluzije skupova. Kako je, pored toga, H komutativna inverz-
na polugrupa, to je H kategorijska polugrupa..

Ako je a~b, a, bEH, onda je, ocigledno, K(a) ~ T(a)~K(b) ~ T(b).
- --3. Neka je G ( .) komutativna grupa. Polugrupa L ( .), gde je L = G x H,

je komutativna. Operacija "." u L definisana je kao 5tO je uobicajeno, tj.

(a, a).({3, b)=(a{3, ab), a, {3EG, a, bEii.

(Elemente iz G i H cemo redom oznacavati malim slovima grcke i latinske
azbuke.)

Osobine polugrupe L se jednostavno ispituju koriscenjem stavova 0 direkt-

nom proizvodu polugrupa G i ii. Iz razloga 5to je G grupa, polugrupe I i Ii
su slicne; zato dajemo vecinu osobina polugrupe L bez dokaza.

Oznacavamo, prirodno, sa L i 1 redom polugrupe Crx H i G x il.

Ako sa 1 oznacimo jedinicu i u G i u H, ukoliko u H postoji, onda je
(I, I) jedinica polugrupe I.

. Neka (a, a), ({3,b)E L. Element (a, a) je delitelj elementa ({3,b) tj.
(a, a) i({3,b), ako i sarno ako a Ib. Ako je x inverzni za a u odnosu na b, onda
je (a-l (3,x) inverzni za (a, a) u odnosu na ({3,b).
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Element (a,a)EL je inverzibilan ako i sarno ako aEF.
Neka je (17.,a) iz L. Ako aEF i F sadrii jedinicu I, onda je jedinstvena

jedinica elementa (a, a) element (1, I). Ako je, medutim, aEE, tada je, pored
element a (1, I), jedinica element a (a, a) i svaki element (1, x) (a ~ x).

Idempotenti polugrupe L su elementi oblika (1, e), gde je e idempotent
polugrupe ii. Ako je j primitivni idempotent polugrupe ii, onda je (1, j) pri-

mitivni idempotent polugrupe L.
Ocigledno su komutativne polugrupe idempotenata polugrupe H polu-

grupe L izomorfne.
Polugrupa L je inverzna jer je direktni proizvod inverznih polugrupa G i H.
Oznacimo sa G(a)CL (aEE) skup Gx{a}, a sa G(1) skup GxF. Kako

su G, {a} i F maksimalne pod grupe, bice i G (a) (aEE ili a= I) maksimalne
podgrupe polugrupe L. Za grupe G (a) i G (b) vazi:

G (a) G (b) =
{

G (a) ako je a ~ b,

G (ab) u ostalim slucajevima.

Polugrupa L je separativna jer su G i H separativne polugrupe.
- -Ako je a skrativ element u H, onda je (a, a) skrativ element u L, i obrnuto.

U polugrupi L je (a, a) ~ ({3,b) ako i same ako je a = {3i a ~ b.

4. Glavni ideal polugrupe L odreden elementom (a, a) je polugrupa
(a, a) L = a G x aH =G x T(a) =T' (a). Prema tome, izmedll skupa svih ideala
polugrupe H i skupa svih ideala polugrllpe L postoji bijekcija T (a) -+ T' (a).
Takode postoji bijekcija izmedu skupa svih ideala oblika K (a) polugrupe H i
skupa svih ideala oblika K' (a) = G x K (a) polugrupe L.

Ideali T' (a) i K' (a) (aEE) su jedini sopstveni ideali polugrupe i.

Ako je M minimalni ideal polugrupe ii, onda je G x M minimalni ideal
polugrupe L.

Maksimalni ideal polugrupe L je ideal G x E.
Idealni slojevi polllgrupe L su skupovi G x {a} (aEE).
Polugrupa L je poluprosta i potpuno poluprosta.
Polugrupa L je kategorijska polugrupa.

3.2. Intervalne polugrupe

O. U ovom odeljku posmatramo multiplikativnu polugrupu intervala 1°
i jedno njeno prosirenje, polugrupu )0. Dajemo naporedo najkarakteristicnije
osobine obeju polugrupa da bi vide Ii dobre strane ovog potapanja.

1. Znamo da skup r snabdeven operacijom mnozenje, definisancm sa (1)
iz odeljka 1.2, obrazuje komutativnu polugrupu.

Polugrupu 1° ispitivao je H. RATSCHEK([2], [4]) koristeci pritom predsta-
vljanje intervala a = [a!, az] u obliku

(1)

(odeljak 2.1).

a=p(a)[q(a), I]=(p(a), q(a),.)
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Ako pokusamo da prosirimo predstavljanje intervala u obliku (I) na sve
uredene parove realnih brojeva razliCitih ad para (0, 0) videcemo da to nije
moguce. Pri tome elementi oblika (a, a, -) (1 <a) su ustvari uredeni parovi
realnih brojeva (ar, a2) sa ar a2> 0 i ar;?: a2. Dalje, skupovi

{(a,a,')1-1~a~0} i {(P,b,')lb~-I}

se poklapaju. To znaci da intervali iz skupa Z imaju dye razliCite reprezenta-
cije oblika (1). Na primer, imamo

[ - 3, 6] = 6[ -
~ ' I]= - 3 [ - 2, I].

Ostali parovi iz R2 ne mogu se predstaviti pomocu (1).
Prema tome, polugrupa ]0 moze se prosiriti u komutativnu

u kojoj je operacija definisana sa
polugrupu r

(a a).(p b)=
{

(ap, ab) a, b>O,
, ,

(ap, min(a, b), a~O ili b~O.

(Ovde smo pisali (a, a) umesto (a, a, .).) Polugrupa r je direktni proizvod
multiplikativne polugrupe RO( .) realnih brojeva i polugrupe realnih brojeva
R (*), gde je operacija ,,*", definisana sa

a*b=
{

ab, a, b>O,

min (a, b), a ~ 0 ili b~ O.

Zbog prirode polugrupe ]0 parovi (0, a) i (0, b) (a, bER) moraju se smat-
rati jednakim. Da bi se to izbeglo, bolje je najpre posmatrati skup J = {(a, a) la,
aER, a*O}, a zatim skup P =JU{(O, on. Sada je polugrupa J direktni proizvod
multiplikativne grupe R ( .) realnih brojeva i polugrupe R (*) realnih brojeva.

Polugrupa R (*) je tip a if, a polugrupa J tipa L iz prethodnog odeljka.

2. Sada dajemo neke osobine polugrupa ] i J.

Zeroidi polugrupe ] su svi elementi oblika (e, - I, .), tj. elementi grupe
G ( - I), dok polugrupa J nema zeroida.

Inverzibilni elementi polugrupe ] su elementi oblika (12,I,.) tj. elementi
multiplikativne grupe R (.), dok su inverzibilni elementi polugrupe J svi elementi
oblika (a, a, .) (O<a).

Obe polugrupe su polugrupe sa grupnim delom koji se razdvaja.

Idempotenti polugrupa ] i J, osim jedinice (1, I, .), su svi elementi
oblika (I, e, .) gde je - 1 ~ e ~ 0 u polugrupi ] i e ~ 0 u polugrupi J.

Primitivni idempotent polugrupe r je element (I, - I, .), dok poJugrupa
p, nema primitivnih idempotenata.

Komuta!ivne polugrupe idempotenata polugrupa ]0 i P su kompletne dis-
tributivne strukture i lineamo uredeni skupovi.
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Regularni elementi polugrupe 1° su, pored elemenata skupa R, i svi ele-
menti skupa Zo, tj. svi nula-intervali. Polugrupe Zo i j0 su inverzne.

Glavni ideali polugrupe I su skupovi T' (a) = U G (i) ( - 1 ~ i;o;; a ~ 1). Me-

dutim, kod polugrupe J glavni ideali su sarno skupvi T' (a) = U G(i) (i ~ a ~ 0)
i T(l)=J, dok skupovi UG(i)(i~a, O<a<l) nisu ideali.

Polugrupa [ ima minimalni ideal T( - 1)= G( - I) a polugrupa J nema
minimalni ideal.

Nula polugrupa I i J je nerazloziva.
(Polugrupa [0 ( .) je detaljnije ispitana u radu [1] Z. M. MITROVlca.)



4. POLUGRUPE SA INVOLUCIJOM

4.1. Skorogrupe

o. U ovom odeljku uvodimo jednu novu aIgebarsku strukturu, takozvane
skorogrupe, koje imaju mnogo zajednickih osobina sa grupama.

1. Polugrupa S se naziva polugrupom sa involucijom, ako je u njoj,
pored mnozenja, data jos unarna operacija "f" pri cemu vaze sledeCi identiteti
(pored asocijativnosti mnozenja):

fUCa»~ = a i f(ab) =f(a)f(b).

Polugrupe sa involucijom cine, prema tome, klasu polugrupa koje sadrZe
u sebi klasu inverznih polugrupa (A. G. KUROS, [1]).

Kako cemo proucavati uglavnom komutativne polugrupe sa involucijom,
koristicemo za operaciju u polugrupi aditivnu oznaku.

Ubuduce cemo cesto pisati -a umesto f(a) i, jednostavnosti radi, a-b
umesto a + (-b). U skladu sa time pisemo i n (-a) kao -na (n ~ 0). Kako
je f automorfizam, bice f(na) = nf(a), ili -(na) = n (-a) = -na.

Teorema 4.1. U komutativnoj polugrupi S sa

(i) na+nb=n(a+b),

(ii) m (na) = (mn) a,

(iii) ma +na = (m +n) a (mn ~ 0).

involucijom - vazi

Dokaz. Ako je m, n ~ 0 gornje jednakosti vaze u S jer vaze u svakoj
komutativnoj polugrupi.

Za m= -r<O i n=s>O Imamo

m (na) = -r (sa) = -(r (sa» = -((rs) a) = (-rs) a = (mn) a,

a za m=r>O i n= -s<O

m (na) = r(( -s)a) =r (s( -a» = (rs) (-a) = (-rs) a = (mn)a.

Ako je n = -s<O bice

na+nb= -sa + (-sb) =s (-a) +s( -b) = s( -a+( -b» =s( -(a+b»

=-s(a+b)=n(a+b).

30
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Najzad, za m = -r< 0 i n = -s< 0 imamo redom

m (na) = -r (( -s) a) = r (-( -(sa))) = r (sa) = (rs) a = (mn) a,

na+ma= -ra + (-sa) =r (-a) +s(-a) = (r +s) (-a) = -(r+s)a

=(m +n) a.1

Definicija 4.1. Polugrupu S sa fiksiranom involucijom f nazvacemo f-polugrupom
i oznaCiti sa (S, f).

Umesto f-polugrupa S govoricemo i polugrupa (S, f).

Definicija 4.2. Ako je T~ S, kazemo da je T f-podpolugrupa f-polugrupe S ako
je T UIT)-polugrupa.

Ovde je fiT restrikcija preslikavanja f na skupu T. Stavimo g =fIT; iz
jcdnakosti f(f(x» = x za svako xE S sleduje g (g (x» = x za svako xE T ako i
sarno ako g (x) E T, tj. ako je g automorfizam u T; tada je f(T) = T.
(flT)-polugrupu T cemo nazivati jednostavno f-polugrupom i oznacavati sa (T,f).

2. Komutativna grupa G se obicno definise kao skup sa tri operacije:
binarnim sabiranjem, unarnom operacijom prelaska na suprotni element -a
i nularnom operacijom koja fiksira neutralni element 0 (nulu), pri cemu vaze
idantiteti:

(i) (a+b)+c=a+(b+c),

(iii) a + 0 = a,

(ii) a+b=b+a,

(iv) a-a = O.

Iz ovih identiteta neposredno sleduje

(v) a + x = a + y => x = y (zakcn skracivanja),

(vi) -(a + b) = -a + (-b),

(vii) -(-a)=a.

(-a + (-b) krace pisemo kao -a-b). Na osnovu identiteta (vi) i (vii) zaklju-
cujemo da je operacija prelaska na suprotni element u stvari involucija grupe G.

Posmatrajmo sada skup S sa tri operacije: binarnim sabiranjem, unarnom
operacijom "f" i nularnom operacijom koja fiksira element 0, pri cemu vaze
svi identiteti (i)-(vii) osim identiteta (iv). Ovako dobijena algebarska struktura
je oCigledno komutativna f-polugrupa sa skraCivanjem i nulom O.

Definicija 4.3. Komutativna polugrupa (S, f) sa skraCivanjem i nulom naziva se
skorogrupa (krace: s-grupa).

Neka je S aperiodicka polugrupa, tj. neka je svaki njen element, sem
jedinice, beskonacnog reda. Kako je S polugrupa sa skraCivanjem, to ne pose-
duje idempotente razlicite od jedinice, te je svaki element iz S\R', gde je R'
maksimalna podgrupa polugrupe S, beskonacnog reda. Prema tome, polugrupa S
je aperiodicka ako i samo ako je R' aperiodicka grupa, tj. ako i sarno ako
iz nx= 0 (xER') sleduje da je x= O.

Kod s-grupa cemo pojam aperiodicnosti definisati drugaCije.
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Definicija 4.4. ReCicemo da je s-grupa S aperiodicka ako za svaki prirodni
broj n i svako x, yES vaZi

nx=ny <=>x=y.

OCigledno je svaka aperiodicka s-grupa istovremen::> i aperiodicka polu-
grupa, dok obrnuto ne vaii.

U grupama se definise pojam deljivosti prirodnim brojem (L. FUCHS,[1]).
Analogno tome imamo:

Definicija 4.5. Kazemo da je element a s-grupe S deljiv prirodnim brojem n
(u oznaci n Ia) ako jednacina

(1) nx=a (aES)

ima resenja u S.
To znaci da postoji skup Be S takav da za svako bE B vazi nb = a.

Ocigledno je postojanje resenja jednaCine (I) ekvivalentno tome da aEnS.

Definicija 4.6. Za s-grupu S kazemo da je deljiva ako n Ia za svako aE S i svaki
prirodan broj n.

Drugim reCima, S je deljiva s-grupa ako i sarno ako je nS = S za svaki
prirodan broj n.

Teorema 4.2. U aperiodickoj deljivoj s-grupi S za svaki prirodan broj n i svako
aES postoji jedan i samo jedan element xES takav da vazi (1).

Dokaz. Kako je S deljiva s-grupa, to je svaka jednacina oblika (1)
resiva u S. Neka x, YEB, gde je B resenje jednacine (1), tada iz nx=a i
ny = a dobijamo da je nx = ny, odnosno x = y. ZnaCi B je jednoelementni skup..

Pisacemo x = ~ = ~ a za resenje jednaCine (1) u aperiodickoj deljivoj
n n

.
U kl d

. V' (1 ) . a b a+b
s-grupl. s a u sa time vazl n -a =a I -+-= --.

n n n n

Definicija 4.7. Neka su A i B s-podgrupe s-grupe S takve da se svaki element
sES moze na jedinstveni naCin predstaviti u obliku s=a+b, aEA, bEB. Tada
pisemo S = A(f)B.

3. Oznacimo sa x element x-x, tj. x=x-x, xES. Skup svih eleme-
nata X, xE:: S, oznacavamo sa W, tj.

W={wlw=x-x, xES}.

Teorema 4.3. Skup W je s-podgrupa s-grupe S.

Dokaz. Kako je x + y = (x-x)+(y- y) =(x+y)- (x + y) = x + y, -x

= -(x-x)=x i 0-0=0, to je W s-grupa..
Iz dokaza prethodne teoreme se vidi da je -x = x, tj. elementi iz W su

nepokretne tacke preslikavanja -. Naravno, preslikavanje - moze imati i
drugih nepokretnih tacaka u S. Oznacimo sa W' skup svih nepokretnih tacaka
{ireslikavanja -, tj.

W'={xl-x=x, xES},
tada je we w'.
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Teorema 4.4. Skup W' je s-podgrupa s-grupe S.

Dokaz. Ako a, bE W', cnda sabiranjem jednakosti a= -a i b=-b
dobijamo a+b= -(a+b), tj. a+bEW'. Pored toga -a=aEW' i OEW', te
je W' s-grupa..

Oznacimo sa R skup svih elemenata xE S, takvih da je x-x = 0, tj.

R={x!x=O, xES}.

Teorema 4.5. Skup R je Abelova podgrupa s-grupe S.

Dokaz. Neka je x,yER. Kako je x+y=x+y=O, to i x+yER. Ele-
ment x ima inverzni element -x. Pored toga je 0-0 = 0, te OE R. Prema
tome, R je Abelova grupa..

Ako su a i b dva proizvoljna elementa iz S, definisacemo relaciju fl na S
sa aflb 8 a=b.

Teorema 4.6. Relacija fl je kongruencija na S.

Dokaz. Relacija fl je ekvivalentncst jer je a = b jednakost. Neka je
aflbf\cfld, 8to je ekvivalentno ~a ;]=bf\c=d; odatle sleduje a+b=c+d,
odnosno a + c = b + d, tj. (a + c) fl (b + d). Prema tome, fl je kongruencija..

Ako za neki element aES postoji element xES takav da je a=x-a,
onda cemo takav element x oznaCiti sa a. Neka postoji a, tada sabiranjem
jednakosti a = a-a i -a = -a + a dobijamo da je a-a = 0, tj. a E R. ZnaCi,

ako postoji a onda aER. Ako postoje elementi x, yER takvi da je a= x-a
i a=y-a, onda je a-a=x-y+(a-a), tj. x-y=O. Kako je R grupa, iz
x- y = 0 sleduje x = y, 8to znaCi da je element a jednoznacno odreden. Neka
postoje a i b, tada sabranjem jednakosti a = a-a i b = b-b dobijamo a + b
=a+h-(a+b). Kako je R grupa, postoji element x=a+h. Prema tome,

- - -postoji element x=a+b takav da je a+b=x-(a+b), tj. postoj a+b i vazi- - -a + b = a + b. Time smo dokazali sledecu teoremu.

Teorema 4.7. Ako za aES postoji element aES takav da je a=a-a, onda
- - -a E Ria je jednoznacno odreden. Ako postoje a i b, onda postoji i a + b i vaii

- - -a+b=a+b.

Teorema 4.8. Element a pripada skupu W' ako i sarno ako je a = O.

Dokaz. Neka aEW', tada je a= -a, odnosno a=O-a.
element a= 0 takav da je a=a-a. Obrnuto, ako za neko aES
tada vazi jednakost a=O-a, tj. a=-a, 8tO znaci da aEW'.1I

OznaCimo sa S' skup svih elemenata xES takvih da postoji x tj.

S'={xl(3xER)x=x-x, xES}.

Prema tome, element x je iz S' ako i sarno ako jednacina x = y-x ima
re8enje u S. Svakako je S' c: S, a iz prethodne teoreme sleduje da je W' C S'.
Takode je R c: S', jer je za svako aER a= 2a-a.

ZnaCi postoji
postoji a = 0,

3 Publikacijc Elcktrotehnickog [akulteta
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Teorema 4.9. Skup S' je s-podgrupa s-grupe S.

Dokaz. Neka a, bE S'. Prema teoremi 4.7, kako postoje a i b, postoji
/'-.

i a+b, te a+bES'. Ako postoji xES takav da je a=x-a, onda postoji
i-xES takav da je -a= -x-( -a), te -aES'. Kako je 0-0 = 0, to OES'.
Znaci da je S' s-grupa..

Posledica 4.8.1. Neka a, bES', tada a-bEW' ako i sarno ako je a=b.

Dokaz. Neka a, bE S' i neka je ~= b, tada jednakosti a = a-a i b = b-b,
zajedno sa ~=b, daju a-b= -(a-b), tj. a-bEW'. Obrnuto, ako a-bEW',

/'-. -- _A AA
tada je a-b = 0, odnosno a-b = 0 = b-b, odakle sleduje a = b. (Ovde smo

/'-. A
koristili c:;iglednu vezu (-a) = -a.).

Ako su a i b dva proizvoljna elementa iz S', definisacemo relaciju .it
na S' sa aA.b 8 a=b.

Teorema 4.10. Re/acija.it je kongruencija na S'.

Dokaz. Relacija .it je ekvivalentnost jcr je a = b jednakost. Neka je
a A.b/\ d d, sto je ekvivalentno sa a = b /\ c = d; odavde sleduje a + c = 6 + d~ tj.

/'-. /'-.
a + c = b + d. Prema tome, .it je kongruencija. I

Klase ekvivalentnosti relacija .it i f-l oznacavamo redom sa L (a) i M (a) tj.

L(a)={xlx=a, xES} i M(a)={x[x=a, xES}.

OCigledno je L(O)=W' i M(O)=R.

4. Posmatrajmo sada jos jednu relaciju na S', naime relaciju 1"=.it nf-l.
(Ovde je f-l u stvari f-lIS'.) Kako su .it i f-l kongruencije, bice i 1" kongruencija.

Teorema 4.11. Neka je S aperiodic'Ka s-grupa. Ako a, bE S', tada je

a1"b8a=b.

Dokaz. Iz jednakosti a = ~-a, dodavanjem obema stranama element a,
dobijamo vezu 2a = a + a. Kako je a1"b 8 a A.b/\ af-lb 8 a-=b /\ a = b, to iz a1"b
sleduje 2a = a + b = b + b = 2b. Zbog aperiodicnosti, iz poslednje jednakosti sle-
duje a = b. Obrnuto, neka vazi a = b, tada je a = a i a = b, tj. a 1"b. .

Klase ekvival;;,ntnosti rdacije 1" oznacicemo sa T(a), tj.

Teorema 4.12. Ako je S aperiodicka deljiva s-grupa, onda su i R, W, W', S',
aperiodicke de/jive s-grupe.

Dokaz. Ako je S ap(;riodicka s-grupa, jasno je da su i njene s-podgrupe
R, W, W', S' aperiodicke s-grupe. Neka je S deljiva s-grupa, dokazacemo da
su R, W, W', S' takode deljive s-grupe.

1
U deljivoj s-grupi S jednacina nx = a ima resenje x = - a za svako aE Sn

i svaki prirodan broj n.
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Neka aER, tada iz nx=a sleduje nx=a=O, tj. x=O. ZnaCi, iz aER

sleduje ~ a E R.
n

Ako aES' tad a postoji element uER takav daje a=u-a, odakle sleduje

d
..

I
1

R k d
. 1 1 1 v V.

d
1

S 'a postojI e ement n uE ta av a Je n a= n u-n a, sto znaCI a n aE .
Neka, sada, a E W'. Kako je W' ~ S', jednaCina nx = a ima resenje

uS', tj. xES'. Prema tome, iz nx=a sleduje nx=d=O, tj. ;=0, sto znaci

da ~aEW'.
n

Najzad, ako a E W, tad a postoji element v E S takav da je a = v- v.

Odavde sleduje da postoji element ~vES takav da je ~a=~v-~v, tj. ~-aF W.n n n n n-
Time je dokaz zvreSen..

Teorema 4.13. U aperiodickoj deljivoj s-grupi S vazi

S' = WEf)R.

Dokaz. Za svaki element aES' vazi 2a=a+a. Prema tome, u deljivoj
1 ~

-
; Ii

aperiodickoj s-grupi S za svaki element aES' vazi a=-(a+a)=-+-E W+R
2 2 2 '

1 . 1 -jer -aER i -aEW.
2 2

Ako je a+b=a' +b' gde a, a'ER, b, b'EW, onda je b-=b'. Neka je
b=x i b'=y, onda je b=x-x=2x=2y=b', tj. x='y' odakle sleduje da
je b = b'. Kako je b = b', iz a + b = a' + b' sleduje da je i a = d. Prema tome,
predstavljanje s = a + b je jedinstveno..

5. Ako je S s-grupa, onda se polugrupa S moze potopiti u neku Abelovu
grupu S, jer je S komutativna polugrupa sa skraCivanjem. Pri tome se invo-
lucija - s-grupe S moze prosiriti na citavu grupu S i, naravno, involucija -
s-grupe S, prosirena na grupu S, ne poklapa se sa prirodnom involucijom same
grupe S, tj. preslikavanjem u grupi koje svakom elementu dodeljuje njemu
suprotni element.

4.2. Pojam kvaziresenja jednacina

O. Ovde uvodimo jedan novi
koji je karakteristican za algebarske

1. Pod resenjem jednaCine

pojam, takozvano kvaziresenje jednacina,
strukture sa involucijom.

(1) a+x=b

po promenljivoj x u proizvoljnoj aditivnoj polugrupi S podrazumevamo neprazan
skuI' C~S takav da za svako cEC vazi a+c=b.

Ako je S grupa, onda je C = {b-a}, tj. jednaCina (1) ima jedinstveno
resenje x = b-a.

3*
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U polugrupi S se r~senje ne moze dobiti pomocu jedimtvene formule,
kao k d grup:.:. Kao ilustracija za to moze nam posluziti poskdica 3.4.2 iz
odeljka 3. I.

Kod s-grupe (S, -) ne interesuje nas resenje jednacine (I), koje i ne
mora da postoji, vec dement b-a, koji cemo nazvati kvaziresenjem (krace:
k-resenjem) jednaCine (I). (U vezi sa ovim terminom koristicemo, mada rede,
i termin "k-r_siti" jednacinu kao skracenicu za "odn:diti k-resenje".)

Ako obema stranama jednacine x = b-a dodamo element a dobijarno
jednaCinu

(2) a+x=b+a,

Cije je resenje element b-a. Prema tome, k-resenje jednaCine (I) je u stvari
rdenje jednaCin: (2).

Pcjam k-reslnja u s-grupi S cemo prosiriti.

Neka je Lp (ix) linearna kombinacija elemmata Xl' x2' . . . , xp E S, tj.
Lp(ix)=ilXj+i2X2+'" +ipxp, a Lp(ix, a)=Lp(ix)+a, aES.

Definicija 4.8. Za dve linearne jednaCine (A) i (B) kazemo da su kvaziekvivalentne
(k-ekvivalentne) u s-grupi S u sledeCim slucajevima:

(i) Aka su (A) i (B) ekvivalentne u S.

(ii) (A): Lp(ix, a)+Lq(jx, b)=Lr(kx, c),

(B): Lp(ix, a)=Lr(kx, c)-Lq(jx, b).

(iii) (A): nLp(ix, a)+mLp(ix, a)=Lq(jx, b),

(B): (n+m)Lp(ix, a)+na+ma=Lq(jx, b),

gde su m i n celi brojevi.

Definicija 4.9. Pod kvaziresenjem sistema linearnih jednaCina u deljivoj s-grupi
(S, -) podrazumevamo resenje kvaziekvivalentnog sistema linearnih jednacina.

KoristeCi ovu ddinic:ju lako mozemo dokazati da je u deljivoj s-grupi S
k-resenje jednacine

(3) mx+a=nx+b (a, b, xES, m, n celi brojevi, m=/:=n)

u stvari resenje jednaCine (m-n) x= b-a. Na osnovu toga je k-resenje jedna-
Cine (3) u aperiodickoj deljivoj s-grupi odredeno sa

b-a
X=-.m-n

(4)

2. Mozemo posrnatrati i sistern od vise linearnih jednacina
znatih sa koeficijentima iz skupa celih brojeva.

Za pocetak uzmimo sarno dye jednaCine sa dye nepoznate.

U deljivoj s-grupi S k-resenje sistema jednacina

mx+ny=a,

sa vise nepo-

(5)
px +qy=b
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je u stvari resenje sistema jednaCina

Dx=Dx Dy=Dy,

Dx=qa-nb, Dy=mb-pa. Odista,
x dobijamo sistem

kvaziresavanjem jedna-gde je D=mq-np,
cina sistema (5) po

(6) mx=a-ny,

px = b-qy
Hi

(6') mpx= p(a-ny) =m (b-qy).

Iz (6') dobijamo
(7) pa-npy=mb-mqy.

Na osnovu definicije 4.9 k-rdenje jednaCine (7) je u stvari resenje jednacine

(mq-np) x= mb-pa,
odnosno jednacine

Dx=Dx'

Na isti naCin dobijamo i jednacinu Dy = Dr
Prema tome, resenje sistema (5) u aperiodickoj

x=Dx/D i y=Dy/D.

Analogno se moze dobiti k-resenje sistema od n linearnih jednaCina sa n
nepoznatih.

deljivoj s-grupi dato je sa

4.3. Intervalne s-grupe

O. Ovde dajemo nekoliko primera s-grupa, Cime se opravdava potreba za
uvodenjem pojma s-grupe.

1. Posmatrajmo aditivnu intervalnu polugrupu /0 ( +). Polugrupa r ( + )
nije grupa, jer ni za jedan interval aE/\R ne postoji interval xEr taka v da
je a+x= O.

Definisimo preslikavanje - u [0 na sledeCi nacin:

-[aj, a2]= [-a2' -aj].

Sada je (/0 ( +), -) s-grupa.

Teorema 4.14. Polugrupa (r (+), -) je deljiva aperiodicka s-grupa.

Dokaz. U odeljku 1.2 smo videli da je [0 ( +) aditivna komutativna
polugrupa sa nul om 0 i skracivanjem. Kako je

-(-[al' a2])= -[-a2' -aj]=[ap a2]

-[ap a2]+(-[bl' b2])=[-a2, -aj]+[-b2, -bj]
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zakljucujemo da je preslikavanje - involucija. Prema tome, polugrupa ([0 ( + ), - )
je s-grupa.

JednaCina
n [XI' Xz]= [aI' az] (n prirodan braj),

ima jedinstveno resenje [alln, azln], te i jednacina n [XI' Xz]= 0 takode ima
jedinstveno resenje [0, 0]. To znaci da je [0 ( +) deljiva aperiodicka polugrupa. .

Neka je a = lap az], tad a je -a = [-az, -al]' Kako je s (a) = ~ (al + az)
2

i r(a)=~(az-al)' bite s(-a)=~(-az-al)=-s(a) i r(-a)=~(-al+az)
2 2 2

= r (a). Prema tome, ako interval a predstavimo u obliku a = (s (a), r (a), +),
onda je -a = (-s (a), r (a), +).

Interesantno je odrediti skupove W i R. Neka je a = [aI' az], tad a je

a=a-a=(az-al)[-l, 1]=2r(a)[-I, I]

a iz a = ~-a sleduje
~=(al +az) [I, 1]=2s(a).

ZnaCi da se 5kup W poklapa sa skupom GO(-I) (odeljak 3.2), a skup R
sa skupom svih realnih brojeva. Ako pisemo a = (s (a), r (a), +), onda je 06-
gledno, a = (0, 2r (a), +) i a = (2s (a), 0, +).

2. Multiplikativna polugrupa [(.) ne moze biti s-grupa, jer
vazi zakon skraCivanja, dok polugrupa N ( .) moze postati s-grupa.

Ako definisemo preslikavanje I u N ( .) sa

I[ap az]=[llaz, llal],

u nJoJ ne

tad a vazi sledeCi stay.

Teorema 4.15. Polugrupa (N(.), /) je s-grupa.

Dokaz. Ocigledno je N ( .) komutativna polugrupa sa jedinicom 1 i skra-
Civanjem. Dokazimo da je I (ab) = (fa) (/b). Neka je a = [aI' az], b = [bl, bz].
Ako je a, b> 0 imamo

l(ab)=/[albp azbz]=[llazbz, Iialbl]=(/a) (/b),

za a>O, b<O je

I (ab)= I [azbp al bz]= [Ilal bz, llaz bd = (/a) (/b),

i, najzad, ako je a, b<O bite

l(ab)=/[azbz, albl]=[llalbl, llazbz]=(/a) (/b).

Tako smo dokazali da je preslikavanje I automorfizam polugrupe N.
Pored toga je

I (fa) = I (/ [aI' az]) = ![llaz' Ilal] = [aI, az] = a.

Prema tome, preslikavanje I je involucija, te je (N ( . ), /) s-gupa..

Kako je (- I)Z= [- l, - IF = [ I, I] = I, s-grupa N ( .) nije aperiodicka.
Polugrupa N ( . ) nije ni deljiva, jer, na primer, jednacina [- I, _l]n = [1, I] nema
resenje za svako n.
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3. Neka je JO( .) multiplikativna polugrupa iz odeljka 3.2. Svaki ele-
ment iz r moze se napisati u obliku

(I) a=(p(a), q(a), .).

Uvedimo dye nove funkcionele iz r u RO slicno kao sto smo to uCinili
u glavi 2, naime

1
s(a)=-p(a) (I +q(a)),

2
(2)

r(a)=.!p(a) (I-q(a».
2

Svakom elementu a = (p(a), q(a), . ) dodeljujemo element a = (s(a), irea) I, + )
a elementu 0 = (0, 0, .) element 0 = (0, 0, +). Time je odredeno jedno presIi-
kavanje iz skupa svih uredenih parova realnih brojeva na isti skup. (Ovo
preslikavanje nije obratno jednoznacno.)

Definisimo zbir dva elementa a = (s (a), Ir (a) I, +) i b = (s (b), 1r (b) I, +)
sa a+b=(s(a)+s(b), Ir(a)I+lr(b)l, +). Tako smo dobili polugrupu JO(+).

U polugrupi r ( +) definisimo unarnu operaciju - sa

-a=(-s(a), Ir(a)l, +) za a=(s(a), Ir(a)l, +).

Lako se dokazuje sledece tvrdenje.

Teorema 4.16. Polugrupa (r (+), -) je s-grupa.



5. JEDNO UOPSTENJE PRSTENA

5.1. Pojam i osabine s-prstena

O. U ovom odeljku definisemo pojam s-prstena, koji ima mnoge osobine
komutativnog prstena. Medutim, nije nam cilj proucavanje s-prstena uopste,
vec specijalnog s-prstena [0.

1. A. FROHLICH ([1]) je definisao distributivne elemente skoro-prstena.
Slicno se mogu definisati distributivni e1ementi u algebri (S, +, .).

Definicija 5.1. Element a algebre (S, +, .) je distributivan u odnosu na par
elemenata b, e~S ako je

a (b +e) = ab +ae.

Element aE S, koji je distributivan u odnosu na svaki par elemenata b,
eE S, naziva se distributivnim elementom.

Sada mozemo definisati s-prsten.

Definicija 5.2. Algebru (S, +, -, .) nazivamo s-prstenom ako vati:

(i) (S ( +), -) je s-grupa.

(ii) (S,.) je komutativna polugrupa sa jedinieom 1.

(iii) Svi distributivni elementi algebre (S, +, -, .) obrazuju skup R.

(iv) Za svako aES je a. 0 = o.

(v) Za svako aES je (-I)a= -a.

(Skup R i element 0 su odredeni kao u odeljku 4.2.)

Teorema 5.1. U s-prstenu (S, +, -, .) je

(i) Za svaki par elemenata a, bE S

(-a)b= -Cab) i (- a)( - b) = ab;

(ii) 1ER.

. Dokaz. (i) Prema osobini (v) imamo (- a) b = ( - 1) a) b = (- l)(ab) =
= -Cab), te je i (-a)(-b)= -(a(-b»= -(-(ab»=ab.

(ii) Kako je l(a+b)=a+b=l.a+l.b, dobijamo da 1ER..

40
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Dajmo sada jedan primer s-prstena. Posmatrajmo s-grupu ([0 ( +), -) iz
odeljka 4.3 i polugrupu r ( .) iz odeljka 1.2. Lako je dokazati da je
r ( +, -, .) s-prsten.

2. Slicno idealu prstena definisemo ideal s-prstena.

Definicija 5.3. [deal s-prstena S je aditivna s-podgrupa.A s-prstena S takva da
arEA za svako aEA irES, tj. takva da je AS<;:A.

.

Da bi nasli ideale 8-prstena [0 dokazacemo prethodno jedan vazan stay.

Teorema 5.2. Ideal M polugrupe r ( .) je podpolugrupa polugrupe [0 ( +) takva
da je M+M=M.

Dokaz. Neka su a=(p(a), q(a),.) i b=(p(b), q(b), -) iz T'(e), tada je
q(a), q(b)~q(e), te je T'(a), T'(b)<;:T'(e). Deljivost u r(-) je definisana sa
a! b ako i sarno ako je T' (b)<;:T' (a). H. RATSCHEK ([5]) je dokazao da
iz a Ib sleduje a Ia + b. Za proizvoljna dva elementa a, bE r uvek vazi ili a Ib
ili bla. Prema tome, ili ala+b ili bla+b, tj. ili je T'(a+b)<;:T'(a) ili
T'(a+b)<;:T'(b). ZnaCi, uvek je T'(a+b)~T'(e), teje T'(e) podpolugrupa
polugrupe [0 ( +). (Podrazumeva se da a + bE T' (a + b).)

Kako je T' (e) polugrupa vazi T' (e) + T' (e) ~ T' (e). Sa druge strane je
T'(e)+O=T'(e) i OET'(e). Prema tome je T'(e)+T'(e)=T'(e).

Dokaz je slican za ideale K' (e), s tom razlikom sto je sad a q (a),
q(b)<q(e). .

Sada mozemo dokazati vaznu osobinu ideala s-prstena [0.

Teorema 5.3. Svaki ideal polugrupe [0 ( . ) je istovremeno ideal s-prstena [0.

Dokaz. Ideal T' (e) polugrupe [0 ( .) je podpolugrupa polugrupe [0 ( +).
Pored toga, za proizvoljne elemente a, bET'(e) vazi a-bET'(e), te je T'(e)
s-pcdpolugrupa s-grupe (I0 ( +), -). Prema tome, ideal T' (e) polugrupe
[0 ( . ) je ideal i s-prstena [0, jer je T' [0

= T'.

Potpuno isto se dokazuje i za ideale K' (e)..
Da bi u komutativnom prstenu svaki ideal multiplikativne polugrupe

prstena bio ideal samog prstena, potrebno je i dovoljno da za proizvoljna
dva element a jedan od njih bude delitelj drugog. U s-prstenu [0 za proizvoljna
dva elementa jedan je uvek delitelj drugog i svaki ideal [0 ( .) je ideal
s-prstena [0.

Neka su A i B ideali s-prstena S. Skupovi A + B i AB definisu se kao
obicno. Definisimo jos dye operacije sa idealima na sledeCi naCin:

A *B=t~ a;b;Ia;EA,

A : B= {xES IxB~A}

biEB} (proizvod),

(kolicnik).

Specijalno, 0: B naziva se anulator ideala A i oznacava Ann (B); to je
skup svih elemenata xE S za koje je xB = O. (D r anulator proizvoljnog ideala
je ideal 0.) Analogno kao kod prstena vazi sledece tvrdenje.

Teorema 5.4. Ako su A i B ideali s-prstena [0, tada su A + B, AB, A
*

B,
A: B i AnB ideali u [0.
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Dokaz. Neka je, na primer, Be; A. Kako je A + A = A, sleduje da je
A+BCA+A=A. Sa druge strane je A=O+ACB+A. Prema tome, ako je
BC;::A,-tada je A +B=A, tj. A +B je ideal.

Iz Be;A sleduje AnB=B, te je AnB ideal.
Znamo da je AB ideal polugrupe ]0 ( .), te je AB ideal i s-prstena r.

Kako je A
*

B = AB + . . . + AB = AB, bite i A
*

B ideal.

Za BCA je A: B=r. Ako je ACB i ACZo, onda je A :B=A. U po-
slednjem sl~aju, kad je Ae;B i Z°C;=£ neka X(a) oznacava T' (a) ili K' (a),
a B (b) neka osnacava T' (b) ili K' (b). Sada je A (a): B (b) = A (ab-1). Prema
tome, A: B je ideal..

Iz dokaza prethodne teoreme zakljucujemo:

Teorema 5.5. Ako su A i B ideali s-prstena ]0, tada je

A*]o=A, A:]o=A, A:A=r, A*Be;AliB.

Potpuno isti stay vazi i kod proizvoljnog prstena.

Unija ideala A i B prstena, uopste gDvoreci, nije ideal.
ideala A i B s-prstena ]0 je ideal, jer je AUB=A za BCA.

Mdutim, unija

3. Element a komutativnog prstena je reverzibilan ako i sarno ako se
ne sadrZi ni u kakvom sopstvenom id,alu; to je ekvivalcntno tome da se a
ne sadrii ni u kakvom maksimalnom (scpstvenom) idealu. Reverzibilni elementi
s-prstena ]0 su jedino svi elementi iz R (nalni brojevi razliciti od nule) a
jedini maksimalni ideal je skup K (1) = ]O\R. Prema tome, nijedan revcrzi-
bilni element iz ]0 se ne sadrZi u maksimalnom id, alu K (1).

Definicija 5.4. s-prsten S se naziva s-polje ako je svaki nenula element reverzi-
bi/an, a s-integralni domen ako je 0 jedinstveni delitelj nule.

Ocigledno je s-prsten r s-integtalni domen, ali nije s-polje.

Ideal M komutativnog prstena R je maksimalan ako i sarno ako je Rj M
polje. (Tacnije, ]OjK(1) je polje.)

Sopstveni ideal M komutativnog prstena R je maksimalan ako i sarno
ako za svako rEM postoji takvo x E R da I - rx E M. Kod s-prstena ]0 za
svako rEK(1) i svako xEK(1) vazi I -rxEK(1).

Slicno kao kod komutativnog prst':Ona definisemo radikal s-prstena i
radikal ideala s-prstena.

Definicija 5.5. Radikalom (JAcoBsoNa) M s-prstena S nazivamo presek svih
njegovih maksimalnih ideala. Radikalom ideala A s-prstena S nazivamo skup

za neko n > O}.

Kod s-prstena ]0 jedinstveni maksimalni ideal je skup K (I) i to je radi-
kal s-prstena ]0.

Radikal r (A) ideala A komutativnog prstena je ideal. Neka je A (a)
proizvoljni ideal s-prstena ]0. Ako je -1~q(a)~O, tada je r(A(a»)=A(a),
a za O<q(a)<l imamo r(A (a») = K(1); pored toga je r(O)=O i r(/O)=]o.
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Stvarno, za q(a)~O, xnET(a) (xnEK(a») ako i sarno ako xEG(i) (q(i)
~q(a») (odnosno q(i)<q(a»), medutim, za q(a»O, xnET(a) (xnEK(a)) za
svako q(x)<l, jtr se uvek moze naCi takvo n>O da je q(x)n~q(a) (q(x)n
<q(a»). Prema tome, radikal ideala s-prstma [0 je ideal.

Definicija 5.6. s-psten S naziva se lokalnim ako S poseduje samo jedan mak-
simalni ideal.

Neka je R komutativni prsten. Tada su sledeCi uslovi ekvivalentni:
(i) Prsten R poseduje jedinstveni maksimalni ideal M.

(ii) Svi nereverzibilni elementi prstena R pripadaju sopstvenom idealu M.

(iii) Nereverzibilni elementi obrazuju ideal M.

Ocigltdno je s-prsten [0 lokalni i zadovoljava sva tri uslova (i) -- (iii).

4. Kao kod skoro-prstena (A. FR6HLICH, [1]) vazi sledeCi stay.

Teorema 5.6. Neka su A i B ideali u s-prstenu S. Elementi iz S koji su distri-
butivni u odnosu na sve parove a, b, aEA, bEB, obrazuju multiplikativnu polu-
grupu D (A, B) i OED (A, B). Specijalno, distributil'ni elementi iz S obrazuju
polugrupu D(S) i OED(S).

Dokaz. Ako x, yED (A, B), onda je za aEA, bEB

(xy) (a +b) = x (y (a + b») = x(ya + yb) = xya + xyb,

jcr yaEA, ybEB, te xYED(A, B). Takode je O(a+b)=O=Oa+Ob.

Definicija 5.7. Neka su x, a, b elementi s-prstena S. Definisemo distributor
elemenata a, b za x sa

[xla, b]=xa+xb-x(a+b).

V odeljku 2.2 odredeno je xE [0 takvo da je

a (b + c) +x =ab +ac.

Na isti naCin mozemo odrediti distributor elemenata b, c za a, tj. element
x=[ajb, c]=ab+ac-a(b+c), a, b, cEJo.

Odredimo sada polugrup~ D (A, B) s-prst~IIa [0.

Teorema 5.7. Ako su A i BCA ideali s-prstena [0, tada je

(i) D(A, B)=(I°\A)UO za ACZo,

(ii) D(A, B)=Ro za ZOCA.

Dokaz. V dokazu koristimo rezultat H. RATscHEKa, naveden u oddjku
2.2. Neka su A (a) i B (b) ideali s-prsLna [0 cdredeni redom elementima a
i b. Kako je BC.A, bice q(b)~q(a). Ako je ACZo, tada je svaki element
x takav da je q (x) ~ q (a) distributivan u odnosu na par a, b, te je D (A, B)
={[O\A)UO. Medutim, ako je ZOCA, ne postoje u [\R distributivni elementi
u odnosu na svaki par a, b, aEA, bEB (na primer, ako je q(a) q(b)<O)
te je D(A, B)=Ro.
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5.2. Kvaziresavanje linearnih jednacina u s-prstenu

o. Posmatra se s-prsten sa delimicnom involucijom i, kao kod s-grupa,
uvodi pojam kvaziresenja jednacina.

1. Neka je (S, .) polugrupa i N ( . ) njena podpolugrupa sa involucijom f, tj.
polugrupa (N, f). Polugrupa S ( .) sa f-polugrupom (N,.f) kao podpolugrupom
mozemo nazvati polugrupom sa delimicnom involucijom i oznaciti sa (S, N (I)).

Posmatrajmo sada s-prsten (S, +, -, .), cija je multiplikativna polu-
grupa (S, .) polugrupa sa delimicnam involucijom. Neka to bude polugrupa
(S, N(/»). Takav s-prsten mozemo nazvati s-prstenom sa delimicnom involu-
cijom i oznaCiti sa (S, +, -, ., N(/»).

Preglednosti radi dajemo na jednom mestu osobine cperacija s-prstena
(S, +, -, ., N(/»):

a+(b+e)=(a+b)+e,

a+b=b+a,

a (be) = (ab) e,

ab = ba,

a + 0 = a, l.a=a,

-(a+b)= -a+(-b),

-( -a)=a,

a+x=b+x => a=b,

/(ab) = (/a) (/b) (a,bEN),

/(/a)=a (aEN),

(-a)b= -(ab), (-a)( -b)=ab,

a (b + e) = ab + ae ako je a distributivan u odnosu na b, e.
Slicno kao kod s-grupa uVeScemo pojam kvaziresenja (k-resenja) linearnih

jednaCina u s-prstenu.
Neka je, penovo, Lp (IXx) linearna kombinacija elemenata x), x2' . . . ,

xpES, ali sada u s-prstenu S, tj. IX),IX2'..., IXpES, i

Lp (IXx, a)=Lp(IXx)+a (aES).

Definicija 5.8. Za dve linearne jednaCine (A) i (B) kazemo da su kvaziekviva-
lentne u s-prstenu (S, +, -, ., N(/)) u sledeCim slucajevima:

(i) Ako su (A) i (B) kvaziekvivalentne u smislu definieije 4.8, gde su sada
i, j, k, m, n iz S.

(ii) (A): yLp(IXx, a)=Lq(~x, b),

(B): Lp (IXx, a) = Lq (~x, b)/y (yEN).

Definicija 5.9. Pod kvazirdenjem sistema linearnih jednaCina u s-prstenu (S, +,
-, ., N (/») podrazumevamo resenje kvaziekvivalentnog sistema linearnih jednaCina.

Na primer, k-resenje jednaCina a + x = b i ey = d (eE N) su redom elementi
x=b-a i y=d/e. (umesto d/e pisacemo i :).

2. Odredimo k-resenje nekih jednostavnijih jednacina i sistema jednacina.
Posmatrajmo najpre jednaCinu

(1) ax+b= ex+d.
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. d-b
Kvaziresenje jednacine (1) dato Je sa x=- ako je a-eEN. Zaista, iz

a-c
(1) red om dobijamo

(2)
ax-ex=d-b,

(a-e)x=d-b,
. d-b

te Je x=-- za a-eEN.
a-c

Posmatrajmo sada sistem jednacina

ax+by= u,
ex+dy=v.

Iz (3) dobijamo
by=u-ax,

dy=v-ex,
odakle je

(4) bdy = d(u -ax) = b(v - ex).

Razlikovacemo tri slucaja:
1. Neka bEN, tada (4) mozemo pisati kao

d
-(u-ax) = v- ex.
b

(5)

Ako je ~ distributivan u odnosu na u i-ax, onda (5) postaje
b

(6)

d d
-u--ax=v-ex
b b '

odakle dobijamo, koristeci prethodni rezultat, da je

d
y--u

b

d
c--a

b

Prema tome, ako bE N i ako je ~ distributivan u odnos na u i
b

x= ako
d

e--ar:::-N.
b -

onda je k-resenje sistema (3) dato sa (6).

II. Slicno imamo, ako dEN i ako je ~ distributivan u odnosu na v i
d

x=

(3) dato

b
U--y

d

b
a--c

d

ako
b

a-- eEN.
d

onda je k-resenje sistema sa
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III. Najzad, neka b, d([:.N. Ako je b distributivan u odnosu na v i-ex,
a d distributivan u odnosu na u i-ax, tada (4) postaje

du-adx= bv-bex,
tj.

(7) du-bv
x=-, ako ad-beEN.

ad-be

Znaci, ako je b distributivan u odnosu na vie (bv - du)j(ad - be), a d distri-
butivan u odnosu D1 u i a(bv-du)j(ad-be) i b, d([:.N, onda je k-resenje
sistema (3) element dat sa (7).

Na isti nacin bi odredili i k-resenje y sistema (3).

Dok jednaCina (1) uvek moze da se k-resi, to nije slucaj sa sistemom (3).
Moze se desiti da sistem (3) mozemo k-resiti po x, a ne mozemo po y, ili
obrnuto. Specijalno, ako a, b, e, dE R, tada sistem (3) uvek moze da se k-resi
ako je ad-be=ftO.



6. RESA VANJE NEKIH INTER VALNIH JEDNACINA

o. U ovom odeljku pokazujemo, na primerima, da je od
pojam kvaziresenja intervalnih jednacina, i odredujemo prava i
intervalnih jednacina.

1. Posmatrajmo sistem linearnih intervalnih jednacina

interesa uvesti
k-rdenja nekih

(1) (i= I, .. . , n)

u s-prstenu [0 ( +, -, ., N (/») i odgovarajuci sistem realnih linearnih jednacina

(2)

gde XjEXj, aijEaij, (JjEbj (j= I, ... , n).
Ako je

(Xl' X2' . . . , Xn)

resenje sistema (2), onda n-torku intervala

([min Xl' max xd, . . . , [min Xn' max Xn])

nazivamo "pravim" resenjem sistema (I).

Pravo resenje sistema intervalnih jednaCina (1) razlicito je, u opstem
slucaju, od "algebarskog" resenja (tj. resenja) sistema (1). Sistem jednacina (1)
moze imati algebarsko resenje a da nema pravo resenje. Na primer, jednacina

[- +, I]x = [ - I, 2] nema pravo resenje, jer 0 E [- +, I], ali ima algebar-
sko tesenje x=[ -I, 2] (G. ALEFELD,J. HERZBERGER,[1]). Moze da se desi i
obrnuto, tj. da sistem (1) ima pravo resenje a da nema algebarsko resenje. Na
primer, jednacina x + [I, 5] = [2,4] nema algebarsko resenje, jer iz r (x + [I, 5]) =
= r ([2,4]) sleduje r (x) + 2 = I, sto je nemoguce, ali ima pravo resenje x = [ - 4, 3].
(Algebarskim rdavanjem intervalnih jednacina bavio se ~. BERTI ([1], [2],
[3], [4], [5]).)

2. Vidimo da se pravo resenje i algebarsko resenje neke intervalne jed-
nacine ne moraju poklapati. Na zalost, ne moraju se poklopiti ni pravo i
kvaziresenje neke intervalne jednaCine. Dajmo nekoliko primera.

Posmatrajmo intervalnu jednacinu

(3) ax+b=cx+d,

47
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gdea-eEN. Pravo resenje jednaCine (3) bice interval x=[minx, maxx], gde
je X resenje jednacine

ax+fJ=yx+o, (aEa, fJEb, yEe, oEd, XEx).

Lako se moze dokazati da je za a - e E N+

(i)

(ii)

(iii)

Neposredno se moze utvrditi da je svaki od izraza (i) - (iii), pod datim

I
. .

d k d-b
us OVlma, Je na sa x=-.

a-c
Ako a-eEN-, mnozenjem jednacine (3) sa -I dobijamo prethodni

slucaj.
Na taj nacin smo dokazali da je pravo resenje jednaCine (3) jednako

njenom kvaziresenju.
Poznato je da je takode pravo resenje sistema jednaCina

gde a;jER, b;Elo (i, j= I, ... , n), jednako njegovom kvaziresenju.

3. Odredimo resenje sistema intervalnih jednacina

ax+by= u,
(4)

ex+dy=v,

u nekim specijalnim slusajevima. Da bi sistem (4) imao jedinstveno pravo
resenje potrebno je i dovoljno da bude aO- fJy

*
0 za svako a E a, fJE b, y E e,

oEd, tj. da vazi ad - be E N. Odredimoblize taj uslov.

Uvedimo oznaku D=ad-be. Da bi utvrdili kada DEN treba da odre-
dime znak funkcionele t(D) (odeljak 2.1), jer DEN ako i sarno ako je t(D»O.
Pri tome cemo koristiti for mule iz teoreme 2.2.

Primetimo, najpre, da DEZo uvek kada su elementi jedne vrste ili jedne
kolone intervalne matrice

(5)
II: ~ II

iz skupa Zoo Razmotrimo zatim ostale slucajeve.
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Neka je prvo sgn (ad) = - sgn (be), tada je t (D) = t (ad) + t ( -- be) = t (ad)
+t(be). Ako a, b, e, dEN, bice t(D)=t(a)t(d)+t(b)t(e»O. Medutim, ako

a, b, eEN, a dEZo, onda je t (D) = I pea) It(d) + t(b) tee), teje t (D»O ako i sarno

ako je Ip (a) I t (d) + t (b) t (e) > 0, odakle, koriscenjem relacije t (a)
=

q (a) [ p (a) I,
dobijamo ekvivalentni uslov I p (ad) [ q (d) + Ip (be) Iq (be) > O. Isti uslov vazi
ako a, dEZ\ a b,eEN° i pored toga je q(d)~q(a).

U drugom slucaju, kada je sgn (ad) = sgn (be) = sgn (D), bice t (D) = t (ad)

-I p ( - be) i= t (ad) -[ p (be) [. Odavde sleduje da je t (D) ~ 0 ako je bar jedan
od intervala a, d iz skupa Z\ jer je, na primer, t (D) = t (d) Ip (a) I-I p (be) I
~O za dEZo i q(d)~q(a). Prema tome posmatramo sarno slucaj a, dEN,
kada je t (D) = t (a) t (d) -I p (be) I i vazi t (D) > 0 ako i sarno ako je

1

p (ad) Iq (ad) > Ip (be) [.

Time smo dokazali da sistem intervalnih jednacina (4) ima jedinstveno
pravo resenje sarno u sledeCim slucajevima:

(i) Tri od elemenata matrice (5) su istog znaka, a cetvrti je suprotnog.
pri tome ili I ° a, b, e, dE N, ili 2° eIementi na jednoj dijagonali matrice (5)
su iz skupa N, a bar jedan od ostalih je iz ZO, pri cemu mora da vazi

IP(ad)

l

+min(q(b), q(e»
>0 ako a, dEN.

[ p (be) q (ad)

(ii) Po dva od elemenata matrice (5) su istog znaka i eIementi na jednoj
dijagonali matrice (5) su iz N, pri cemu mora da vazi

i

P(ad)

I

>~ ako a, dEN.
p (be) q (ad)

4. Sada cemo odrediti kvaziresenje sistema (4) u slucaju (i) pod uslovom
1°. Da bi olaksali posao, umesto sistema (4) posmatracemo sistem

ax-by=u,

ex + dy = v,
a, b, e, dEN+,(6)

(Ovaj sistem uvek ima pravo resenje.)

Pretpostavimo da sistem (6) ima kvaziresenje

X d d
x =-, X=-u+v D=-a+e.

Db' b
(7)

To je moguce ako i sarno ako je interval -"- distributivan u odnosu na
b

intervale u i-ax. Sa druge strane, interval -"- je distributivan u odnosu na
b

intervale u i-ax ako i sarno ako je l' u, - axE N i sgn (u)= sgn ( - ax), ili
2' u, -axEZo. Ova dva uslova su ekvivalentni redom sledeCim uslovima 1"
u, xEN i sgn(u)= -sgn(X), 2" u, xEZo.

4 PubJikacije Elektrotehni~kog fakuIteta
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Kvaziresenje (7) sistema (6) moze da se razvije, tj. napise u jednom od
oblika:

(i)

(ii)

(iii)

Pravo resenje sistema (6), kao sto znamo, dobijamo odredivanjem najvece
i najmanje vrednosti funkcije

15; + fJry
X=-,

aD+ fJy

gde aEa, f3Eb, rEc, bEd, ~Eu, rjEv, XEx. Kako funkcija (8) dostize svoju
najmanju i najvecu vrednost na granicama oblasti definisanosti, i to bas u te-
menima, to ne mogu u izrazima za min X i max X, na primer, veliCine al i az
istovremeno da se pojave. Isto vazi i za krajeve ostalih intervala.

Na osnovu toga mozemo zakljuciti da kvaziresenje (iii) ne moze biti
pravo resenje sistema (6), dok kvaziresenja (i) i (ii) to mogu biti.

Odredimo pravo resenje x sistema (6) u slucaju u E N+ , v E N-, du + bv E N-.
Jednostavno se dobija da je pravo resenje u ovom slusaju

x=[x(a1, bz, cl' d1, up Vl)' x(az, b1, cz, dz, uz, vz)]

(8)

d2

]- a2+c2
bl

r
~
b .2

[~b '2

sto je istovremeno i kvaziresenje.

d
-u+v
b

d
-a+c
b
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Na isti nacin bismo mogli dokazati da je kvaziresenje (ii) u isto vreme i
pravo resenje sistema (6).

Evo i jednog primera da pravo resenje ne mora biti i k-resenje. Kvazi-
resenje sistema jednaCina

[1, 2]x-[l, 3]y=[-1, 2],

[2, 5]x+[I, 4]y=[O, 3]

je interval xk=[-12/7, 33/7], dok je pravo resenje xp=[-2/3, 11/6]. Prime-
ticemo da je XpCXko

4*
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SUMMARY

This paper contains the following chapters.

o. Introduction.

1. The first chapter does not contain new results. Here we explain the
importance of the interval calculus in short. We also give the survey of the
attained results in the interval arithmetic. Within that we yield the fundamen-
tal notions and the most essential properties of the various interval arithme-
tics, and also a new algebraic structure - the quasi linear space.

2. The first part of this chapter gives three different interval represen-
tations: The first representation by the ends of an interval, the second by
the middle and half-width and the third one by the functionals p and q.

Then we introduce a new functional t which is more convenient for
practical use than the functional q, and give the mutual relations between
this new functional and those known ones.

In accordance with these relations we prove two theorems which have
a big practical consideration.

In the second part we generalize one RATSCHEK'Sresult in connection
with the distributive law.

3. In the first part of the third chapter we study a special class of
commutative semigroups. Namely, if y(*) and F(*) are two commutative semi-
groups such that EnF= 0 and H = EUF, and if we define the operation

"
." in H by

I

a
*

b if a, bEE or a, b EF,

a.b= a if aEE, bEF,

b if aEF, bEE,

we get a commutative semigroup H ( .). After that we interrogate some pro-
perties of the semigroup H according to properties of the semi groups E and F.
Thus, for example, the semigroup H is regular (inverse) if and only if the
semi groups E and F are regular (inverse). Particularly, if E is a commutative
band and F is an abelian group, then the semi group H, of the class H, is
inverse.

After that we observe a semi group L which is the direct product of any
commutative group G and the semi group Ii, and yield its properties.
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In the second part we observe two semi groups of the class H: the mul-
tiplicative interval semi group 1° ( .) and one its extension, the semi group r ( . ).

4. In this chapter we introduce a new algebraic structure, so-called near-
-group (s-group).

The first part studies the most important properties of a semi group
with involution, and then we define a s-group like a commutative semigroup
with involution, cancellation and zero. Particularly, we discuss an aperiodic
divisible s-group and prove an important statement that an aperiodic divisible
s-group S is the direct sum of its s-subgroups Wand R, where

W={x-xlxES} and R={xlx-x=O, xES}.

In the second part we introduce two new notions: quasi-equivalent linear
equations and quasi-solution of a linear system.

For two linear equations (A) and (B) we say they are quasi-equivalent
mas-group S if:

(i) (A) and (B) are equivalent in S,

(ii) (A): Lp (ix, a) + Lq (jx, b) = L, (kx, c),

(B): Lp(ix, a)=L,(kx, c)-Lq(jx, b).

(iii) (A): nLp (ix, a) + mLp (ix, a) = Lq (jx, b),
(B): (n+m)Lp(ix, a)+na+ma=Lq(jx, b),

Lp(ix)=ijxj+izxz+'" +ipxp and Lp(ix, a) = Lp(ix) +a, Xj, Xz ..., xp,where
aES.

Under the quasi-solution of a linear system in a divisible s-group we
understand the solution of a quasi-equivalent linear system.

The third part gives some examples of s-groups. We show that

(r (+), - ), (N(-), !) and
are s-groups.

5. Here we also introduce a new algebraic structure -
In the first part we define s-ring as an algebra (S, +,

(i) (S( +), -) is as-group.
(ii) (S, .) is a commutative semigroup with the identity I.

(iii) All the distributive elements of the algebra (S, +, -, .) form
the set R.

(iv) a 0 = 0 for each aE S.
(v) (- I)a= -a for each aES.

However, we do not study a s-ring in general, but only the s-ring
(1°, +, -, .). We compare a s-ring and an ordinary commutative ring with
identity, and find similarities and differences out.

In the second part we also introduce the notion quasi-solution and
quasi-solve particular equations. We demonstrate, for example, that the quasi-
-solution x of the linear sistem

s-nng.
-, .) such that:

ax+by=u,

cx+dy=v



d
v--u

(i)
b

x=
d

c--- ab

b
u--v

(ii)
d

x=
b

a--c
d
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may have some of following three forms:

d
e--aEN

b '

(iii)
du-bv

x=-,
ad-bc

ad-beEN.

6. In this chapter we compare an (algebraic) solution, true solution and
quasi-solution of interval equations. We demonstrate, on examples, that, in
general, an algebraic and a true solution are different. However, we demon-
strate, also on examples, that a true and a quasi-solution of interval equa-
tions often coincide.

7. Finally, literature at the end of this thesis is given in alphabetical
order.
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