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PREDGOVOR

avo je prvi deo monografije koja se odnosi na sredine i na nejednakosti
koje stoje u vezi sa sredinama. Pisci su sebi postavili zadatak da monografija
(I i II deo) sto potpunije obuhvati navedena pitanja i da pri tome poveze izo-
lovane rezultate i stvori od njih koherentnu celinu. Pisci su uvereni da su u
tome u znatnoj meri uspeli. Za ovo je bilo potrebno dugotrajno istrazivanje
po raznim bibliotekama u svetu, jer se sredine proucavaju jos od VI veka pre
nase ere.

Sakupljen je ogroman dokumentarni materijal koji je trebalo obraditi i
zatim odabrati ono sto je vredno za publikovanje. Rezultati su brizljivo i sis-
tematski praceni od njihovog otkrivanja do danas i pri tome utvrdeno je da
ima dosta svesnog ili nesvesnog ponovnog pronalazenja odavno poznatih Cinje-
nica, i tako su utvrdeni prioriteti mnogih rezultata. Najteze je bilo sa clancima
iz XIX veka od kojih ogromna vecina nije referisana u casopisu lahrbuch iiber
die Fortschritte der Mathematik, jer ovaj casopis izlazi od 1871, a referise 0
radovima objavljenim pocev od 1868. Druga teskoca sa radovima iz XIX veka
je u tome sto su oni objavljeni u nekim od casopisa koji vise ne izlaze a mo-
gu se naci sarno u malom broju biblioteka u svetu. Osim toga mnogi cIanci
su objavljeni pod naslovima koji ne nagovestavaju da je u njima' rec 0 sredi-
nama.

Ova monografija je po sadrtaju i komplctnosti prva u svetu. Monografi-
ja Medie od GINIa i vise njegovih saradnika, publikovana u Italiji 1958. i u
prevodu na ruski 1970. u SSSR, koncentrisana je na primene sredina u statis-
tici, dok je 0 teoriji sredina u opstem smislu vrlo malo receno. Uprkos tome,
monografija Medie bila je korisna pri izradi nase monografije.

Izgleda da ima dye vrste matematickih knjiga. S jedne strane, postoje
dela koja teze da obuhvate predmet u svim njegovim vidovima ili bar u veci-
ni. U takvim delima pisci se trude da navedu sve rezultate u njihovom najbo-
Ije mogucnom obliku, i da uz to izloze ili potpune dokaze ili nacrte dokaza,
zajedno sa uputima gde se potpuni dokazi mogu naCi. Takve knjige, namenje-
ne onima koji se profesionalno bave Cistom ili primenjenom matematikom, retke
suo Prvo takvo delo iz teorije nejednakosti, koje je unelo nesto reda u ovo
neuredeno polje, je klasicno delo HARDY, LITTLEWOOD,POLYA: Inequalities, ob-
javljeno 1934. Koliko god da je ovo znacajno delo bilo i jos je uvek vazno, ono
nije sastavljeno sa ciljem da sve obuhvati: sastojalo se iz onog ukupnog znanja
koje su tri matematicara prvog reda imali u oblasti u kojoj je svaki od njih
dao bitne doprinose. Ma koliko da je to zdruzeno znanje bilo siroko, neminovno
su postojale izvesne praznine: neki vazni rezultati, kao na primer Steffensenova
nejednakost, nisu ni pomenuti; izostavljeni su radovi izvesnih skola matemati-
cara, a mnoge znacajne ideje nisu bile razvijene vec su se pojavile u vidu vezbi
ili primedbi na kraju pojedinih poglavlja. Docnije delo BECKENBACH,BELLMAN:
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Inequalities, objavljeno 1961, popravlja mnoge od tih propusta. Pa ipak ta je
knjiga daleko od toga da bi potpuno obuhvatila ovo polje bilo u dubini bilo
u obimu. Mnogo potpunije je skorasnje delo MITRINOVIC:Analytic Inequalites,
objavljeno 1970. Za ovo deJa u vise prikaza reeeno je da je skoro potpuno
obuhvatilo jedan prostrani deo teorije nejednakosti.

S druge strane, ima vise dela iz nejednakosti namenjenih studentima ili
nematematiearima. Ova uvode Citaoca u neki poseban deo teorije nejednakosti
dajuci mu da shvati sta su to nejednakosti i osposobljavajuci ga da ide dalje
ka knjigama viseg stupnja i detaljnijeg izlaganja koje su ranijc spomenute. Dok
takve knjige viseg stupnja postoje sarno na engleskom, dotle ima odlienih ele-
mentarnih knjiga na raznim jezicima.

Usled sirine teorije nejednakosti i raznovrsnosti primene nijedna od gore
tri pomenute knjige ne znaCi poslednju ree u svim temama koje su obradene.
Vecina nejednakosti je u zavisnosti od mnogih parametara a ono sto je najpri-
rodniji domen za te parametre nije uvek oeigledno i obieno ne predstavlja naj-
siri mogucni oblik u kojem nejednakost vazi. I stoga je i najbrizljiviji autor
prinuden da bira; a ano sto je izostavljeno od uslova ili obima primene jedne
nejednakosti upravo moze biti bas ono sto je potrebno za neku posebnu pri-
menu. U stvari potrebna su dela koja ce iz prostrane teorije nejednakosti oda-
brati jedno prilieno ogranieeno polje i ovo obraditi u dubinu. Dakle, potrebno
je za to polje uraditi ono sto je, na primer, knjigom ZYGMUND:Trigonometric
Series uradeno na polju harmonijske analize. Takvi koherentni delovi ove dis-
cipline postoje, jer teoriju nejednakosti ne saeinjava sarno izvesna kolekcija
nepovezanih rezultata.

Kao sto je vec reeeno, predmet ove monografije je teorija sredina. To
bi bila jedna zaokruzena oblast iz nejednakosti. Sredine su osnova za teoriju
nejednakosti i za mnoge primene ove teorije na drugim poljima. Da uzmemo
sarno jedan primer: osnovna nejednakost za aritmetieku i geometrijsku sredinu
moze se naCi gde viri, eesto tako prerusena da se jedva moze prepoznati, iza
nejednakosti u svakoj oblasti teorije nejednakosti. Ideja sredina siroko je koris-
cena u teoriji verovatnoce, u statistici, u sumiranju redova i drugde. U ovoj
monografiji pisci su hteli da izloze osobine sredine koje se pojavljuju u teoriji
nejednakosti onoliko potpuno koliko su to bili u stanju. Koren ovog izlaganja
moze se naCi u znatno skromnijem spisu MITRINOVICi VASIC: Sredine, objavlje-
nom 1969, u kojem je dat elementaran i kratak prikaz ovog predmeta.

U ovoj monografiji bice pruzen iscrpan prikaz raznih sredina koje se jav-
ljaju u literaturi zajedno sa istorijom porekla raznih nejednakosti koje povezuju
te sredine. Takode ce biti dat, sto je mogucno kompletniji, katalog svih znaeajnih
dokaza za osnovne rezultate, posta ovi ukazuju na mnogobrojna mogucna tu-
maeenja i primene. Takode, nadamo se, bice izlozene sve poznate nejednakosti
koje su u vezi sa sredinama.

Ova monografija napisana je vrlo konciznim stilom, sa mnogo skracenica
sto ce mozda otezati njeno Citanje. Data dokumentacija je kritieki izlozena,
mada je ona, u izvesnoj meri, enciklopedijskog karaktera.

Pisci se nadaju da ce aktivna matematieka disciplina, teorija sredina, do-
biti ovom monografijom nov impuls za dalja istraiivanja kao i za dublje po-
vezivanje u koherentnu celinu mnogobrojnih rezultata do sada poznatih.

Monografija ce bez sumnje biti od koristi studentima zainteresovanim i
za discipline koje se ne predaju u redovnoj nastavi. Medutim, monografija ce
biti izvor za teme i dokumentaciju u poslediplomskoj nastavi koja se sve vise
razvija u nas i u svetu.
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Kako je u prirodi stvari da se Cine propusti i greS'ke, nadamo se da ce
Citalac koji ih zapazi obavestiti ('.utore kako bi u eventualnim sledecim izdanji-
ma materija bila prikazana potpunije i tacnije. Zelimo takode da izmedu tih
revizija odrZavamo ovo izlaganje u toku poslednjih saznanja iz ove oblasti tako
sto bi povremeni pregled novih rezultata bio objavljivan u Publikacijama EIek-
trotehnickog fakulteta Beogradskog Univerziteta, serija: Matematika i fizika,
ili u drugim casopisima.

U pronalazenju i prikupljanju originalne literature potrebne za izradu ove
monografije piseima su pruzili veliku i dragocenu pomoc mnogobrojni matem2-
ticari sirom sveta slanjem separata svojih clan aka 0 sredinama, kao i mnoge
biblioteke u svetu od kojih izdvajamo sledece:

Biblioteka za matematiku Elektrotehnickog fakulteta u Beogradu,

Univerzitetska biblioteka "Svetozar Markovic" u Beogradu,

Gosudarstvenaja biblioteka imeni Lenina u Moskvi,

Biblioteka Matematickog instituta Univerziteta u Kopcnhagenu,

Biblioteka Matematickog instituta Univerziteta u Stuttgartu,

Biblioteka Matematickog instituta Univerziteta u Bonnu,

Biblioteka Matematickog instituta Henri Poincare u Parizu,

Biblioteka U.E.R. Math:m:ttique Univerziteta u Parizu (Paris-Orsay),

BibIioteka Ecole Normale Superieure u Parizu,

Biblioteka Matematickog Dcpartmana Univerziteta u Vaneouveru,

Biblioteka Matematickog Instituta u Beogradu,

Biblioteka Matematickog fakulteta u Skoplju,

Biblioteka Matematickog zavoda Univerziteta u Zagrebu.

Takode dugujemo priznanje i zahvalnost za pomoc u iznalazenju izvorne
literature mnogobrojnim bibliotekarima i matematicarima u svetu od kojih po-
sebno navodimo:

Madame MARINA LISSANT (Kopenhagen), prof. C. BENEDETTI (Roma),
I. BRATIC (Beograd), dr L. COMTET (Paris), W. DENNINGER (Stuttgart), prof.
D. DIMITROVSKI (Skoplje), prof. A. GmzZETTI (Roma), dr W. HEINERMAN
(Hannover), prof. S. LAZOVIC (Nis), V. POPOVIC (Beograd), docent N. Rozov
(Moskva), prof. D. SILJAK (Santa Clara, USA), prof. M. SKALSKY (Carbondale,
USA), prof. R. TATON (Paris).

U vezi sa izradom ove monografije vodena je ziva korespodcneija sa
mnogobrojnim matematicarima i bibliotekarima u svetu. Na tom vaznom i ve-
likom poslu uspesno je saradivala NADA OBRADOVIC, korespc ndent Elektroteh-
nickog fakulteta u Beogradu.

Beograd i Vancouver
I. maja 1977. godine D. S. MITRINOVIC,P. S. BULLEN, P. M. VASIC



ORGANIZACIJA MONOGRAFIJE

Monografija je podeljena u dva dela i pojavice se u dye posebne knjige.
Prva knjiga obuhvata veci deo materije koja je obradena u monografiji.
Druga knjiga sadrzace aksiomatsko zasnivanje sredina, istorijski razvoj

pojma sredine, Gaussove aritmetieko-geometrijske i sa njima povezane sredine.
Bice reCi takode 0 sredinama u kompleksnom podrueju, 0 integralnim sredina-
ma i 0 raznim sredinama koje nisu usle u prvi deo monografije.

Bibliografija u prvoj knjizi odnosi se takode i na tekst u drugoj knjizi
monografije. Bibliografija u drugoj knjizi bice dopunjena novim referencima. Na
kraju druge knjige bice dati indeksi pojmova i imena kao i dopuna bibliografije.

Monografija je podeljena na poglavlja, a poglavlja na odeljke. Pododeljci
nemaju svuda naslove, ali su i tada cifarskim oznakama navedeni u sadriaju
monografije.

Prilikom pozivanja na formulu iz istog poglavlja navedena je sarno oz-
naka formule, npr. (22). Ukoliko je ree 0 formuli iz drugog poglavlja, naveden
je i redni broj poglavlja. Tako, na primer, formula (I.6) oznaeava formulu (6)
iz poglavlja I. Ista je stvar i prilikom pozivanja na neku od teorema ili
definicija (na primer, teorema 1.8 oznaeava teoremu 8 iz poglavlja I). Kod pri-
medbi nave den je, pored broja poglavlja, i broj odeljka i pododeljka, na
primer, 11.3.3.10 oznaeava primedbu 10 iz II poglavlja pododeljak 3.3.
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OZNAKE

a oznacava niz (aj, . . . , an)
--+
IX oznaeava niz (lXj' . . . , IXn)

f(a) oznacava niz (f(aj)'. . . , f(an))

o oznacava niz (0, . . . , 0)

a+b oznacava niz (aj+bp...,an+bn)

ab oznacava niz (aj bj, . . . , a"
b,,)

at' = (ai, . . . , Qi- I
, OJ+ l' . . . , an)

k

Ako je a ~ (aj, . . . , a,,), niz A = (Aj, . . . , An) je definisan pomocu Ak ~ L at
i~l

C oznacava Cauchyevu nejednakost

H oznacava H61derovu nejednakost

M oznacava nejednakost Minkowskog

GA oznacava nejednakost izmedu geometrijske

N oznacava skup prirodnih brojeva

I oznacava interval

R oznacava skup realnih brojeva

i aritmeticke sredine

x

pera
Rectangle
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Poglavlje I:

Uvod

1. PREDMET UVODA

U ovorn poglavliu izlozicerno neke pojrnove i rezultate koji ce biti
potrebni u ovoj monografiji, ali necemo biti iscrpni. Stavise ako je rezultat
koji se navodi lako pristupacan, uputicerno Citaoca na literaturu, jugoslovensku
i inostranu, u kojoj se mogu naCi dokazi i potrebni detalji.

2. NEKE OSOBINE POLINOMA

Izvesne jednostavne osobine polinoma mogu se iskoristiti da bi se izvele
neke od osnovnih nejednakosti koje ce biti razmatrane u ovoj monografiji.
Takode, izvesne jednostavne nejednakosti, koje se pojavljuju na vise mesta,
mogu se jednostavno dobiti iz osobina nekih specijalnih polinoma. Ovi rezul-
tati su skupljeni na jednorn mestu, radi lakseg pozivanja na njih.

Svi polinomi koje cemo razmatrati su sa realnim koeficijentima. Najpre
cerna navesti neke njihove osnovne osobine i to bez dokaza. Dokazi se mogu
naci u literaturi (videti na primer: Mitrinovic i Dokovic [1] ili Uspensky [2]).

Teorema 1. Polin om stepena n ima najvise n realnih nula.

Teorema 2. (Dekartovo pravilo). Broj pozitivnih nula polinoma jednak je broju
varijacija njegovih koeficijenata ili je za paran broj manji od broja ovih varijacija.

Teorema 3. (Rolleova teorema). Izmedu dve uzastopne realne nule polinoma p
nalazi se bar jedna nula polinoma p'.

Teorema 4. Ako je p(a)p(b)<O, gde su a i b (a <b) realni brojevi, polinom p
ima bar jednu nulu izmedu a i b.

Teorema 5. Ako je p polinom i ako pip' imaju zajednicku nulu, ta nula je
bar dvostruka nula polinoma p.

Sledeci rezultat je osnova za razliCite primene (videti: Dunkel [1], Kellog [1],
Newton [1], Maclaurin [1J, Sylvester [1]). Ovaj rezultat cemo dati u obliku u
kome je izlozen u HLP, p. 104.

n
Teorema 6. Ako su sve nule ~ polinoma L CiXiyn-i realne, isti slucaj je i sa

Y i=O
svim polinomima (ciji svi koeficijenti nisu nule) koji su dobijeni parcijalnim dife-
renciranjem datog polinoma po xiIi y. Dalje, ako je nula tako dobijenog polinoma
visestrukosti k (> 1), ona je nula visestrukosti k + 1 onog polinoma od koga je di-
ferenciranjem dobijen.

1 Sredine i sa njima povezane nejednakosti
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Dokaz. Dobija se uzastopnom primenom teoremali 3.

Posledica 7. Ako je CnoFOi ako su sve nule polinoma
i~

CiXi
=i~J;)

dixi re-

alne, isti je slucaj i sa nulama polinoma i~(~)dk+iXi (O<m;;;;;;k+m;;;;;;n).

Dokaz. Neka je f(x, y) = i (~ )dixi yn- i. Kako je dnoF0, ~ nije koren jedna-
i~O I x

cine f(x, y) = 0 pa, prema teoremi 6, nije visestruki koren nijedne od izvodnih
jednaCina. Stoga nema dva uzastopna ko~ficijenta di takva da se dk i dk+l
anuliraju.

iJn-mf
se razlikuje od ~ (~)dk+iXiym-i samo za multiplikativnu

iJxkiJyn-k-m i~O I

konstantu. Ovaj poslednji izraz, na osnovu prethodne primedbe, nema sve
svoje koeficijente jednake nuli. Stoga je ovaj rezultat posledica teoreme 6.

Posledica 8. Ako je cnoF0 i ako su
n n

(n )sve nule polinoma
i~

CiXi
== i~ i

di Xi

realne, tada je, za 1 ;;;;;;k;;;;;;n-l,

(1)

(2)

dk2;;; dk-l dk + 1
'

C/>Ck-l Ck+l'

Nejednakost (I) je stroga osim ako su sve nule jednake.

Dokaz. Na osnovu posledic~ 7 sve nule jednaCine dk-l + 2dkx + dk+l x2 = 0
(I ;;;;;;k;;;;;;n - I) su realne, odakle se dobija skup nejednakosti (I). Iz definicije
dk (0;;;;;;k;;;;;;n) neposredno imarno

2 (k+l)(n-k+l)
Ck ;;;

Ck-lCk+l>Ck-1Ck+l'
k(n-k)

Ako je dk2= dk-l dk+l za svako k, kvadratna jednaCina ima dvostruku
nulu pa, prema teoremi 6, polazna jednaeina ima nulu reda n.

Kao primere posmatrajmo neke polinome koji ce kasnije biti koriSceni.
(a) Neka je p(x)=xn+l_(n+ l)x+n. Tada je x= 1 jedina pozitivna nula
polinoma p. avo sleduje iz Dekartovog pravila 0 znacima i einjenice da je
X = 1 dvostruka nula. Na osnovu toga irnarno nejednakost

(3) (x;;; 0),

sa jednakoscu ako i sarno ako je X = 1.
(b) Na sliean naein, polazeCi od polinoma
do nejednakosti

(4) (x;;; 0),

sa jednakoscu ako i sarno ako je x = 1.
(c) Nejednakost (4) rnoze se interpretirati

1
0

.
a = --, za x ~ Imamo

n

i na sledeCi naein: StavljajuCi

(5) )("-1 ;;;;;;a(x-l),

sa jednakoscu ako i samo ako je x = 1.



3. Neke elementarne nejednakosti 3

Nejednakost (5), medutim, vazi za svako a (0 <a< I). 0 ovome videti:
M, p. 34. Ako je a> 1 ili a<O, vazi suprotna nejednakost.
(d) Mogucno je dobiti preciznije nejednakosti. Tako, na primer, za O<a< 1
i x> 1 imamo

(6) 1 (x-I)2
-(1-a)~<x-l.
2 x2

(7)

(8)

Iz (6) nije tesko izvesti da je

(1 + y)a = 1 + ay + 0 (y2) kada y-+O,

(I + 0 (a2»l/a = 1 + 0 (a) kada a-+O

(primetimo da za x> 0 imamo xa = 1 + 0 (a) kada a-+ 0).

3. NEKE ELEMENTARNE NEJEDNAKOSTI

U ovom odeljku navescemo jos neke nejednakosti koje ce kasnije biti ko-
riscene a koje se ne mogu dobiti iz osobina polinoma.

3.1. BernoulIieva nejednakost. Nejednakost iz sledece teoreme naziva se Bernoul-
lieva nejednakost.

Teorema 9. Ako je x> - 1 i O<ex< I, tada je

(9) (1 + x)'" ~ 1 + exx.

Ako je ex<O ili ex>1 vazi suprotna nejednakost.
nakost vaii ako i samo ako je x = O.

Dokaz. Videti, na primer, M, p. 34.

U svim slucajevima jed-

PRIMEDBA: 10 Drugi dokaz bice dat u II. 2.4.
20 Primetimo da je (9) ekvivalentno sa (5).

3.2. Ako je x=l-e, vazi

(10)

Dokaz. Kriva y = log x je konkavna i za tangentu u tacki (e, I) ima pravu
y = x/e. Prema tome, vazi nejednakost

(11) x
->Iogx (x=l-e),
e

koja je ekvivalentna sa (10).

3.3. Ako je x>O, imamo

(12) logx~x-l

sa jednakoscu ako i sarno ako je x = I.
x

Dokaz. Ovo sleduje iz logx =
J

d: ~ x-I.
I
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3.4. Ako je xi' 0, vazi

(13) eX>l+x.

Dokaz. Funkcija I definisana sa I(x) = eX- 1 - x ima u tacki x = 0 jedinstveni
minimum.

3.5. Sledecu nejednakost dokazali su
Ako je x> - 1, tada je

~<Ilog(l +x)l< Ixl
2+x . (l+x)lj2

Tettamanti, Sark6ny, Kralik, Stomfai [I].

(14)

Dokaz. Stavimo I(x) = log (I + x) - ~. Tada je 1(0) = 0 i f' (x) ~ O. Ako je2+x

(15) g (x) = log (I + x) - (1 + X)lj2
'

x

tada je g (0) = 0 i g' (x) ~ O. Ove osobine Ii g impliciraju nejednakosti (14).

4. NEKE OSOBINE NIZOV A

4.1. Konveksni nizovi i nizovi ogranicene varijacije. Neka je a niz. Definisimo
niz !1ka (k = 1, 2, . ..) pomocu rekurentnih relacija

!11an=!1an=an-an+l (n= I, 2,.. .);

!1kan=!1(!1k-lan) (n=l, 2, ...; k=2, 3, ...).

Lako se proverava da je

!1k -

k
i (k )an -

i~
( - I)

i
an +i

i da je, za 1 ~j ~ k,

(16)

(17)

pri cemu se uzima da je (n + P-2 ) jednako 1 ako je p = 0, n = 1 i da je 0 za
p-l

p = 0, n = 2, 3, ... . Ova konvencija bice koriscena u celom odeljku.

Definicija 10. (a) Niz a je k-kanveksan ili
niz !1ka nenegativan.

(b) Niz a je agranicene k-varijacije aka je

+.; (i+k-2 )'Ak IL.. 'LJ. a. < + 00.

i~l k-l '
I

kanveksan reda k (k ~ 1) aka je

PRIMEDBA: 10 Konveksnost reda 1 znaci da je a rastuci niz. Ogranicena I-varijacija znaci da
+00

je
2: I~ail< + 00.

i~l
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2° Jednostavna osobina apsolutno konvergentnih redova rnoze se prikazati ovako: a je ogra-
nicene I-varijacije ako i sarno ako je razlika dva I-konveksna niza. Glavni rezultat ovog
odeljka, teorerna 12, je generalizacija ovog jednostavnog rezultata. Ova generalizacija potice
od Dawsona [I].

Najpre cemo dokazati sledecu lemu:

11. Ako je a ogranicen i k-konveksan niz (ogranicene k-varijacije, k ~ 2),Lema
tada:
(a)

(b)

a je p-konveksan (ogranicene p-varijacije)

lim (
p +~-I )f),Jap = 0 (1 '£j'£ k - 1);

p->+oo ]

(l'£p'£k-l);

(c) (1 '£j'2k).

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je k = 2 i da je a 2-konveksan niz.
Tada je l:1an (n= 1,2, ...) opadajuCi niz, pa stoga lim l:1anpostoji.

n "..+00
Kako je a ograniceno, ova granica mora da je nula, te je 1:1an~ 0 (n = 1, 2, . . .);
na ovaj nacin dokazali smo (a) u ovom slucaju. Primetimo da je

(18)
n n-l

a1 -an+l = L l:1ap= L pI:12ap+nl:1an'
p~l p~l

pa sum a na levoj strani konvergira i lim an postoji i nenegativan je. Ako bi
n-+ + 00

ova granicna vrednost bila pozitivna, niz a ne bi mogao da bude ogranicen.
Stoga je lim n 1:1an= 0 i

n~+oo

(19)
+00 +00

L l:1an= L pl:12ap=al - lim an,
p~l p~l n->+oo

Na ovaj naCin zavrsen je dokaz u ovom slucaju.
Pretpostavimo sada da je a niz ogranicene 2-varijacije.

n 1:1an (n = 1, 2, . ..) je ogranicen. Dalje, kako je
Prema (18) niz

+00 +00

2: 11:1 ap I~ L p i1:12 ap I+ n I1:1 an I,
p~l p~l

+00

red L 11:1ap! konvergira, sto dokazuje (a), pa stoga lim an postoji. Neka je
p=l n-++oo

vrednost ove granice a: i pretpostavimo da je a:
*

O. Tada postoji no takvo da je

I;IY
1

1 - I1l1a:+
1

1

'£ Y pi 1:1 ap I
I

I -
11

:p~-'-
I

= Y p2 1:12ap
< + 00.

p=no P p=no P p=no

+00

I

l1u

I

+00 l1u
Kako je tada L 1 - ~ < + 00, proizvod I1 -~+2 apsolutno konver-

p~no 11 Up p~no 11 Up

gira ka nekom broju razlicitom od nule. Ovo je u kontradikciji sa konvergen-
+00

cijom reda L 11:1api, pa je stoga a:=O. Rezultat u ovom slucaju sleduje iz (18).
p~l

(ii) Pretpostavimo sada da je k>2 i da je a k-konveksan niz.
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Kako je ~k an =
~2 (~k-2 an) ~ 0 (n =

I, 2, .. .), niz ~k-2
an (n

=
I, 2, . . .)

je 2-konveksan i ogranicen. Stoga na osnovu (i) imamo da je ~k-2 an
(n= I, 2, ...) I-konveksan, iJi ekvivaJentno, a je (k-I)-konveksan. Stoga (a)

sleduje indukcijom.

Posebno, tada je niz a 2-konveksan i stoga na osnovu (i) dobijamo (b)

i (c) za j= 1 i j= I, 2 respektivno. Pretpostavimo da je 1 <jo<k i da (c) vazi

za takvu vrednost j = jo' Kako je

~
(

P+jo-2
)

Ajo =n;;;;/

(

p+jo-l
)
Ah+l

(

n+jo-l
)

Ajo
L.. . 1

L1 ap L.. . L1 ap+ . L1 an,
p~1 10- p=1 10 10

(20)

pretpostavka da (c) vazi za j = jo povlaci da je red Y (

p +j~-l
)
~jo ap

p~1 10

gentan i da Jim
(

n+j~-l
)
~jo an postoji. Pretpostavimo da je ova

n--++00 10

vrednost jednaka IX(IX~O). Neka je IX#O. Kako je

(n+j~-I
)
~jOan=

( i (
P~~

1

2
))

~jOan:;;;n (n+j~-2 ) ~jOan'
10 p=1 10 10

konver-

granicna

zakljucujemo da postoji prirodan broj no takav da n>no implicira

+ 00

( +' 2)ali ovo je u kontradikciji sa konvergencijom reda L p.:~ ~h ap'
p=1 10

sto je

implicirano iskazom (c) u slucaju j = jo' Stoga je IX= 0, sto znaci da (b) vazi za
j = jo i prema tome iz (20) i (c) za j = jo dobijamo

(21)

Odavde sleduje da (c) vazi kada je j = jo + 1. Ovim je zavrsen dokaz.
Neka je sada a niz ogranicene k-varijacije. Pretpostavimo da nijedan pod-

niz niza (n:~~2)~k-lan (n= 1,2,...)ne konvergira ka nuli. Tada postoji

prirodan broj no i IX>0, tako da je

+00

(P+k-2 )=p~o k-l
l~kapl<+oo.

Teorema 12. Neka je a ogranicen niz. Tada je on ogranicene k-varijacije ako i
sarno ako je razlika dva k-konveksna niza.

Dokaz. Slucaj k = 1 je dobro poznat (videti primedbu 2°), pa cemo stoga pret-
postaviti da je k;;:;;2.
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(i) Neka je a = h - c, gde su hie k-konveksni. Tada je na osnovu Ierne 11 (c):

+00

(P+k-2 )
+00

(P+k-2 )
+00

(P+k-2 )
P~I k-I I

/).k ap l-;;;;p~1
k-l

/).k bp +
P~I k-I

/).k cp< + 00,

pa je a ogranicene k-varijacije.

(ii) Pretpostavirno sada da je a ogranicene k-varijacije. Tada na osnovu Ierne
1I (c) zakIjucujerno da lirn an postoji. Neka je njegova vrednost jednaka a.

n---++oo
+00

(P+k-2 )Jednostavno uopstenje Ierne 11 (c) pokazuje da jep~1 k-I /).kap+n=an+l-a.

+00

(P+k-2 )Ako definisemo bn+1 = 2:
k-I

/).kap+n (n=O, 1,2,.. .), irnarno
p~1

+00

(P+k-2 )
+00

(P+k-2 )bn = L
k-I

/).k ap+n-I - L k-I
/).k ap+n

p=1 p=1

i ocigJedna indukcija daje

. +00

(P+k-j-2 )/).1bn = L k - .- 1
/).k ap+n-I ~ 0

p~1 } (l-;;;;j-;;;; k),

takodajehk-konveksanniz. Stavirno sada cn+l=bn+l-an+I' Tada za I-;;;;j-;;;;k
prirnenom (17) dobijarno

cirne je dokazana teorerna.

4.2. Logaritamski konveksni nizovi. Dajrno prvo definiciju konvoJucije dva niza.

Definicija 13. Ako su data dva niza a i h, tada se niz c = a
*

h definisan sa

(22)
n

Cn= L ar bn-r
r~O

(n = 0, 1, 2, . . .),

ili proizvodom formalnih redova

(23)

naziva konvolucija nizova a i h.

Definicija 14. (a) Pozitivan niz c naziva se r1..-1ogaritamskikonveksan (r1..~ 0) aka je

(24) (n= 1, 2, ...).
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Ako je IX= 1, reei cemo samo logaritamsk i konveksan. Ako IX--+ + 00, uslov

(24) svodi se na cn2<n+lcn+lCn-l' U tom slucaju reCi cemo da se radi 0 sIa-
n

boj logaritamskoj konveksnosti.

(b) Ako u (24) vati suprotna nejednakost, reCi cemo da je niz C IX-logaritamski
konkavan, ili u slucaju IX= 1 da je samo logaritamski konkavan. Medutim, ako
je IX= + 00, reCi cemo da se radi 0 jakoj logaritamskoj konkavnosti.

PRIMEDBA:IOU slucaju a-Iogaritamske konveksnosti smanjivanje a poostrava uslove koje mora
da zadovolja'ia c. U slucaju a-Iogaritamske konkavnosti povecavanje a poostrava us love za c.

Niz d definisan sa

(25) (-a ) a(a+l)... (a+n-l)
dn~(-l)n ~._u-

n n!

je a' -Iogaritamski kon'leksan za s'lako a' ~ a. O'laj niz je a' -Iogaritamski konkavan za svako
+00 1

a'~a. Niz je generiran pomocu (l-x)-IX ~ 2, dr x' Niz cn = - (n ~ 1, 2, .. .) je O-Iogaritam-
r~O n

1
ski konka'lan i a-Iogaritamski konveksan (a~O). Niz Cn= - , je slabo logaritamski konveksan

n.
i a-logaritamski konkavan za svako a < + 00.

3° Korisno je primetiti da je niz c a-Iogaritamski konveksan (konkavan) ako i samo ako
je niz d logaritamski konveksan (konkavan), gde je, za n = 0, 1, 2, . . . ,

(O<a< + 00), (a = 0), (a=+oo)

i (do, d" d2, ...) je niz d definisan u (25).

4° U slucaju logaritamske konveksnosti (24) postaje

(26) (n=1,2,...),

sto je, u slucaju pozitivnih nizova, ekvivalentno sa

(27) (r, s ~ 1, 2, . . .);

u slucaju logaritamske konveksnosti u (26) i (27) vaze suprotne nejednakosti.

RezuItati koje cerna izloziti pokazuju da su osobine logaritarnske konvek-
snosti nizova takode osobine njihove konvolucije. Svi ovi rezultati nisu potrebni
u daljern tekstu, ali su zbog kornpletnosti navedeni.

Teorema 15. (a) Ako su a i b pozitivni slabo logaritamski konveksni nizovi,
taha je i njihova konvolucija a

*
b.

(b) Ako su a i b pozitivni strogo logaritamski konkavni nizovi, takva je i njihova
konvolucija a

*
b.

PrirnenjujuCi prirnedbu 3°, teorernu 15 rnozerno preforrnulisati na sledecu
ekvivalentnu forrnu:

Teorema 16. Ako su a i b pozitivni logaritamski konveksni (konkavni)
takav je i niz c, gde je

nizovi:

(28) (n = 0, 1, 2, .. .).
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Dokaz. (a) Logaritamski konveksan slucaj (Davenport i P61ya [I]). Dokaz ne-
jednakosti (26) sprovodi se indukcijom po n. Za n = I jednostavna izracunavanja
daju, na osnovu logaritamske konveksnosti nizova a i b,

CoCz - CIZ = aoz (bo bz - bIZ) + boz(ao az - alZ) ~ O.

Pretpostavimo da (26) vazi za I ~ n <;;.k - I. Kako je (~) = (k~ 1) + (~=~),
imamo Ck= C~-J + C:-l' gde je C~-I definisano pomocu (28), primenom nizova
(aI, az, . ..) i (bo' bl, .. .), dok je C~'-I definisano pomocu (28) primenom
nizova (ao' a" . ..) i (bl, bz, . . .). Tad<J. je, na osnovu induktivne hipoteze i
nejednakosti izmedu geometrijske i aritmeticke sredine,

2 ( ' " )2'2"2' "Ck = Ck-I + Ck-l = Ck-J + Ck-l + 2Ck-1 Ck-I

I ,
" " ( I

'" " ) 1/2<;;.Ck-2 Ck + Ck-2 Ck + 2 Ck-2 Ck Ck-2 Ck

, I
" "

,
" '"<;;.Ck-2 Ck + Ck-2 Ck + Ck-2 Ck + Ck Ck-2

(b) Logaritamski konkavan slucaj (Whiteley [3]). Definicija (28)
predstaviti i na sledeCi nacin

n-I

( 1)Cll=r~
n~ (ar+lbn-r+l+arbn-r).

moze se

Stoga je

C/ - Cn-I Cn+1 =
Cto

(: )arbn-r)
C~~ C~

1)
(ar+ I bn-r-I + arbn-r»)

-C~ (:) (ar+lbn-r+arbn-r+I») C~~
(n~l) arbn-r-I)=A+B,

gde je A jednako izrazu

'" (b b -b b )((
n

)(
n-1

)-. .
0 r +s + I r +S. s-I

1 1 an-r-s + I an-sn+lcr+s r+s- s-
r;:;; C-s~l

- C~l) (r:~~l) an-s+1 all-r-s).

Sabirak B jednak je sabirku A, gde su a i b izmenjali mesta. Kako je b loga-
ritamski konkavno, na osnovu suprotne nejednakosti od (27) zakljucujemo da
je izraz u prvoj zagradi u A nenegativan. Dalje, kako je

Izraz u drugoj zagradi u A premasuje sledecu vrednost

(

n
)(

n-1
) (an-r-s+lan-S-an-S+lan-r-s),

s-l r+s-1

koja je, na osnovu logaritamske konkavnosti niza a i nejednakosti (27), nene-
gativna. Slicno se dokazuje da je B nenegativno, Cime je dokaz zavrsen.
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PRIMEDBA:5° Nije tesko zakljuCiti da se jednakost u (2) za c pojavljuje ako i sarno ako se
jednakost pojavljuje u (26) za a i b.

Kako su niz c i niz d, koji je definisan sa

(n~O, I,...; x>O),

logaritarnski konveksni (konkavni) istovrerneno, rnozerno neposredno izvesti sledeeu generalizaciju:

Posledica 17. Ako su a i b logaritamski konveksni (konkavni) nizovi, tada je,
za svako x, y> 0, niz c (x, y) iste prirode, gde je

(29) (n=O, I, ...).

Teorema 18. (a) Ako su a i b pozitivni lugaritamski konkavni nizovi, takva je
i njihova konvolucija a

*
b.

(b) Ako je 0(> 0, ~> 0, 0( + ~= 1 i ako je a O(-logaritamski konveksan po-
zitivan niz i b pozitivan ~-logaritamski konveksan niz, tada je konvolucija
a

*
b logaritamski konveksan niz.

Dokaz.

n n-l

+ anbo L akbn-k - an+l bo L akbn-k-l
k~O k=O

=A+B+C,
gde je

n-l n

A= L L arak(bn-rbn-k-bn-r-Ibn-k+l)'
r~Ok~1

n-l

B= L arao(bn-rbn-bn-r-l bn+l)'
r~O

Kako su a i b logaritamski konkavni nizovi, na osnovu suprotne nejed-
nakosti od (27), zakljucujemo da sa B i C nenegativni.

Ako clanove koji se pojavljuju u zbiru koji definise A oznaCimo sa dr,k>
tada je dr,r+l =0, pa kombinujuCi clanove dr-l,k i dk-l," dobijamo

n

A = L (dr-I, k + dk-l, r)
r,k~l
r<k+l

n

= L (arak-I-ar-Iak)(bn-rbn-k+l-bn-r+lbn-k)'
r,k=l

r<k+l
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8to je, na osnovu suprotne nejednakosti od (27), nenegativno. Ovim je zavr-
sen dokaz.
(b) (Davenport i Polya [1]). Ako je c = a

*
h, koristeci oznake (25), dobijamo

(30)
n n

cn = 2: ar bn-r = 2: IX/~n-r a; b:-r,
r=O r~O

gde su, prema primedbi 3° nizovi a' i h' logaritamski konveksni. Jednostavnim
izracunavanjima iz (25) dobijamo

gde je r gama-funkcija.
ZamenjujuCi ovo u (30) i koristeCi oznake (29), imamo

I

( 1 J <x-I (1 ):>-1' ( 1 )d )
1/2 ( )1/2X t -t Cn+1 t, -[ [ = Cn-lcn+1 ,

r (0() r (~)
o

gde su primenjene posledica 17 i integralna forma nejednakosti H koja ce kasnije
biti dokazana.

PRIMEDBE: 6° U delu (a) ove teorerne nejednakosti (26) za c uvek su striktne jer je clan C
uvek pozitivan.

7° U drugorn delu nejednakosti (26) za c postaju jednakosti ako i sarno ako u nejedna-
kostirna (24) za a i h vazi jednakost.

.

Neka su -; i [3 dva niza definisana sa (25). Tada je :.
*

[3= -;
+ [3, sto

--+ --+
sleduje iz primedbe 2°. Ako je IX+ ~> 1, konvolucija nije logaritamski konveksna

vec je sarno :.' logaritamski konveksno (:.';::;;-; + [3).

Neka je an= ~, bn= 1 (n = 1, 2, . . .). Tada je a O-logaritamski konveksno,
n

~ 1 ..
h je logaritamski konveksno (primedba 6°) ali a * h = c, gde je Cn= L., -, nIJe

r~1 r

logaritamski konveksno.

4.3. Jedna relacija poretka kod nizon. Sada Cemo razmatrati jedan vrlo koristan
pojam poretka.
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Definicija 19. Kvadratna matrica S= I'sullnxnnaziva se dvostruko stohasticna ako je

(31 )
n

L su= 1 (l ~j~n),
i~1

n

Lsu=1 (l~i~n).
j~1

-->- ->-
Definicija 20. Jedna n-torka ~ nazil'a se sredina n-torke rx ako postoji nenega-

-->- -->-
tivna dvostruko stohasticna mat rica S takva da je ~= S rx.

PRIMEDBE: 1° Tvrdenje da je i3sredina niza -;je nezavisno od poretka elemenata u nizovima --; i ;.
2° Definicija 20 je ekvivalentna tvrdenju da je svaki element niza i3teZinska aritmeticka

sredina (sa mogucnoscu raznih teZina) elemenata
--; (videti definiciju 11.3).

3° Relacija definisana iskazom ,] je sredina od --;" je tranzitivna. Dalje, rtje sredina od

-; i -; je sredina od i3 ako i sarno ako je -; permutacija od ;.
40 Pretpostavimo da je ~~ @{1>, ~(2»), -; =

(;(1), ;<2»), gde .ie [3<1)
= (~" . . . , ~m)'

[3(2) ~ (~m
+"

. . . , ~n) i sIicno za JI) i ;<2). Tada, ako je 1(1) sredina od J1) i [3<2)sredina od ;<2>, tada je

f sredina od:" Do ovog neposredno dolazimo jer ako je [3(1) ~ S, ;<1) i ~(2)
= S2;(2\ tada je

i3~ s;, gde je S =
II

:1 ;,[ I.

-->- -->- -->-
Definicija 21. (a) Neka su rx i ~ dve opadajuce n-turke. Za n-torku ~ kazemo

-->- -->- -->-
da je majorizovana n-torkom rx, u oznaci ~-< rx ako je

n n

(32)

(33)
k k

L ~i ~ L rxi
i~1 i~1

(l~k~n).

--+ ---')0 --+--+

(b) U opstem stucaju ~ je majorizovana sa rx, tj. ~-< rx, ako poste preuredenja
u opadajucem poretku n-torke zadovoljavaju (32) i (33).

PRIMEDBE: 5° Relacija -< je jedna relacija poretka u skupu opadajucih n-torki.

6° Ako je f-<
-; ili ako je ~ sredina od

-;, isto vazi i za n-torke dobijene dodavanjem
iste konstante svim clanovima.

Teorema 22. Neka su -; i r; dve n-torke. Tada je r; sredina od -; ako i samo
-->- -->-

ako je ~-< rx.
-->- -->-

Dokaz. Bez smanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da su rx i ~ opadajuce
n-torke.
(i) Pretpostavimo najpre da za neku dvostruko stohasticku matricu S vazi
-->- -->-
~= Srx, tj. da je

(34)
n

~i = L surx}
j=1

(l~i~n).
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k

Ako je t/k) = L Sij (l ~ k ~ n), iz (34) dobijamo
i~1

(35)
k n

L ~i= L t}k)rxj'
i~1 j~1

Ako je k=n, tada iz (31) nalazimo tp)= 1 (l-;;;j~n)
svodi na (32). Preostaje jos da se izvede (33).

Ako je 1 ~k<n, tada (31) daje O~t}k)~ 1 (l ~j~n) i

i stoga se (35)

(36)

Stoga je, na osnovu (36),

k k k n

L rxi- L ~i = L (rxi- rxk)+ L t/k) (rxk - rx;):;:;:; O.
i~1 i~1 i~1 i~1

->' ->
Ovo je upravo (33) i time je dokazano da je ~ -< rx.

->' ->'(ii) Pretpostavimo sada da je ~ -< rx, tj. da vaze (32) i (33). Na osnovu pri-
medbe 6° mozemo, bez smanjenja opstosti, zameniti (32) sa

(37)
n n

L ~i = L rxi= O.
i~1 i~1

(38)

->
Kako je rezultat trivijalan za rx= 0, mozemo pretpostaviti da je

rxl>O>rxn'

Dokaz se moze izvesti indukcijom. Ako je n = 2, uvedene pretpostavke
daju 0 ~ ~l ~ rxl' ~2= - ~l' rx2= - rxl pa se odredivanje jednog S takvog da je
->' ->

Il

l-s s

II~= S rx, S = s l-s, svodi na nalazenje jednog S (0 ~ S~ 1) takvog da je

~l = (l - 2 s) rxl, sto je zadovoljeno za neko S takvo da je 0 ~ S~ ~ .
2

Pretpostavimo sada da je teorema tacna za prirodne brojeve manje od n.
Tada su ili sve nejednakosti (32) striktne, ili za neko m (l ~ m ~ n) vazi jednakost.

Ako pretpostavimo da su poslednje pretpostavke tacne, tada (32) i (33)

impliciraju da je -;
= (;<1), ;<2»), rt = (~1), ~2») (videti oznake u primedbi 4°) i

~1) -<
;<1), ~2)

-<
;02). Prema tome, na osnovu induktivne pretpostavke ~I) je

sredina od :<1) i ~2) je sredina od -;(2). Stoga, na osnovu primedbe 2°, rt je
->'

sredina od rx.

Sad a dolazimo do tezeg slucaja kada su sve nejednakosti (32) striktne.
->' ->'

PolazeCi od rx, konstruisacemo y sa sledeCim osobi nama:

(a) ->' ->
y-< IX,

->' --+(b) ~-<y, ->' --+(c) y je sredina od rx.

(d)

--+

Dalje, mozemo izabrati y tako da
-> --+

sve nejednakosti (32) primenjene na ~ i y nisu striktne ili
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(e)
~ -~

y sadrZi vise nula-elemenata nego 0:.
~

Ako slucaj (d) vazi, iz (b) i gornjih obrazlozenja sleduje da je ~ sredina

od y i stoga na osnovu primedbe 3° i (c), (3 je sredina od ;,

Ako slucaj (e) vazi, po stupak se ponavlja, sto je mogucno na osnovu iste
primedbe 3° i primedbe 5°, sve dok ne dobijemo da vazi (d) ili dok ne dobi-
jemo n-torku O. U oba slucaja dokaz je zavrsen.

---;.
Preostaje da se konstruise niz y. Neka je O:p najmanje pozitivno

---;.
najvece negativno O:ji definisimo y sa

(ii=P, q),
---;.

gde je 0 ~ E ~ min (O:p,- O:q).Ocigledno y zadovoljava (a) i za pogodno izabrano E,
(b), (d) ili (e) vak Da bismo konstatovali da vaZi (c), izaberimo S= IIsui I, gde je

su= I (i#-p, q),

Su= 0 (u ostalim slucajevima),
---;. ---;.

tada je ocigledno S nenegativna dvostruko-stohasticka matrica i y = So:. Ovim
je zavrsen dokaz teoreme 22.

PRIMEDBA: 7° Razmatranjem gornjeg dokaza mozemo zakljuCiti da je u definiciji 20 uvek mo-
gucno izabrati dvostruku stohasticku matricu S = IIsij II takvu da je

sjr1 (i=lp,q), spp=Sqq=A (0~A~1),
(39)

Spq = Sqp~ I-A, Sjj= 0 (u ostalim slucajevima).

Jedna interesantna primena pojma poretka je:

Teorema 23. Neka su a i b dve n-torke sa elementima iz nekog intervala I. Tada je

n n

2: f(a) ~ 2: f(bJ
i=1 i=1

za svaku neprekidnu konveksnu funkciju f: I -+ R ako i samo ako je a -< b.

PRIMEDBA:8° Za dokaz ove teoreme citaoci se upucuju na HLP, pp. 88-91, M, pp. 162-170
i BB, pp. 30-32, gde se takode mogu naci druge reference. 0 pojmu konveksnosti videti
odeljak 5.

Jednu drugu primenu dao je Kong-Ming Chong [1]:
n '

Lema 24. Ako je a pozitivna n-torka, a' jedno preuredenje od a, tada je 2:
aj

~ n.
i=1 Ui

Dokaz. Mozemo pretpostaviti, bez smanjenja opstosti, da je at ~ . . . ~ an, Ako

je tada i< j i a;< a;
I , , J

a. a. a. a.
-'-+2>--2-+-'-.
aj aj ai aj

n
'

n

Stoga je 2: ~ ~ 2:
aj

= n.
j=1 aj - j=1 aj
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Teorema 25. Neka su a i h nenegativne n-torke. Tada, ako je a-<..b, vaZi

" "
2: ai ~ 2: hi

i~1 i=1

sa jednakoscu ako i sarno ako je a preuredenje od h.

Dokaz. Pretpostavimo da je h>O, jer u drugom slucaju nema sta da se doka-
zuje. Dalje, primenom teoreme 22 i primedbe 7° mozemo pretpostaviti da je
a = Ah + (I - A)h', gde je h' neko preuredenje od h. Tada je

gde je primenjena lema 24. Slucaj jednakosti se neposredno dobija.

PRIMEDBE: 9° Kako je

(I+~, I+~,..., l+~ )-« I+~,..., I+~, 1),
n n n n-I n-I

iz teoreme 25 sleduje

( X )
,,-1

( X )"1 + ;--1 ~ 1 +-;

i odatle indukcijom zakljucujerno da za m~n vazi

sa jednakoscu ako i sarno ako je m = n ili x = O.

10° Takode je ocigledno da, ako je ai>O Hi O>ai>-l (I~i~n), tada vazi

(I+al,...,I+a,,)-« I+.i ai' 1,...,1 ),
.=1

pa na osnovu teorerne 25 irnamo sledeci, dobro poznati, rezultat (HLP, p. 60; M, p. 210)
11

"1 + 2: a;~IT"(1 + a;).
i~1 ;~1

5. KONVEKSNE FUNKCIJE

Pojam konveksnosti je od velike vaznosti za teoriju sredina. Ovaj pojam
je medutim, detaljno obradivan u vise knjiga koje su lako dostupne, pa stoga
u ovom odeljku necemo davati dokaze, vec cerno sarno navesti rezultate koji
ce nam kasnije trebati. Dokazi i druge pojedinosti mogu se nati u knjigama
P i RV kao i u HLP (pp. 70-74 i 76-83), M (pp. 10-22), Bourbaki
(1, chapter I)).

5.1. Konveksne funkcije jedne promenljive. Navescerno najpre definiciju kon-
veksnosti.
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Definicija 26. Ako je 1 interval iz R, tada se za lunkeiju I: 1 -+ R kaze da je
konveksna ako za svako x, y,EI i svako 1.(0;£1.;£ 1) vazi

(40) I(Ax+(l-A)y);£A/(x)+(l-A)/(y).

Ako u (40) za svako x#y i 1.#0, 1 vazi striktna nejednakost, kaze se da je I
striktno konveksna. Ako u (40) vazi suprotna nejednakost, I je konkavna, a ako
je za x#y i 1.#0, 1 ta suprotna nejednakost striktna, kazemo da je I striktno
konkavna lunkeija.

PRIMEDBE: 1° Poznato je da je I istovrerneno konveksna i konkavna ako i sarno ako je afina,
tj. ako je I(x)~mx+c (xEI, m, cER). 0 ovorne videti: Aczel [21] ili RV, p. 55.

2° Jednostavna geornetrijska interpretacija (40) je da grafik funkcije lezi ispod odgovara-
juce tetive.

3° Ako su Xpx2,x3triproizvoljne tacke iz I takvedaje xl<x2<x3,(40)jeekvivalentnosa

iii, sirnetricnije, sa

(41)
I(Xl)

+
I (X2)

+
I(X3)

>0.
(XI-X2) (XI-X3) (X2-X3) (X2-Xl) (X3-XI) (Xj-X2)-

Jedan drugi nacin pisanja (41) je takode instruktivan:

Stoga, ako je I konveksna funkcija na I i ako je Xl ;£X2' YI ;£Y2, Xl ;£Yl, X2;£Y2' irnarno

I(X2)-/(x) </(Y2)-/(YI)
.

X2-XI Y2-Yl

Teorema 27. Neka je 1:1-+ R konveksna lunkeija. Tada:

(a) I zadavoljava Lipschitzov uslov na svakom segmentu iz i:

(b) I~ i I~ postoje i rastuCi su u i ako je I striktno konveksna, tada su ovi
izvodi striktno rastuCi;

(c) f' postoji osim na prebrojivom skupu;

(d) I" postoji i nenegatil'no je skoro svuda.

Dokaz. Videti RV, pp. 4-7.

Teorema 28. (a) I: (a, b) -+ R je (striktno) konveksna ako i samo ako postoji
(striktno) rastuta lunkeija g: (a, b) -+ R i e (a<e<b) tako da je, za svako
x (a<x<b),

x

I(x) = I(e) + Jg (t) dt.
c

(b) Ako I" postoji na (a, b), tada je I konveksna lunkeija ako i sumo aka
je I" ~ 0; ako je I" > 0, tada je I striktno konveksna lunkeija.

Dokaz. Videti RV, pp. 9-11 ili M, pp. 17-18.



5. Konveksne funkcije 17

Teorema 29. Ako je f: I-+R konveksna funkcija, aEln (n ~ 2), p pozitivna n-torka,
tada je

(42)

Ako je f striktno konveksna funkcija, tada je (42) striktno osim ako je aj = . . . = an,

Dokaz. Dacemo dokaz indukcijom po n. Za n = 2, (42) se svodi na (40). Pret-
postavimo da (42) vazi za svako k (2 ~ k ~ n - I). Tada je, na osnovu slucaja
n = 2 i induktivne pretpostavke,

Bez teskoce se razmatraju slucajevi jednakosti i striktne konveksnosti.

PRIMEDBE:5° Nejednakost (42) je poznata kao Jensenova nejednakost. U ovoj knjizi obeleza-
vacemo je sa J. Kao sto smo primetili, (42) je ekvivalentno sa (40), pa se J moze uzeti kao
alternativna definicija konveksnosti.

6° Drugi dokaz teoreme 29 dat je u R V, p. 189. 0 istorijatu ove nejednakosti videti cla-
nak Mitrinovic i Vasic [13].

Sledece jednostavno rafiniranje J-nejednakosti dali su Vasic i Mijalkovic [1].

Teorema 30. Neka je p pozitivan niz i x realan niz i f: [a, b] -+ R. Definisimo
sledecu funkciju konacnog podskupa 1 od N:

[

L Pi Xi

]
F(I)=.L pJ E~ - -.L pJ(xJ

1 ElL... Pi I E I
iEI

Ako je f konveksna funkcija na [a, b], i ako su 1 i J dva konacna pod-
skupa od N takva da je 1 n J = 0, tada je, za xiE [a, b],

(43) F(I UJ) ~F (I) + F(J).

Ako je f striktno konveksna funkcija, tada je (43) striktno osim za

LPiXi
iEI

LPi
iEI

L Pi Xi

-
iEJ

--
L Pi

.
iEJ

Dokaz. Na osnovu J-nejednakosti je F (I U J) ~ O. Ako izvrsimo supstitucije

LPiXi
iEI

x.-+J
LPi

iEI

(j E I),
L Pi Xi

iEJ
x.-+

J L Pi
iEJ

(j E J),

2 Sredine i sa nHma Dovezane nejednakosti
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dobijamo

[

2 PiXi

] [

2 PiXi

] (

2 Pi Xi

]
"

iEIUJ "iEI
"

iEJpJ ~-- - L.pJ - L.pJ --
iEIUJ

iEtJ
Pi iEI

i~I
Pi iEJ

itJ
Pi

2 pJ(Xi) + 2 pJ(Xi) + 2 pJ(xJ:;:; 0,
iEIuJ iEI iEJ

tj. (43). Slucaj jedriakosti sleduje iz slucaja jednakosti u J.

Posledica 31. Uz iste pretpostavke 0 p, x i I kao u teoremi 30 imamo

(44) F(In):;:;F(In-I):;:;F(In-2):;:;'" :;:;F(I2):;:;0,

gde je Ik = {1, 2, . . . , k}.

PRIMEDBA:7° U nizu nejednakosti (44) ekstrernni slucaj F(In)<:::,O daje J. Interesantno je pri-
metiti da je pri interpoliranju niza nejednakosti izrnedu F(In) i 0 koriscena sarno nejednakost J.

Jedno prosirenje nejednakosti J dao je Steffensen [2J:

Teorema 32. Ako je I: 1--+R konveksna lunkcija, n (n:::;;2) brojeva al ~ . . . ~ a"
iz lip realna n-torka takva da je

(45) (l~k~n),

vazi nejednakost (42); ako je I striktno konveksna lunkcija, tada je (42) striktna
osim ako je al = . . . =an.

Dokaz. Za n = 2 nejednakosti (45) impliciraju da je ili PI> 0 i P2> 0 ili da je
PI = 0 ili P2= O. Stoga mozemo pretpostaviti da je n:::;;3.
(i) Pretpostavimo najpre da je n = 3 i PI:::;;0, P3:::;;0, P2= - PI + P, P:::;;O. Tada je

P3=P+P3 i -~~l. Stavimo
a=pa,+p,a,; tadajea2~a~a3i(42)sesvodina

P+A P+A

PrimenjujuCi J za n = 2 na desnu stranu ove nejednakosti, vidimo da je
dovoljno dokazati nejednakost

l (a--~(a2 -al) )~/(a) -~(J(a2) - I(al))'
P+P, P+P,

Ako je a2 = aI, ovo je trivijalno. Ako je a2> aI, ova nejednakost je ekvi-
valentna sa

f(a)-f (a-~ (a,-a,))f(a,)-f(a,) p+p,
~.~ ~ .

a,-a, a- (a-~ (a,-aJ )P+P,

(46)

Medutim. kao sto smo vide1i, a:::;;a2. Lako se zakljucuje

a - ~ (a2 - aJ:::;;aI, pa Je ova nejednakost posledica primedbe 4°.
P+P,

da je
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(ii) Pre nego sto predemo na opsti slucaj, primetimo da s obzirom na
1 n n-I

Pk .

"
... .

- LPiai=an- L - (ak+1 -ak)' pretpostavke IZ teoreme ]mpltclrajU da je al
Pn i~1 i~1 Pn

~ ~ i Piai ~ an, Pretpostavimo sada da je n> 3 i da je rezuItat dokazan za svakoPn i~1

k(2~k<n). Nekaje Pk~O (1 ~k<m), Pm<O; tada je Pm= -Pm--l +p (p;:O;O).

Ako je tada a = .~ (pam+ i Pi ai)'
na osnovu prethodne primedbe imamo

Pn i~m+1

-- - 1 m-I
am ~ a ~ an' Takode, ako je a = - L Piai' imamo al ~ a ~ am-I' S ovim oz-

Pm-t i~1

nakama (42) se svodi na

f (Pm-, a _!'m-l am+a )Pn Pn

Na osnovu J za n = m - 1 i induktivnih pretpostavki ovo povlaci da je
dovoljno dokazati da je

Ova nejednakost je neposredna posledica slucaja n = 3. Ovim je dokaz
zavrsen. Slucajevi jednakosti i striktne konveksnosti se bez teskoce posmatraju.

PR]MEDBA:80 Ova je Bullenov dokaz [81. Steffensenov dokaz je potpuno drukCiji.

Teorema 33. Aka je f: I--+R, f(x»O, f" (x»O za xEI, xEln n;:O; 2, p pozi-
tivna n-torka, tada je

(47)

gde su: m = min (x), M = max (x) i A rdenje jednaCine

').f (I'-1 (!(M)-f(m) ))

=f(M)-f(m) 1'-] (f(M)-f(m) )
+
Mf(m)-mf(M) .

'A(M-m) M-m 'A(M-m) M--m
(48)

Dokaz. Dokazacemo nejednakost (47) metodom centroida. Skup ogranicen lu-
kom krive y=f(x) i tetivom AB, gde je A=(m, f(m), B=(M, f(M), je kon-
veksan. Ako izdvojimo iz familije krivih y = Af(x) onu koja dodiruje segment
AB, centroid skupa tacaka PI"", Pn, gde je Pi tack a sa koordinatama

(Xi' f(x) i masom Pi (i = I, . . . , n), leii ispod krive y = Af(x), pa vaii nejed-
nakost (47), gde je A parametar koji treba odrediti.

Jednacina tetive AB je

(49) f(M)-f(m) Mf(m)-mf(M)
y=--x+ .

M-m M-m

28
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Uslovi da prava (49) bude tangenta krive y = Af(x) su

(50) Af(x) =f(M)-f(m) x +
Mf(m)-mf(M) ,

M-m M-m

(5 I) AI' (x)
=f(M)-f(m) .

M-m

Ako eliminisemo A iz (50) i (51), dobijamo

g(x) = (f(M) - f(m»)f(x)

- I' (x) ((f(M) - f(m») x+Mf(m) -mf(M») = 0.

Resenje ove jednacine je apscisa dodirne tacke. Dokazacemo najpre da
ova jednacina ima tacno jedno resenje XoE (m, M). Najpre imamo

g' (x) = - ((J(M) - f(m») x+ Mf(m) -mf(M) )f" (x) = h (x)f" (x).

Kako je f" (x»o, f(x»0, m<M, h linearna funkcija i

hem) = (m -M)f(m) -;;.0, h (M) = (m - M)f(M) -;;.0,

grafik funkcije g moze seCi x-osu u najvise jednoj tacki intervala (m, M).

Dalje je

g (m) g (M)

= (I' (m) -
f(M)-f(m» ) (I' (M) -

f(M)-f(m» )f(m) f(M) (M
-

m)2,
M-m \ M-m

pa na osnovu teoreme 0 srednjoj vrednosti i Cinjenice da je I' rastuca funkcija
(jer je f" (x»O), imamo

g (m) g (M) -;;.0,

Cime je tvrdenje dokazano. Eliminacijom x iz (50) i (5 I) za odredivanje A do-
bijamo jednacinu (48).

PRIMEDBE: 9° Prethodni rezultat dobili su Mitrinovic i Vasic [13]. 0 njegovoj primeni videti III 5.

10° Iz navedenog dokaza sleduje da jednakost u (47) vazi ako i sarno ako se centroid sis-
tema tacaka PI"'" Pn poklapa sa tackom dodira krive y~f(x) i segment a AB. Ovo ce biti
ako postoje dva podniza (x i,' . . . , Xik) i (x ik+l'

. . . .xin) niza (x,. . . . . xn) takva da je svaki
element prvog podniza jednak m. a svaki element drugog podniza jednak M i

k n

m " P. + M )' p'L... 'r ~ ir
r~1 r~k+1

xo= ~,
n

k n

f(m) L Pir +
f(M) L Pir

r~1 r~k+l
f(xo) ~

n

LPi
i~1

gde je Xo jedino reSenje jednacine g (x) ~ 0 na (m. M).

Sledeci rezultat (Mitrinovic i Vasic [I]) dokazuje se na slican nacin:



5. Konveksne funkcije 21

Teorema 34. Ako je f:I-+R, f(x) > 0, f"(x»O za xEI, tada, ako je p
pozitivna n-torka i xEln, vazi

i~
p;/(x;)

(

i~
PiXi

]

~!1-+f ,
n n

LPi L Pi
i~1 i~1

gde je

!1-=
I(M)-/(m)

1'-1 (I(M)-/(m)
)
+
MI (m)-ml(M)

M-m M-m M-m

Definicija 35. Funkcija f: 1-+ R; naziva se logaritamski konveksna, ili multi-
plikativno konveksna, ako je logof konveksna, iii, ekvivalentno, ako za svako
x, yEI i svako A (0 ~ A~ 1) vati

f (A x + (1- A)y ) ~f(x)" f(y)I-"A,

PRIMEDBA: lID Ako SU Ii g konveksne i g rastuca, tada je gOt' konveksna (RV, p. 16). Kako
je I~expologof, sleduje da je logaritamski konveksna funkcija istovremeno i kon';eksna.

Definicija 36. Ako je g striktno monotona, tada se f naziva (striktno) konveksna
u odnosu na g ako Ie fog-I (striktno) konveksna.

PRIMEDBA: 120 lako uslovi da I bude konveksna u odnosu na g sleduju iz uslova za konvek-
snost izvesni kasniji rezultati daju ove uslove direktno. Posebno, lema IV. 10 i posledica
IV. 11 koja potice od Mikusinskog [1]. Isti autor je takode dokazao da ako I" i g" postoje
.

k ' d '
.

k I
,.

"
.
k d I d k

. g" I"I.nepre I ill SU 1 a 0 1 g ilISU ill a nu e, ta a, a 0 Je -:::0:---, I je konveksna u od-
g' - I'

nosu na g. Ovaj rezultat je dobio drugim putem Cargo [1].

Definicija 37. Ako je I jedan interval
funkcija ako za svako x, y iz I vati

(52) f(;Y) ~/(-2;/(Y).

iz R, f: 1-+ R se naziva Jensen-konveksna

PRIMEDBA:130 Za racionalno P nejednakost (52) implicira (42), pa su neprekidne Jensen-kon-
veksne funkcije i konveksne. Obrnuto ne vazi (M, p. 14; RV, p. 216), ali 'leoma slaba ogra-
nicenja 0 Jensen-konveksnim funkcijama impliciraju konveksnost. Drugim recima, Jensen-
konveksne funkcije koje se srecu u praksi skoro uvek su i konveksne.

Teorema 38. Ako je f: R -+ I Jensen-konveksna funkcija koja je ogranicena odozgo,
tada je ona neprekidna.

Dokaz. Videti RV, p. 215.

5.2. Konveksne funkcije vise promenljivih. Zarnenjuju6i I konveksnirn sku porn U iz
Rn i x, y tackarna iz D, definicije 26, 36 i 37 se neposredno prosiruju na
funkcije f: U -+ R (ili R; u slucaju definicije 35). Tada teorerne 29 i 38 ostaju
u vaznosti sa istirn dokazirna kao u jednodirnenzionalnorn slucaju.

Teorema 39. Ako je f: U -+ R konveksna funkcija na otvorenomkonveksnom pod-
skupu U od Rn, tada je f Lipschitzova funkcija u svakom kompaktnom podskupu
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od U i irna parcijalne izvode prvog reda skoro svuda u U, i ovi izvodi su nepre-
kidni na skupu, gde svi oni postoje.

Dokaz. Videti RV, pp. 93 i 116-1 i 7.

Teorema 40. Ako f irna neprekidne parcijalne izvode drugog reda fij" (1 -;;;,i, j -;;;,n)
na otvorenorn konveksnorn skupu UCRn, tada je funkcija f konveksna na U ako
i sarno ako je Hessian H = il!;/' II nenegativno definitan; ako je H pozitivno defi-
nitan na U, tada je f striktno konveksna.

Dokaz. Videti RV, p. 103.

PRIMEDBA: 1° Ako je n ~ 2, Hessian H ~
I

'

1

/<, /,
f'<

II

' je nenegativno definitan ako i sarno

,/'2 22
ako je

(53)

H je pozitivno definitan ako i sarno ako su nejednakosti u (53) striktne. Za dokaz videti
HLP, pp. 80-81.

5.3. Konveksnost viseg reda. Neka ao' aj, . . . , an oznacavaju n + 1 razliCitih ta-
caka iz [a, b]. Tada, ako je f: [a, b]--+R, n-ta devidirana razlika f u tih n + 1
tacaka definisana je sa

Definicija 41. Ako je f: [a, b]--+R, funkcija f se naziva n-konveksna na [a, b] ako
je za svaki izbor n + 1 razliCitih tacaka iz [a, b] ispunjeno Vn (f; a) s 0; ako vaZi
suprotna nejednakost, f Sf:'naziva n-konkavnorn.

PRIMEDBE: 1° Za n~2 definicija 41 je ekvivalentna sa definicijorn 26 u obliku (41), pa je stoga
2-konveksna funkcija u stvari konveksna funkcija. 1-konveksna funkcija je rnonotono rastuca
funkcija dok je O-konveksna funkcija u stvari nenegativna funkcija.

2° Ove funkcije detaljno je ispitivao Popoviciu. Vise detalja rnoze se naci u knjizi P od istog
autora. Videti takode: Bullen [11].

3° Poznato je da je I istovrerneno n-konveksna i n konkavna ako i sarno ako je polinorn
stepena rnanjeg od n.

Teorema 42. Ako je f: [a, b] --+ R n-konveksna funkcija (n s 2), tada funkcija J<k)
postoji i ona je (n - k )-konveksna (I -;;;,k -;;;,n - 2).

Dokaz. Videti Bullen [II].

PRIMEDBA: 4° Posebno, ako je I n-konveksna, l(n-2) je konveksna i /,;-1) i f~-I) postoje

osirn na prebrojivorn skupu i I(n) postoji skoro svuda.

Teorema 43. (a) f: [a, b] --+ R je n-konveksna ako i sarno ako je (n - 1) puta po-
novljen integral od te funkcije rnonotona funkcija.
(b) Ako J<n)postoji, tada je f n-konveksna funkcija ako i sarno ako je J<n)S O.

Dokaz. Videti: Bullen [11].



Poglavlje II:

Aritmeticka, geometrijska
i harmonijska sredina

1. DEFINICIJE I JEDNOST AVNIJE OSOBINE

1.1. Aritmeticka sredina. Dacemo najpre definiciju koja se skoro namece.

Definicija 1. Ako je a = (aI' . . . , an)
definisana sa

(1) An(a)=at+...+an.
n

pozitivna n-torka, aritmeticka sredina a je

avo je najjednostavnija sredina i stoga se ona najvise primenjuje. U stvari
za vecinu nematematicara to je jedina mogucnost za nalazenje srednje, tj. pro-
secne, vrednosti. Definicija aritmeticke sredine dva broja pojavljuje se vrlo rano,
jos kod Pitagorejaca (VI vek pre nove ere). Aristotel (VI vek pre nove ere)
upotrebljavao je aritmeticku sredinu, ne koristeci doduse taj naziv, na sledeci
nacin: Ako je, na primer, 10 suvise veliko, 2 suvise malo, reCi cemo, sa naseg
gledista, da je sest sredina, jer je za istu vrednost vece od 2 i manje od 10.
Pojam aritmeticke sredine srece se u Arhimedovoj definiciji teiista (III vek pre
nove ere). Pojam aritmeticke sredine je takode blisko povezan sa aritmeti-
ckom proporcijom koju su primenjivali Pitagora i njegovi ucenici. Ova propor-

cija ima sledeci oblik a-b
= ~ , gde su a, b, c realni brojevi (najverovatnije je

b-c a
da su Pitagorejci upotrebljavali ovu proporciju sarno u slucaju kada su a, b, C
prirodni brojevi). Odredivanje clana b, tzv. srednjeg clana ove proporcije, do-

vodi do aritmeticke sredine brojeva a i c, tj. do b = a ,~c:. Aritmeticka sredina
2

k d
. 'vk

. a + b 2ab
b P

. . .
se ta 0 esrece u tzv. mUZlC OJ proporciji a: -- = -:. ItagorejCl su ta-

2 a+b
kode ispitivali ovu proporciju.

PRIMEDBE: 1° U oznakama koriscenim u definiciji 1 niz a mote se zameniti potpunijom oz-
nakom, kao sto je An (at, . . . , an) ili An (a;; 1 ~i~n). Dalje, u sIucajevima kada nema dilema,
mote se izostaviti a ili n ili a i n.

2° Ocigledno je da (1) ne zavisi od pretpostavke da su clanovi a pozitivni brojevi, pa
se mnoge osobine broja An mogu izvesti bez ove pretpostavke. Medutim, ako se drukcije ne
kate, uvek cemo pretpostavljati da su clanovi n-torke a pozitivni brojevi. Pitanje opstijih ni-
zova bice razmatrano kasnije (poglavlje IV).

Neke elementarne osobine broja An navedene su u sledecoj teoremi:

Teorema 2. Ako su a i h pozitivne n-torke, aritmeticka sredina ima s/edece oso-
bine:

(a)

(2)

vazi nejednakost

min (a) ~ A(a) ~ max (a),

23
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sa jednakoscu ako i samo ako je al = . . . = an;

(b)

(c)

(d)

(e)

simetrija, tj. A (ai' ... , an) ne zavisi od poretka brojeva ai' .. ., an;

homogenost, tj. ako je 11.>0, tada je A (lI.a)= II.A (a);
aditivnost, tj. A (a + b) = A (a) + A (b);
neprekidnost, tj. lim A (a I + hI' . . . , an + hn) = A (a

I'
. . . , an);

h1-+O

hn-+O

(f) monotonost, tj. ako je a;:;;:b, tada je A (a);:;;:A (b) sa jednakoscu ako i samo
ako je a=b;
(g) asocijativn(,st, tj. za m<n

gde je A = Am (A, . . . , A) = Am (ai, . . . , am)'
Dokaz ove teoreme zahteva sarno jednostavnu primenu osobina

nih brojeva.

PRIMEDBE: 3° Dok teorema 2 (d) daje jednostavnu vezu izmedu A (a), A (b) i A (a + b), znatno
je tde dobiti odnos izmedu A (a), A (b) i A (ab). Ovaj odnos je dat kasnije u teoremi V.14,
nejednakost (V. 12), koja je poznata kao CebiSevljeva nejednakost.

pozitiv-

. 40 Nejednakost (2) kazuje da je funkcija A: R +n -+ R +, definisana sa A (ap . . . , an) ~

a +...+a
~

--'--- --":, sredina u smislu Cauchyeve definicije 0 cemu ce biti govora u drugoj knjizi
n

ove monografije. Nije tesko proveriti da nejednakost (2) vazi i u slucaju kada se pretpostavi
da je a niz realnih brojeva. Prema tome, i u tom slucaju radi se 0 sredini.

Sledece osobine aritmeticke sredine se bez teskoce direktno proveravaju:

(a) Algebarski zbir odstupanja pojedinih clanova niza a od aritmeticke sre-
n

dine tog niza je nula, tj. L (a;-An(a)=O.
;~l

(b) Zbir kvadrata odstupanja pojedinih clanova niza a od aritmeticke sredine
manji je od zbira kvadrata odstupanja od bilo koje druge velicine, tj.

i (ai-An (a)2< i (ai-B)2
i~l ;~1

Prirodno prosirenje definicije 1 sugerirano je slucajem kada se neki od
brojeva u nizu a pojavIjuju vise puta ili kada je neki od brojeva iz niza a
vazniji od drugih.

Definicija 3. Ako su date pozitivne n-torke a i p, teiinska sredina n-torke a sa
teiinama p definisana je sa

(3)

PRIMEDBA:5° Ova opstija sredina ima sve osobine navedene u teoremi 2.

1.2. Geometrijska i harmonijska sredina. Sledece dye jednostavne sredine bile
su u upotrebi istovremeno sa aritmetickom sredinom. Slicno aritmetickoj sre-
dini i one se prirodno pojavljuju u nekim jednostavnim algebarskim i geomet-
rijskim problemima.
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(a)

Definicija 4. Neka su date pozitivne n-torke a i p.

geometrijska sredina n-torke a definisana je sa

(4)

(b)

(5)

harmonijska sredina n-torke a definisana je sa

n
Hn (a) =

1 1
-+...+-
a1 all

(c) teiinska geometrijska i harmonijska sredina n-torke a sa teiinama p defini-
sane su respektivno sa

(6)

(7)

n
gde je Pn= Lh

i~1

PRIMEDBE: 10 Varijante oznacayanja i naziva koje su koriscene kod aritmetieke sredine sli-
eno ce biti koriscene kod geometrijske i harmonijske sredine (videti primedbu 1.1°).

2° Sledeci je:lnostavni identiteti korisni su za primene:

(8)

(9)

(1 )
-,

Hn (a; p) ~ An --;;;p ,

Gn (a; p) = exp An (log a; p).

Kako je jednakost (8) veoma jednostavna, osobine harmonijske sredine
necemo ispitivati u detalje. Na ovu sredinu, kao specijalan slucaj opstijih po-
tencijalnih sredina, vraticemo se kasnije (poglavlje III).

Teorema 5. Geometrijska i harmonijska sredina imaju osobine (a), (b), (c) na-
vedene u teoremi 2. Pored toga je

(10) Gn (ab; p) = Gn (a; p) Gn (b; p).

PRIMEDBE: 3° Nejednakost (2) i odgoyarajuce nejednakosti za H i G mogu se generalisati

na sledeci nacin. Ako su a i b dye pozitivne n-torke i m :S:
ai

:S:M (1 ;;'i:;;;;n), tada je
- bi-

mbi:;;;;ai:;;;;Mbipa mnozenjem sa Pi, i sabiranjem dobijamo

min (~ ):;;;;
An (a; p)

::;;max (~ ).b An (b; p) b

4° Odnos izmedu G (a + b; p), G (a; p) i G (b; p) mnogo tde je odrediti nego (10). Taj od-
nos bice odreden kasnije (teorema Ill. 22, posebno videti: nejednakost (III. 32»).
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1.3. Interpretacije i primene

1.3.1. Sredine Az, Gz, Hz sa jednakim tezinama imaju jednostavnu geometrij-
sku interpretaciju. Neka je ABCD trapcz (slika 1) kod koga su AB (= a1) i
CD ( = aJ paralelne strane. Neka su I i J tacke na stranama AD i BC respek-
tiyno, takve da je IJ paralelno sa AB i da polovi stranu AD (pa prema tome
i BC); tada je IJ = Az. Ako su G i H tacke na stranama AD i BC respektiv-
no takye da su trap~zi ABHG i GHCD slicni, tada je GH = Gz. Najzad, ako
praYa, koja je paralelna sa AB i prolazi kroz tacku preseka dijagonala AC i
BD, sece strane AD i BC u tackama E i F respektiyno, tada je EF = Hz.

BA
Sl. 1

(11 )

Slika sugerira da je

min {ap az} ~ Hz (ap az) ~ Gz (ap az) ~ Az (aI, az) ~ max {ap az}

sa jednakoscu ako i sarno ako je a1= az. Ovo je vazan rezultat i na njega cemo
se vratiti u odeljku 2.

1.3.2. Aritmeticka i harmonijska sredina imaju interesantne interpretacije po-
mocu gresaka (P6lya [I]).

Neka su data dya pozitivna broja a, b (a ~ b) i neka je x neki broj
ta ~ x ~ b). Ako umesto x uzmemo pribliznu vrednost y, tada je greska Iy - x I,
dok je relativna greska Iy-x I. Kako treba izabrati y da bi minimizirali mak-

x
simalnu mogucnu vrednost greske ili relativne greske? Klasicna CebiseYljeva
teorema daje metod za resavanje takvih problema: izabrati y tako da greske
(rclativne greske) u dya ekstremna slucaja budu jednake po apsoIutnim vred-
nostima ali suprotnog znaka.

Prvi problem je da se izracuna E= min (max !y - x I) i ovo nastupa za yy x

koje zadoyoljava uslov y - a = - (y - b), odakle je y =
~b_, pa je E=

b-a
.

2 2

U drugom problemu treba izracunati p = min (max
y-x I). Odavde je

y x x
y-a b-y v . 2ab. b-a

- = , sto daJe y = -- I P = - .
a b a+b a+b

Prema tome, aproksimacije koje dovode do minimuma maksimalne mo-
gucne vrednosti greske (relativne greske) su aritmeticka (harmonijska) sredina
grallIca.

1.3.3. Dobro je poznata upotreba srednjih vrednosti u statistici (videti, na pn-
mer, Moroney [1], posebno glavu 4).
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Ako, kao sto je uobicajeno u statistici, oznaCimo sa ii aritmeticku sredinu
sa jednakim te.zinama od a, tada je varijansa od a definisana sa An «(a -

ii)2).
Standardna devijacija (kvadracni koren iz varijanse) bolje se uklapa u odeljak
o potencijalnim sredinama (poglavlje III). Prema oznakama iz tog poglavlja
standardna devijacija definisana je sa M~2](a - ii).

U statici i dinamici sistema tacaka rame standardne veliCine su primeri
koriscenja aritmeticke sredine. Tako, na primer, ako n-torku a cine koordinate
n tacaka na pravoj, i n-torku p c:ne mase ovih tacaka, tada An (a; p) predsta-
vlja koordinatu tezista ovog sistema tacaka. An (a2; p) predstavlja kvadrat polu-
precnika rotacije ovog sistema tacaka oko koordinatnog pocetka. Primetimo
da poluprecnik rotacije moze bolje da se predstavi pomocu M~2](a; p) (vi-
deti Ramsey [2J, posebno odeljak X, i [1J, odeljak XIII).

U oba slucaja nije dato ogranicenje da je n-torka pozitivna; u stvari, u
poslednjem slucaju moze biti govora 0 n-torki vektora.

1.3.4. Jedna veoma star a primena aritmeticke i harmonijske sredine je Heronov
metod za izracunavanje kvadratnog korena (Petrovic [1], Ory [1]). Pretposta-
vimo da je x> 0 i izaberimo dva pozitivna broja a i b takva da je a<b i
ab = x. Stavimo ao= a i bo= b i definisimo an i bn pomocu

(n ~ 1).

Odavde je an=~(n~O). Iz (11) sleduje an<all+l<bn+l<bn. Daljeje
bn

b - a =J~~-an-l)2 < bn-,-an-l
n n

2(bn-l+an-t)- 2
.

Prema tome,

b-a
b - a ~-- =>n n - 2n

lim an = lim bn = V:X.
n-?+ 00 n~+ 00

PRIMEDBE:1° Druge iteracije sredina pojav!juju se u teoremi 37. Ova materija bice detaljnije
obradena u drugoj knjizi ove monografije.

2° Heronov metod su prosiriJi na korene viseg reda Ory [1] i Nikolajev [1].

3° Prethodni rezuJtat moze se interpretirati na s!edeCi nacin: iteracija aritmeticke i geometrij-
ske sredine dva broja konvergira ka njihoyoj geometrijskoj sredini.

1.3.5. Cuvene Cesaroove sredine koje se koriste pri sumiranju redova, posebno
Fourierovih, primeri su aritmetickih sredina (Hardy [2, p. 96]).

Za dati niz a definisimo AJ (k, j = 0, 1, 2, . ..) na sledeCi naCin:
j

AJ = 2: At-1 (k ~ 1);
i~O

tada je k-ta Cesaroova sredina niza a definisana sa
k

k All

Cn (a) =
C:k)

.
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PRIMEDBA: 4°
In + k )Primetimo da je A~ ~

~ k
ako je aj ~ 1 za svako j. Jednostavna izra~una-

vanja daju

kIn (n-i + k + I )C (a)~- a.n
C:k)i~

k+1 "

te je

Analogno mogu se definisati k-ta iterirana geometrijska i harmonijska sredina (Pizzet-
ti [2]). Na primer, ako je

J
P7~np7-1 (k;:;;I),

i~O

dcfinisimo

-
((

n-i+k-l ) )gde je p ~

k-l
; O~i~n.

2. NEJEDNAKOST IZMEDU GEOMETRIJSKE I ARITMETICKE SREDINE

2.1. Tvrdenje teoreme. Ovaj odeljak posvecen je raznim dokazima nejednakosti
(11) kao i njene neposredne generalizacije na slucaj tdinskih sredina. Dokazi
koji daju bolje rezultate, iz kojih (11) sleduje kao partikularan slucaj, bice na-
vedeni kasnije.

Teorema 6. Ako su a i p dve pozitivne n-torke, tada je

(12) G(a; p)~A(a; p)

sa jednakoscu aka i sarno ako je a1 = . , ,
= an,

Nejednakost (12) zvacerno, kratkoce radi, GA nejednakost, ili sarno GA.

Posledica 7. Ako su a i p dve pozitivne n-torke, tada je

(13) min (a) ~ H (a; p) ~ G (a; p) ~ A (a; p) ~ max (a)

sa jednakoscu ako i sarno ako je a1= . . . = an,

Dokaz. Koristeci (8), nejednakost Hn (a; p) ~ Gn(a; p) se neposredno dobija iz
(12) (videti takode Transon [1]). Ostale nejednakosti u (13) i slucaj jednakosti
sleduju iz teorema 2, 5 i 6.

2.2. Preliminarni rezultati. Pre nego sto predemo na dokaz teoreme 6, zadria-
cemo se na nekim rezultatima koji ce pojednostaviti kasnija razmatranja.

2.2.1. Posmatracemo najpre teoremu 6 za n = 2 i jednake tezine.
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Lema 8. Ako je a, b> 0, tada je Gz (a, b);£ Az (a, b), tj. vaii

j/ab;£~+b
2

(14)

sa jednakoscu ako i sarno ako je a = b.

Dokaz 1. (14) sleduje direktno iz identiteta 4 ab = (a + bF - (a - b)z.

Dokaz 2. Nejednakost takode izlazi iz sledeceg identiteta:

a ; b
=

Qla
-; Vb)-~

+ Vab.

Dokaz 3. Posto su izrazi koji se pojavljuju u (14) homogeni, ne gubi se od
opstosti ako s~ pretpostavi da je ab = 1. Tada je lema 8 ekvivalentna sa sle-
decim tvrdenjem: Ako je a, b> 0 i ab = I, tad a je a + b ~ 2 sa jednakoscu ako
i sarno ako je a=b. Ako je a=ftb, pretpostavimo da je a> I>b, sto povlaCi
(a-I)(b-I)<O, tj.

(15) a+b>l+ab.

Dokaz 4. KoristeCi isto rezonovanje kao u dokazu 3, imamo da je lema 8
ekvivalentna sa tvrdenjem: ako je a> 0, tada je

(16) 1
a + - ~ 2,

a

sa jednakoscu ako i sarno ako je a = 1. Medutim, (16) je ekvivalentno sa
(a - IF ~ 0, odakle direktno sleduje rezultat.

Dokaz 5. Nad duzi AB ( = a + b) kao nad precnikom konstruisimo polukrug
(slika 2). Neka je D tacka na duzi AB takva da je AD=a, DB=b i neka je
C tacka na polukrugu takva da je CD ..lAB. Kako su trouglovi ADC i CDB

slicni, imamo CD = Vab. Ako je 0 eentar polukruga, tada je CO =
a + b.

Bu-
2

duci da je u trouglu ODC strana CD kateta i OC hipotenuza, imamo CD;£ CO,
sa jednakoscu ako i sarno ako je D = 0, tj. vazi tvrdenje Ierne 8.

o ovoj geometrijskoj interpretaciji nejednakosti (14) kao i nejednakosti
izmedu harmonijske i geometrijske sredine videti Ereolano [I]. U tom clanku
data je jos jedna analogna geometrijska interpretacija ovih nejednakosti.

~
D 0 8

SI. 2

A

Dokaz
ne a I

6. Neka je ABCD kvadrat strane a i ABFE pravougaonik cije su stra-
b (slika 3). Tada je:

~A~=~A~+~A~;£~A~+~A~
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b2 a2
tj. ab ~ - + -, 8tO je ekvivalentno sa (14). lednakost nastupa ako i sarno

2 2
ako ABC i ABFG irnaju jednake povrsine, tj. ako i sarno ako je a= b.

y
o

F

x

E

A B

SI. 3 SI. 4

Dokaz 7. Neka su OGA, PGQ, PAQ redorn krive x=y, xy=ab, x+y=a+b,
pri cernu rnozerno pretpostaviti da je a<b (slika 4). Presek krive OGA sa
PAQ je aritrneticka sredina brojeva a i b, dok je presek krivih OGA i PGQ
njihova geornetrijska sredina. Kako je kriva xy = ab konveksna, deo prave
x + y = a + b koji spaja tacke (b, a) i (a, b) leZi iznad odgovarajuceg dela krive
xy = ab, pa je G < A. Bez koriscenja konveksnosti do istog zakljucka rnozerno
doCi na sledeCi nacin: koeficijent pravca tangente krive xy = ab u tacki P (a, b)
Je -~, dok je koeficijent pravca prave x + y = a + b jednak - I. Kako je

a

- ~ > - 1 i buduCi da se posrnatrana kriva i prava seku sarno u tackamaa
P i Q, kriva PGQ lezi izrnedu ovih dveju tacaka preseka levo od krive PAQ,
pa je G<A.

Dokaz 8. Funkcija f, definisana pornocu f(x) = eX, je striktno konveksna, pa je

X+Y
f (x+Y )= e2 ~

f(x)+f(y)
-

eX+eY

222

sa jednakoscu ako i sarno ako je x = y. StavljajuCi a = eX i b = eY, dobijarno lernu 8.

PRIMEDBE: 10 Dokazi 3 i 4 mogu se koristiti i u slucaju proizvoljnog n (videti dokaze 9 i
26 koji sleduju).

20 Nejednakost (16) moze se primeniti da bi se dao jednostavan dokaz :1ejednakosti

(17) Hn (a; p) ~An (a; p)

sa jednakoscu ako i sarno ako je a, = . . . = an, Prema (13) nejednakost (17) je slabija od ne-
jednakosti GA, ali ju je WALSH[I] koristio da bi dokazao GA (videti dokaz 15 ove nejed-
nakosti). Nejednakost (17) je ekvivalentna sa

(11/)

Ovo je tacno za n = 1. Pretpostavimo da vazi za n-1. Tada je

(
n-I

)(
n-I

)2: pjaj+Pnan 2: P~+Pn =
j=1 j~1 a, an



2. Nejednakost izmedu geometrijske i aritmeticke sredine 31

(
n-I

)
n-I

)
n-I n-I

-
ai.. Pi Pn 2

- 2 Pi ai (2 ~ 'Pn an 2
.

~ + - 2 Pi ai + Pn
i~! i~1 P, i~c! a, an i~1

n-I

(
a a.)~Pn- / + Pn 2 Pi --" -1-~ -1 Pn2 (na osnovu induktivne predpostavke)

i=1
aj an

~Pn-/+2pnPn-l+P/

~Pn2.

(na osnovu (16)

Ovim je zavrsen dokaz nejednakosti (17). Slucaj jednakosti se neposredno dobija.

2.2.2. Opsti slucaj teorerne 6 kada je n = 2 ekvivalentan jc prvorn delu sledece
Ierne.

Lema 9. (a) Akoje IX+~=I (1X,~,a,b>O), tadaje

(19)

sa jednakoscu ako i sarno ako je a = b.
(b) Ako je IX<O, vaii suprotna nejednakost; slucaj jednakosti je isti.

Dokaz. (i) Najpre cerna dati nekoliko dokaza dela Ierne 9 (a).

Dokaz 1. Nejednakost (19) rnozerno da prikazerno u obliku (~-r - 1 :;:;: IX (1-- I ) ,

a to je nejednakost (I. 9).

Dokaz 2. Za IX= ~, ~= ~ (p, q prirodni brojevi) jednostavno izvodenje iz
p+q p+q

(14) dao je Aiyar [I].
Neka je a<b. Posrnatrajrno p + q - 1 brojeva Xl< . . . <Xp+q-I takvih

da je a<xl < . . . <Xp+q-I <b i

(20)

Na osnovu (14) je

(21)

Aritrneticka sredina prvih q clanova u (20) jednaka je aritrnetickoj sredini
preostalih p clanova, tj.

(22)
q P

S druge strane, geornetrijska sredina prvih
geornetrijske sredine preostalih p clanova, tj.

q clanova u (22) je rnanja od

(23)

ZarnenjujuCi Xq iz (22) u (23), dobijarno trazeni rezultat.

Dokaz 3. Metod koriscen u dokazu 7 Ierne 8 rnoze se prilagoditi za opstiji slucaj.
Posrnatrajrno krive OGA, PGQ, PAQ cije su jednaCine redorn date sa x= y,
x(ty~=a(tb~, IXx+~y=lXa+~b i pretpostavirno da je a>b. Krive PGQ i PAQ
seku se u tacki Cija prva koordinata zadovoljava jednaCinu h (x) = 0, gde je
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h(X)=o(Xl!r>_(O(a+~b)xcx!B+~acxir>b. Dalje je h(O»O, h(a)=O i h(x»O za

dovoljno veliko x. Kako je h' (x) =!!:.- x(cx!r»-l (X - (O(a+ ~b»), h ima jedinstveni
. ~

negativni minimum u x = 0(a + ~b = A, pa h ima dye nule, recimo a i a', takve
da je a' <A<a.

Dokaz 4. Ako primenimo (I. 40), dokaz 8 Ierne 8 moze se prilagoditi za op-
stiji slucaj (Mullin [I)).

PR1MEDBA:4° Ovaj metod je prosiren kasnije (videti VI. 4).

(ii) Posmatrajmo sada deo (b) Ierne (9). Ako je 0«0, stavimo a' =ar>, b' =br>,

0(' = -_!!:.-, W = 1 - 0(' =
1_; tada primenjujuCi (19) na a', b', 0(', W, dobijamo

~ ~
trazeni rezuItat.

2.2.3. Sada cemo pokazati da se opsti slucaj teoreme 6 moze izvesti iz slucaja
kada su tezine jednake.

Lema 10. Dovoljno je dokazati teoremu 6 za slucaj jednakih tezina.

Dokaz. Ako je teorema 6 dokazana za p konstantno, jednostavna aritmeticka
razmatranja dovode do dokaza za racionalno p. Tada GA za slucaj p realno
dobijamo prelazom na granicnu vrednost. Da bi dokaz bio potpun, treba doka-
zati da ako a nije konstantno, nejednakost GA je striktna.

Pretpostavimo da sve te.zine p; nisu racionalne i stavimo p; = rj + q; (r; ~ 0,
q; ~ 0, q; racionalno; I ~ i ~ n). Primetimo da je

Gn(a; p) = Gn(a; r)Rn!PnGn(a;q)Qn!Pn.

Kako smo GA izveli primenom granicnih vrednosti, imamo Gn(a; r) ~ An(a; r)
i kako a nije konstantno i kako je q racionalno, imamo Gn(a; q)<An(a; q).
Prema tome, na osnovu Cinjenice da GA vazi za n = 2, nalazimo

PRIMEDBA: 5° Izgleda da se ovaj rezuItat prvi put pojavljuje u HLP, p. 18. Drugi dokaz je
dat kasnije (videti primedbu III. 3.1.7°).

Sada cemo dati cuvenu osobinu regresivne indukcije (Cauchy [I, p. 315)).
Ona je deo Cauchyevog dokaza nejednakosti GA (videti dokaz 2 koji sleduje).
Ova osobina omogucuje da dokaz teoreme 6 svede na dokaz u slucaju n = nk
(k = 1, 2, . ..) za neki niz np n2, . .. takav da je Jim nk = + 00 .

n-7-+ 00

Lema 11. Ako je teorema 6, u slucaju jednakih tezina, tacna za neko n, tada
je ona tacna za svako k (1 ~ k ~ n).

Dokaz. Neka je k(1~k~n) prirodan broj, a=(ap ..., an), Definisimo
b= (bl' ... , bn) pomocu b;= a; (1 ~ i~k), b;= Ak(a) (k + 1 ~ i;£n). Tada je, na
osnovu induktivne pretpostavke Gn(b) ~ An(b) (sa jednakoscu ako i sarno ako
je a1 = . . . = an), tj. Gk(a)k/n Ak(n-k)!n;£ Ak, sto je ekvivalentno sa Gk(a) ~ Ak(a).

PRIMEDBA: 6° Bez teskoce se vidi da dokaz ostaje u sustini isti i bez pretpostavke da su
tezine jednake.

2.2.5. Na kraju dacemo neke oblike nejednakosti GA koji imaju interesantne
geometrijske primene.
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Lema 12. GA je ekvivalentno sa svakim od tvrdenja:
n n

(a) ako je II a; = I, tada je L a; ~ n,
;~1 ;~1

(b)
n

ako je L a;= I, tada je II a;5~
;~1 ;~1 /In

n

sa jednakoscu u oba slucaja ako i samo ako je aj = . . . = an,

Dokaz. Ako vazi GA, tada vazi (a) i (b).
Obrnuto, ako (a) vazi, neka je a = (aj, . . . , an) i definisimo b sa

n n

b= (~, ... , an). Tada je II b;= I. Na osnovu (a) je L b;~n, sto je na os-
G G i~1 ;~1

novu definicije niza b ekvivalentno sa G;:: A. U slucaju (b) dokaz dobijamo ako

uvedemo pomocni niz c = (~ '
. . . , ~). Slucaj jednakosti se dobija neposredno.

Prerna tome (a) ili (b) impliciraju GA u slucaju jednakih tezina, a prerna
lemi 10 i opsti slucaj GA.

PRIMEDBE:7° Slucaj n ~ 2 Ierne 12 (a) je oblik Ierne 8 koriscen u dokazu 3 ove Ierne.

8° Oba dela ove Ierne irnaju jednostavnu geornetrijsku interpretaciju: (a) ad svih n-dirnenzio-
nalnih paralelepipeda date zaprernine, n-dirnenzionalna kocka irna najrnanji zbir ivica; (b) ad
svih n-dirnenzionalnih paralelepipeda datog zbira ivica, n-dirnenzionalna kocka irna najvecu
zaprerninu.

Druga interpretacija Ierne 12 (b) je: ad svih particija jedinicnog intervala na n sub-
intervala particija na jednake subintervale je ona koja daje rnaksirnalni proizvod subintervala.

Lema 13. Ako je n = 3, tada je GA ekvivalentno sledecem izoperimetrijskom prob-
lemu: od svih trouglova datog obima, ravnostrani trougao ima najvecu povrSinu.

Dokaz. Kako je p2 = (s - a)(s - b)(s - c) s, gde su a, b, c strane trougla,
s njegov poluobim i P povrSina, primenom GA u slucaju n = 3 imamo da je
p2

(s-a)+(S-b)+(S-C) )
3 S3 .

d k v. k
.

k
.

b d kl-;£ .
= -, sa Je na oscu a 0 1 sarno a 0 Je a = = c, 0 a e

S 3 27
sleduje resenje izoperimetrijskog problema. Obrnuto, ako su IX,~, Y proizvoljna

. .. 2 p. 2s-cx b
2s-f3 2s-y

dtnrealnabroJa,stavlmo S=IX+r-+Y, a=~, =-., c=~. Ta a,na
222

osnovu resenja izoperimetrijskog problema, ako su a, b, c stram~ trougla (sto je

( ) (
8P2 )

1/3

(8sJ )
1/3

uvek mogucno), imamo (IX~y)1/3= 8(s-a)(s-b)(s-c) 1/3= ~
;:: 27-

a+b+c . d k v. k
.

k
.

b
v

I 10 k=--, sa Je na oscu a 0 1 sarno a 0 Je a= =c, sto sa ernom om-
3

plementira dokaz.

PRIMEDBE:9° Generalniji rezuItat, kada se trougao zarneni tetivnirn n-touglorn, izgleda tezi,
posta nije neposredno jasno kako treba tetivni n-tougao pridruziti skupu od n pozitivnih bro-
jeva. Medutirn, prvi deo gornjeg dokaza pokazuje da GA irnplicira da je pravilni n-tougao
tetivni poligon koji za dati obirn irna najvecu povrsinu.

10° Kako izgleda, lema 12 je prvi put forrnulisana od strane Biochea [1]. Detaljnije olernarna
12 i 13 videti Kazarinoff [1, p. 18-58], Kline [1, p. 126], Shisha [1].

2.3. Dokaz nejednakosti GA. Sada smo u mogucnosti da darno vise dokaza
ove nejednakosti,

Nejednakost GA je verovatno najvaznija medu nejednakostima i sigurno
Je da se nalazi na celu nejednakosti. To je razlog sto u matematickoj literaturi

3 Sredine i sa njima povezane nejednakosti
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postoji veliki broj dokaza nejednakosti GA, od kojih je u knjizi RR, §§ 5-16,
navedeno dvanaest. U ovom sto sleduje navescemo trideset i sest dokaza nejed-
nakosti GA, ali ne tvrdimo da ih jos nema. Ovi dokazi bice dati onim redom
kojim su se pojavljivali u literaturi. Skoro svi dokazi bice dati za slueaj jedna-
kih te.zina, sto je na osnovu Ierne 10 dovoljno. Vise dokaza dato je in-
dukcijom - pri tome je, na osnovu Ierne 8 ili 9, dovoljno dati prelaz od n na
n + I, iIi, na osnovu Ierne II, dokazati za proizvoljan neogranieen niz vrednosti n.

Dokaz 1. Koliko smo mogli da utvrdimo, prvi dokaz dao je Maclaurin (takode
videti: Chrystal [1, p. 47], Grebe [I] i HLP, p. 19, fusnota (a». On daje iskaz
rezultata u formi Ierne 12 (b).

PretpostavimodajeO~al~... ~an,al=l=an;zamenimoal iansa~(al+an)'
2

Time se A ne menja ali, koristeci lemu 8, lako je videti da se G povecava. Ako se
tad a a menja tako da A ostaje fiksno dok je a' niz pri kome G ima svoju naj-
vecu vrednost, gornji iskaz pokazuje da a' mora biti konstantno. Prema tome,
maksimum G je dostignut ako su svi elanovi niza a jednaki i taj maksimum je A.

BuduCi da je ovaj dokaz dat dosta davno, nije ni eudo da je egzistencija
jednog a' za koje G postaje maksimalno, bila podrazumevana. Egzistencija tak-
vog a' moze se dokazati najedan od sledeca dva naeina (HLP, p. 19, fusnota (a».
(i) PozivajuCi se na rezultat da neprekidna funkcija ct>na kompaktnom skupu
K dostize svoj maksimum na K. U ovom slueaju je

(
n.

)

l/n

ct>(xl' . .. , xn) = frXi
'1=1

K={(XI' ... , Xn) IXi~O

(ii) Posto se izvrsi k koraka u Maclaurinovom dokazu, obele.zimo rezultirajuCi
niz sa ak (O<a/~ . . . ~ank). Jasno je da je alo~all~. . . ~anl~anO i prema
tome, lim a/ i lim a/ postoje; pretpostavimo da su oni jednaki ex i ~ res-

k-++oo k-++oo
pektivno. Nije tesko videti da je posle n koraka maksimalna razlika u nizu bi-

la svedena na 1/2. To ce reCi da je ann-a1n~
a2-a, i stoga lim (a/-a/)=O,

2 k-++oo
tj. ex=~. Ovaj po stupak potiee od Hardya.

Dokaz 2. Jedan elementaran dokaz dao je Cauchy [1, p. 315]. To je jedan du-
hovit induktivni po stupak koji se sastoji u dokazu da nejednakost GA vaZi za
svako n oblika 2k, Pretpostavimo da je nejednakost GA dokazana za svako
k ~ m i neka je

Tada je

na osnovu induktivne pretpostavke, sa jednakoscu ako i sarno ako je al = . . . =
= azm= bl = . . . = bzm. Kako GA va.zi za n = 2 (lema 8), imamo

sa jednakoscu ako i sarno ako vazi jednakost u prvom koraku.
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Ovaj dokaz ponovo je otkrio Chajoth [1].
Jednu, nesto izmenjenu varijantu ovog dokaza, dao je Boutroux [1].

Dokaz 3. Drugi rani dokaz pripada Liouvilleu [1]. Sve do pojave knjige [11],
p. 28, od Mitrinovica i Vasica ovaj rezultat nije pripisivan Liouvilleu. Kao re-
zultat toga, on je vise put a ponovo otkrivan (videti, na primer, Buch [1], La-
wrence [1], Yosida [1]), Ovaj dokaz nije elementaran kao 1, medutim moze da
posluzi za dobijanje preciznijih rezultata (videti Radoovu nejednakost - teore-
ma 18, nize). Pretpostavimo da je GA dokazano za sve prirodne brojeve manje
od n. Stavimoa=(ap..., an-I' x) i f(x) = Ann-Gnn. Tadaje

f' (x) = (n~1 An-j + : r-I - Gn_jn-I,

pa funkcija f ima jedinstveni minimum u tacki x'. Vrednost toga minimuma je
f(x') = (n - 1) Gn_jn-I (An-j - Gn-j)' Na osnovu induktivne pretpostavke je
f(x') ;;;;0, pa je i f(x);;;; 0, sto kompletira dokaz osim u slucaju jednakosti.
Da bi bilo f(x) = 0, mora biti f(x') = 0 i x = x'. Na osnovu induktivne pret-
postavke f(x') = 0 ako i sarno ako je aj = . . . = an-j dok je x' = aj,

Dokaz 4. Ovaj dokaz je iz 1891. i pripada Hurwitzu [I]. Interesantno je da
on daje tacnu vrednost razlike An - Gn.

Ako je f proizvoljna funkcija od Xp"', Xn' stavimo Pf(xl"'" Xn)
='i:.f(Xit' ,.., Xin)' Sa ovom oznakom je

PXjn=(n-I)!(xjn+.., +Xjn)=n!An(xjn, ..., Xjn),

PXj'
, ,xn=n! Xj" ,xn=n! Gn(Xjn".. , xnn).

Definisimo <1\ (I ~ k ~ n - I) pomocu

<Pk=p(Xjn-k_X2n-k)(Xj-X2)X3" 'Xk+j)'

Tada je

<Pk=P(Xj-X2)2 (Xjn-k-l+.,. +xnn-k-l)x3'
,

'Xk+j),

sto implicira <Pk;;;;0 (I ~ k ~ n - I) ako je Xi;;;;0 (I ~ i ~ n) i da imamo <Pj= . . .

= <Pn-j = 0 sarno ako je Xj = . . . = xn' Dalje je

<Pk=2(Pxjn-k+lx2" 'Xk-PXjn-kx2" 'Xk+j)'

odakle sumiranjem dobijamo

n-l
2n! (An(xn)-Gn(xn»)= 2(Pxjn-PXj, . ,xn) = L <Pk;;;;O;

k~l

slucaj jednakosti se neposredno utvrduje,

PRIMEDBA: IOU BB, p, 8, ukazano je da ovaj dokaz sadrzi osnovu tehnike koju je kasnije
Hurwitz koristio u cuvenom clanku [2] 0 generiranju invarijanata pomocu integracije nad
grupama. Dalje u vezi sa ovim videti: Motzkin [I] i [2].

Dokaz 5. Neka su Xj' . . , , xn nenegativni realni brojevi, Ako stavimo hi = An (x)

-Xi' imamo hj + . . . +hn=O, pa za r= I, ..., n-I vazi

(hj+... +hr)hr+j=(An(x)+hj+... +hr)Xr+1

-An (x) (An(x)+hj+ '" +hr+J.

3*
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Posle mnozenja sa An (XY-l Xr+z' . . Xn dobijamo

(hi + . . . + hr) hr+1 An (xy-l Xr+Z' . . Xn

=An(xY-l(An(x)+hl+... +hJxr+j" 'Xn

-An(xY(An(x)+hl +... +hr+Jxr+z' . 'Xn (r= I,..., n-I).
Posle sumiranja ovih jednakosti za r = 1, . . . , n - 1 nalazimo

Gn(x)n_An(x)n=hlhZx)" ,xn+(hj+hz)h) An(X)X4' . 'Xn

+ (hj +hz +h) h4 An (x)Z Xs' . . Xn

+. . . +(hj +. . . +hn-j)hnAn(x)n-Z.

Bez smanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da su svi Xi pozitivni. U
tom slucaju pokazacemo da je uz podesnu numeraciju, prvi clan na desnoj
strani ovog identiteta negativan, a da su ostali sabirci nepozitivni. Brojevi
Xj, . . . , Xn nisu svi jednaki. Prema tome, postoji bar jedan, recimo Xl' koji je
razlicit od An (x), pa je hi *0. Iz definicije brojeva hi sleduje

hr+j+'" +hn= -(hj+... +hr) (r=I, ...,n-I).

Odavde, posle mnozenja sa (hi + . . . +hr), stavljajuCi r= 1, ..., n-I,
dobijamo

h1hz+hjh)+... +hl +hn= -h/ «0),

(hj+hz)h)+(hl+hz)h4+'" +(hl+hz)hn= -(hj+hz)Z (;;:;0),

(hi +. " +hn-I)hn= -(hj + . . . +hn-j)Z (;;:;0).

U prvoj od ovih jednakosti bar jedan sabirak na levoj strani mora biti
negativan; neka je to hi hz. U drugoj jednakosti bar jedan od sabiraka na
levoj strani mora biti nepozitivan; neka je to (hj + hz) h). NastavljajuCi na isti
naCin, dolazimo do niza nejednakosti

hlhz<O,

(hi + hz) h) ;;:;0,

(hi + .., +hn-l)hn;;:;O.

Kako su Xj' . . . , Xn pozitivni brojevi,
Gn(x)n-An(x)n dobijamo nejednakost

Gn (x)n - An (x)n<o,

na osnovu dokazanog identiteta za

koja je ekvivalentna sa GA.

PRIMEDBA:2° Identitet za Gn (x)n-An (x)n bitno je razlicit od identiteta za Gn (x)-An (x)
koji je dobio Hurwitz (videti dokaz 4).

Gornji dokaz dao je Blanusa [1].

Dokaz 6. Crawford [1] je dao jednu varijantu Maclaurinovog dokaza. Ovaj
dokaz je vispren, ali je isto tako elementaran (takode videti: Briggs i Bryan
[1, p. 185], Hardy [1, p. 32], HLP, p. 21, Muirhead [2J, Roseveare [1], Sturm
[1, p. 3].
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Kao u dokazu 1, neka je O<al ~ . . . ~an,
a;=aj (2~i~n-l), a;=A=An(a), an=al +an-A.
osnovu (2),

n
G(a')n-G(a)n=

I1 aj(A-al)(an-A»O.
j~3

al =Fan i definisimo a' sa
Tada je A (a') = A i, na

Posle najvise (n - 1) ponavIjanja ovog postupka doIazimo do a" Ciji su svi
clanovi jednaki. Ovim smo dokazali GA.

Dokaz 7. Sledeci induktivni dokaz naIazi se u knjizi [1, pp. 689-690] od We-
bera (takode videti Tweedie [1] i Muirhead [2]). Neka je O<al~... ~an i
a1=Fan- Tada je an>Gn-I' Pretpostavimo da GA vazi za n-l. Tada je

nAn= (n - 1) An-l + an> (n - 1)Gn-l + an,
tj.

gde smo primenili Bernoullievu nejednakost, sto je mogucno jer je an>Gn-I'

Dokaz 8. SIedeCi induktivan dokaz blizak je prethodnom. Moze se naCi u
Chrystalovoj knjizi [1]. Videti takode Muirhead [2], Wigert [1J, Popovic [1] i
Obersshelp [1]. Neka je 0 <a1 ~ . . . ~ an i a1=Fan, Pretpostavimo da GA vazi

za prirodne brojeve manje od n. Kako je An = An-l + an-An::.!..i, na osnovu (2),
n

an - An-I> 0, primenom Bernoullieve nejednakosti imamo

Ann> An-In + An-I n-l (an - An-I) = an An-l n-l ~ an Gn-l n-l
= Gnn.

Dokaz 9. SledeCi dokaz dao je Steffensen ([2] i [3]). Na osnovu identiteta

(t
aj+(bk-ak»)(~1 bj+(Ok-bk»)

mozemo iskazati sIedecu Cinjenicu:

Lema 14. Ako je O<al~'" ~an' 0<b1~... ~bn i aj-;;'bj (1-;;'i~n), tada

izraz(~1 aj
) (~1 bj) se ne smanjuje zamenom ak i bk i poveeava se osim ako je

ak=bk ili aj=bj (i=Fk).
Pretpostavimo sada da je O<al ~ . . . ~an. Tada, na osnovu Ierne 14,

vazi (osim ako je a1 = . . . = an)

nnG(a)n=(a1+... +a1).. .(an+... +an)

«al +02+' . . + a,.)(a1 +a2+. . . +a2). . .(a1 +an+. . . + an),

Ponavljanjem ovog postupka dolazi se do nejednakosti GA.

Dokaz 10. Dokaz koji je dao Guha [1] zasnovan je na nejednakosti

(px+y+a}(x+qy+a»((p+ l)x+a)((q+ l)y+a)

(p~q>O, x~y>O)
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sa jednakoscu ako i samo ako je x= y. Ova nejednakost sleduje iz identiteta

(pX+ y+ a) (x+ qy+ a) - «p+ 1) X+ a)«q+ 1) y + a)==(px- qy)(x- y).

Ako pretpostavimo da je Xl ~ . . . ~ Xn> 0, uzastopnom primenom gornje
nejednakosti dobijamo

(nA)n = (Xl + . . . + Xn)(XI + . . . + Xn)' . . (Xl + . . . + Xn)

~(2XI+X3+'" +Xn)(2XZ+X3+'" +Xn)(XI+'" +Xn)

. . . (Xl + . . . + Xn)

~.. .

~(nxI)(2xz+X3+" . +Xn)(XZ+2X3+'" +Xn)
., '(Xz+'" +xn-I+2xn)

~.. .

~ (nxI)(nxZ)' . . (nxn) = nn Gn.

Primetimo da je ovaj dokaz veoma slican dokazu 7.

Dokaz 11. Sledeci induktivni dokaz dao je Nagell [1] (takode videti: Solberg [I]).
Pretpostavimo najpre da je O<al;;;;... ;;;;ani stavimo ~=n(A-G). Tada, ako
je ~j=a/'n-anl/n (1;;;; i;;;;n), imamo

Ako nejednakost GA za n = p (2 ~p ;;;;n-l) primenimo za clanove L! imamo
p

Dokaz 12. Pretpostavimo da je nejednakost GA tacna za k (1 ;;;;k;;;;n-l). Ako
n

je TIaj = 1 i ako svi aj nisu jednaki 1, tada je bar jedan od njih, recimo aj,j~l
veci od 1 i bar jedan od njih, recimo az, manji od 1, tako da je

n n n

L aj=al +az + L aj> 1+ al az + L aj (na osnovu (15))
j=1 i=3 i=3

~1+(n-l) (na osnovu induktivne pretpostavke).

Na osnovu leme 12 (a) ovo je ekvivalentno sa GA.

PRlMEDBA: 3° Ovaj dokaz kornbinovan sa dokazorn 3 Ierne 8 dao Je Dorrie [2, p. 36]. Ovaj
dokaz nalazi se i u knjizi Korovkina [1, p. 7]. Takode videti Ehlers [1] i Kreis [1].

pera
Rectangle
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Dokaz 13. Pretpostavirno da je GA tacno za prirodne brojeve rnanje od n.
Tada je

Gn(a; p) = Gn-l (a; ~ )
I-pn

a/n
I-Pn

(na osnovu Ierne 9)

(na osnovu induktivne
pretpostavke)

Slucaj jednakosti sleduje iz Ierne 9 i induktivne hipoteze.

PRIMEDBA:4° Ovaj dokaz je naveden u HLP, p. 38.

Dokaz 14. Pretpostavimo da svi aj nisu jednaki i stavimo A = An(a; p). Defini-
n

sirno realnu n-torkubpornocu aj=(l+bj)A (l~i~n); tadaje 2pjbj=O i svi
;=1

bi nisu jednaki nuli. Na osnovu (1.14) irnamo

PRiMEDBA:5° Ovaj dokaz moze da se nade u clanku Lidstone [1]. U slucaju jednakih tezina,
dokaz se nalazi u HLP, p. 103. Medutim, kako se moze videti iz clanka Wetzela [1], ovaj
dokaz dao je P61ya koji ga je, kako sam kare u pismu Wetzelu, izveo kada je imao 20
godina (znaci oko 1907). Medutim, ovaj njegov dokaz nije bio publikovan.

Dokaz 15. Eksponencijalna funkcija je striktno konveksna ako svi a; nisu medu-
sobno jednaki. Stoga, na osnovu J-nejednakosti imamo

G (a; p) = G (exp log a; p) = exp (A (log a; p») <A (exp log a; p) = A (a; p).

PRIMEDBE: 6° Ovaj dokaz nalazi se u HLP, p. 78.

7° Steffensen [2] je koristio funkciju -log x u istom cilju. Videti takode: Barton [1].

Dokaz 16. SledeCi interesantan dokaz pripada Bohru [1]. Razmotrimo razvoje
eXY i Xkyk/k! po y; oCigledno, nijedan clan prvog razvoja nije manji od odgo-
varajuceg clana u drugom razvoju. Tada je lako videti da isto vazi i za dye

funkcije exp(~ Xi) i (fJ; xJ
ynk/(k!)n koje su dobijene kao proizvodi funkcija

prethodnog oblika. Prema tome, poredeci koeficijente uz ynk, dobijamo

A (x)
~ ~ (nk)! )1/(kn).

G(x) n (k!)n

Ako k~ + 00, koristeCi Stirlingovu formulu m L"...,mme-my21tm, dobijarno
da desna strana ove nejednakosti tezi I.

V knjizi BB navedeno je da iz ovog dokaza, kao sto je i sam Bohr pri-
metio, ne sleduje slucaj jednakosti. Ovo, rnedutirn, nije tacno, kao 8tO je poka-
zao Dinghas [4].
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Dokaz 17. Ovaj induktivni dokaz dao je Carr [1]:

G = (G l!na (n-l)!nGn-l ) l!n<~G l!na (n-l)!n +n-IG
n+l n+ln+l n = n+l n+l nn n

<~ (G n-l ) l!n n--=!A <-~ (~ G
n~l ) n-l

= n+1 an+1 + n= n+1 +~- an+1 +-An
n n n n n n

Dokaz 18. Jednostavan induktivni dokaz dao je Walsh [1]. Ako pretpo:Jtavimo
da svi a; nisu medusobno jednaki, na osnovu identiteta

imamo

(24)

Na osnovu induktivne hipoteze je
n n

L akn-I~(n-I) ITak
k~1 k~l
k*; k"i';

pri cemu bar jedna od ovih nejednakosti mora da je striktna. Sabirajuci ove
nejednakosti, dobijamo

(25)

Iz (24) i (25) sleduje GA.

Dokaz 19. Sl:deCi dovitljivi dokaz dao je Nanjundiah [1]. Definisimo rxk 1 '(k
pomocu

(l~k~n),

gde je Po= 0 i ao= 1. Tada na osnovu Ierne 9 (a) imamo Yk~ rxk (I ~ k ~ n).

Dalje je Ak(~;p)=ak=Gk(-;;P) (l~k;;;n). Prema tome An(Y,p)-Gn((;p)

~ An (rx; p) - G,J:; p) = 0, Cime je dokaz zavrsen jer niz ydefinise niz a. Slucaj
jednakosti sleduje direktno iz Ierne 9.

Dokaz 20. Drugi jednostavan dokaz GA u obliku Ierne 12 (a) moze da se iz-
vede prirnenorn sledece nejednakosti za pozitivne n-torke (n ~ 2):

(26) ~I +
x,

+ . . . + ~n-=1+
Xn~ n

x, X3 Xn Xl

sa jednakoscu ako i sarno ako je XI = . . . = Xn' Najpre indukcijorn dokaiirno
(26). Za n = 2 nejednakost (26) postaje

(27) Xl +~>2
X2 Xl
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sto je upravo (14). Pretpostavimo da je (26) tacno za n-I i da je xn=minx.
Tada je, na osnovu induktivne pretpostavke,

Izraz na desnoj strani je nenegativan jer je

Xn-, +
Xn

-
Xn-l- 1 =

(Xn-,-Xn)(X,-Xn)
~O.

Xn Xl X, X,Xn

Slucaj jednakosti se neposredno dobija. Neka je sada a pozitivna n-torka
n

i definisimo x pomocu xk=TIai (l-;;;k-;;;n), gde je ak=-3I---(l-;;;k<n),
i~k Xk+,

n

Tada (26) daje L ai ~ n, sto je trebalo dokazati.
i~l

PRIMEDBE: 8° Ovaj dokaz je zasnovan na jednom problemu iz Korovkine knjige [1, p. 8],
gde je nejednakost (26) dokazana pomoeu GA.
go Nejednakost (26) moze da se posmatra kao generalizacija nejednakosti (27) koja je ekvi-
valentna sa (16). Druga generalizacija je

(28) XI+"'+XV x2+"'Xv+l xn+"'+Xv-l nv
+ +... +~ ~---;

Xv+I+"'+Xn Xv+l+"'+X, xv+",+xn-l n-v

(videti: Janie i Vasie [1]). Ako je v~ 1, (28) se svodi na (26).

Ako stavimo Sn ~ Xl + . . . + Xn' leva strana u (28) jednaka je sa

Sn-(Xv+l +... +xn) Sn-(Xv+2+'" +xn+x,) Sn-(XV+'" +xn-,)
-- -+~ +...+

Xv+l+"'+Xn Xv+2+"'+Xn+x, Xv+'" +xn-I

n2Sn
:2:: ~ ~ ..-n

-(Xv+l+ .., +xn)+
'" +(xv+'" +xn-,)

(prema (18)

n
-n~-.

(n-v)Sn n-v

Dokaz 21. SledeCi dokaz pojavljuje se kod Mitrinovica [I, pp. 232-233] (ta-
kode videti Diananda [1]). Neka je ai>O (l-s,i-;;;n+ 1) i pretpostavimo da GA
vazi za n. Ako je nA=an+l+(n-I)An+l i G=(an+lAn+ln-l)l/n, na osnovu
induktivne pretpostavke je

A =..!..(A +A):2:(A A)1/2:2:(G G)1/2=(G n+lA n-l)1/2nn+l 2
n ~ n - n n+l n+l

'

Cime je dokaz zavrsen.
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Dokaz 22. Dokaz primenom metoda dinamickog programiranja dao je Bel-
lman [5]; takode videti: BB, p. 6 i knjigu [11], p. 25, od Mitrinovica i Vasica.
Ovim metod om dokazuje se lema 12 (b) posmatranjem problema maksimizi-

n n

ranja proizvoda TIaj pod uslovom 2: aj = a. Neka je taj maksimum g(n; a).
j=1 j=1 \

n-I'

Ako izaberemo an, preostaje da se odrede ai, . . . , an-I uz uslov 2: aj = a - an
i=1

n

(ai ~ 0) tako da maksimiziraju TIaj' Odavde je g(n; a) = max (ang(n - 1; a - an»)'
j~1 O;;:;;an~a

g(1; a)=a. Ako je aj=ar:J.p tada imamo

) (n l)n-l
= g(n -1; 1) max (y(1- y)n-l =

-
O:S;y:S;1 nn

dobijamo g(n:a) = (:r

g(n; a) = ang(n; 1). Kako je g(n; 1)

g(n - 1; 1) i g(l; 1) = 1, na kraju

Dokaz 23. Drugi dokaz nejednakosti GA u obliku Ierne 12 (a), primenom dife-
rencijalnog racuna, je sledeci (videti: BB, p. 5):

Zelimo da minimiziramo funkciju j~laj nad skupom E = {a Iaj ~ 0 (1 ~ i ~ n),

lJ aj = I}. Primenom Lagrangeovih multiplikatora, polazeCi od funkcije f date
n n n

sa f(ap ..., an)=TI aj-"A2: at, imamo
of

=2- TIaj-"A. Da bi vazilo
j=1 j~1 oai aj i=1

of of
0 b ' t '

..
1 Od d k

.
d "

..
- = . . . = - = , mora 1 1 al = . . . = an = A=. av e ao Je Illi mlllimum
oa1 oan

n

sume 2: aj dobijamo n, 8tO je, u stvari, lema 12 (a).
j~1

Nejednakost GA takode se moze dokazati ako se Lagrangeovi multipli-

E={alaj~O (1~i~n),
n

katori primene na minimizaciju TIaj nad skupom
j=1

i~
aj= n} (videti: Rodenberg [1] i Amir-Moez [1]).

Dokaz 24. Veoma prost dokaz nejednakosti GA u obliku Ierne 12 (a) dao je
Newman [1]. StavljajuCi u Bernoullievoj nejednakosti (teorema 1. 9): x=an+l-l,
r:J.= - Iln, imamo

(29)
n

- +an+l>n+ 1
an+/ln

n+1

Ako stavimo TIai = 1
i~1

(an+l> 1, n> 1).

i pretpostavimo da svi aj nisu medusobno jednaki,

tada je bar jedan od njih veCi od 1, recimo an+!> 1. Stoga

n+l

(
n+1

)
I/n

j~ ai~n Daj +an+1 (na osnovu induktivne pretpostavke)

= nan+I-I/n + an+1>n + 1 (na osnovu (29»).



2. Nejednakost izmoou geometrijske i aritmeticke sredine 43

Dokaz 25. Sledeci induktivni

( X )
n

( X )n-I
kosti 1 +-; > 1 +

n-l
nakost), imamo

dokaz dao je Thacker [I]. Na osnovu nejedna-

(koja je, u stvari, generalisana Bernoullieva nejed-

(a +... +a )n-I
::2:a ~ !! ::2:a (a...a ) =Gn- 1 - 1 2 n n'n-1

Dokaz 26. SledeCi interesantan dokaz dao je Mohr [2]. Uvedimo najpre oznake

i pretpostavimo da su aI, .. . , ak-l definisani sa ak = (ak-l)l. Tada su clanovi ak
u stvari aritmeticke sredine clanova ak-l uzetih (n - 1) puta. Bez te8k06e se pro-
veravaju sledeci identiteti

(za svako k),

(k ~ 1) (prema (2»).

Odavde, na osnovu teoreme 5, nalazimo

(30)

Pretpostavljaju6i da je GA tacno za n - 1, tada za k ~ 1 vazi

n 1
k

G ( k-l ~-I ~-I k-I ) - G ( k-I )n-I ( ~-I ) - n-Iaj ~ n-I al ,..., a,-I, a,+I,'" , an - n a a,

i odatle

(31)

Kako je al =Fan, induktivna pretpostavka daje

(32) Gn(al) ~ Gn(aO).

Na osnovu (30) i (31) dobijamo

(33) (k ~ m).

KoristeCi (31), izaberimo k tako da je G (al) --
an-a,

~ G (aO),8tO zajed-n (n-l)k n ,

no sa (31) za m = 1, upotpunjuje dokaz.

PRIMEDBA:10° U stvari, ovaj dokaz daje nejednakost An (a)~Gn (am) (m~O).
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Dokaz 27. Dzyaduk [1] je dao dva identiteta iz kojih se moze dobiti GA:

(i) nGn +an+t
- G Gn (Gn+l )--- n+I+-P - ,

n+l n+l Gn

gde je P polinom definisan u 1.5.1. Odavde na osnovu (1.3) je

(34)

Na osnovu induktivne pretpostavke leva strana u (34) nije veca od
nAn+an+I=(n+I)An;j' Ovim je dokazana nejednakost GA. Slucaj jednakosti,
na osnovu induktivne hipoteze, nastupa ako je al = . . . = an, a na osnovu (1.3)
ako je Gn=Gn+p tj. ako je al = . . . =an+I'

(ii)

odakle neposredno sleduje GA. Slucaj jednakosti se dobija primenom (1.3).

Dokaz 28. Jednostavna primena polinoma p da bi se dokazala nejednakost
GA je:

A Gn-l
((

Gn \n
( I) An-t ) Gn-t

((
Gn )

n
1 \

n= - + n- ~- ~--~ - +n- )n Gn-) Gn-t n Gn-t

(na osnovu induktivne pretpostavke), odakle prema (I. 3) imamo

A ? Gn-, n~=G .n - n Gn-t
n

Slucaj jednakosti se neposredno dobija.

PRIMEDBA: 11 0 Ovo je osnova za poboljsanje GA; videti teoremu 18, koja kasnije sleduje,
dokaz 1 od Jacobsthala [1]. Isti dokaz moze se naci kod Clime~cua [1]. U tom radu je ta-
kode dato jedno prosirenje ovog metoda na sire kIase nejednakosti.

Dokaz 29. Veoma jednostavan dokaz ]eme 12 (a) moze se dobiti na s'edeci
naCin (videti: Mitrinovic i Vasic [11, p. 27]): Neka su al (1 '2,i&,n) isti kao u

n n

lemi 12 (a). Prema (1.12) je L]ogai-La/+n;;:;;O,tj.
/~1 1~1

n n

L a/~n+ logITa/= n.
/=1 /=1

PRIMEDBA:12°: Ovaj dokaz se maze jedn03tavno modifikovati da bi se dobio direktan dokaz
u slu~aju opstih tezina.

n

Dokaz 30. Pretpostavimo da je G (a; q) = e i L q/ = 1. Na osnovu (I. 11) je
/~1

a/>e log a" i prema tome,
n n n

L a/ qi ~ e log IT ai
q/

= e = ITai qi.

i~1 i~1 i~1

Slucaj jednakosti se dobija bez teskoce.

Dokaz 31. Dokaz teoreme 6 u slucaju jednakih tezina, koji je dao Kong-Ming
Chong [1], sJeduje neposredno iz tcoreme 1.15 i sledece Ierne.

Lema 15. Ako je a = (ai' . . . , an) pozitivna n-torka i A = (AI (a), . . . , An (a»),
tada je A<a.
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Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je aj ~ az ~ . . . ~ an, Tada, za 1 ~ k ~ n, vazi
k

k A ~ L ai, sa jednakoscu ako i samo ako je k = n. Odavde izlazi
i~1

tj.
n k

k L ai~(n-k) Lap
i=k+1 i~1

sto neposredno sleduje iz pretpostavke da je aj ~ . . . ~ an,

Dokaz 32. Nejednakost GA je posledica sledece nejednakosti izmedu aritmeticke,
geometrijske i harmonijske sredine

koju je matematickom indukcijom dokazao Sierpinski [1]. 0 generalizaciji ove
nejednakosti videti: Mitrinovic - Vasic [14].

Dokaz 33. Nejednakost GA sleduje iz sledece nejednakosti

C~
(n-i) dJ~nn rt~ ~ (d;~0, i=I,..., n-l)

u kojoj jednakost vazi ako i samo ako je dj = . . . = dn-I = O.
Dokaz prethodne jednakosti moze se dati matematickom indukcijom. Ne-

jednakost je tacna za n = 1. Ako pretpostavimo da je nejednakost tacna za
neko n, imamo

nn+ I (n + l)n+ 1 ftt dj ~
C~:

(n + l)(n - i) dir i~
(n + I) ndi.

Ako u nejednakosti (a - c) (b + c) ~ ab stavimo

(
n~1

)
n

b=
i~O

(n+ 1) (n- i) di ,

n
C = L idi

i~O
(j = 0, I,..., n -

I),

zakljucujemo da navedena nejednakost vazi i za n + I.

Za do=xl' d;=Xi+j-Xi (i=I, ..., n~I), uz pretpostavku Xi+j~Xi
(i= 1, ... , n-I), dobijamo nejednakost GA.

PRIMEDBA: 13° Ovaj dokaz dao je Devide [1].

Dokaz 34. Sledeci, nepublikovani dokaz, pripada A. Clime~cuu. Pretpostavimo
da GA vazi za n. Tada vazi i

kao i n analognih nejednakosti. Sabiranjem ovih nejednakosti nalazimo

X+...+X "2VXx z ."x+",+vx",xj n+j - I n Z n+j'
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Ako je XI' . . Xn+1= 1, iz prethodne nejednakosti dobijamo

XI+'" +Xn+1~Xl-l/n +... +Xn+I-I/n.

Ponavljanjem ovog postupka imamo

XI +. . . +xn+I~XI-I/n +. . . +xn+I-I/n

~XI-I/n2+ . . . +xn+1-I/n2

~XI-I/n3+ . . . +xn+I-I/n3

~.. .

Kako je 1im (XII/nr+ . . . +xn+ll/nr)=n+ 1, dokaz je zavrsen.
r--)o+oo

Dokaz 35. Sledeei dokaz dao je Juiakov [1]. Pretpostavimo da je GA tacno
za n-1. Stavimo An(a)=a, xj=aj-a (i= 1, ... , n). Tada je XI+ . . . +Xn= 0
i medu brojevima xi' . .. , xn postoji bar jedan pozitivan i bar jedan negati-
van. Neka su to, na primer, XI (>0) i Xz «0). Tada je

al az = (a+ XI) (a+xz) = aZ+ a (XI +xz) +XI xz<a (a+ XI+ Xz).

Na osnovu induktivne pretpostavke je

« ) ) 1/(n-l) (a+x,+x2)+a3+...+an
a + XJ + Xz a3. . . all ~

n-l

=
(a+x, +x2)+(a+x3)+... +(a+xn)

n-l
a,

tj.
(a+xl +xz)a3.. 'an~an-l.

KombinujuCi dokazane nejednakosti, imamo

alaZa3" 'an~a(a+xl+xZ)a3" .an~aan-l=an.

Dokaz 36. SledeCi induktivni dokaz, do sada nepub1ikovan, dao je Z. Mija1ko-
vie. Ako stavimo aj = XjGn(a) imamo Gn(x) = 1. Iz pretpostavke da GA vazi
za n -- 1 imamo

n-l

2: Xj Gn (a) ~ (n - 1) Gn-l (x) Gn (a).
j=1

Kako je GA tacno za n = 2 imamo

(n - 1) Gn-I (x) Gn(a) + (n - 1) xnl/(n-l) Gn(a) 'i?,2 (n - 1) Gn(a),

dok na osnovu induktivne pretpostavke vazi

xn Gn(a) + (n - 2) Gn (a) ~ (n - 1) xnl/(n-l) Gn (a).

Sabiranjem pos1ednjih triju nejednakosti, pos1e sredivanja, dobijamo
Gn(a) ~ An (a).

Pretpostavimo da jednakost Gn(a) = An (a) vazi a da pri tome nije al = . . .
=... =an. Neka je, na primer, al>az. Tada je al-az=2m>0. Neka je
xI=al-m, xz=az+m. Kako je
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zakIjucujemo da je

(Xl Xz a3. . . an)l/n> (al az. . . an)l/n.

Iz ove nejednakosti, na osnovu jednakosti
+ . . . +an=al +az+ . . . +an, dobijamo

8to je protivurecno nejednakosti GA.

2.4. Neke primene nejednakosti GA. (i) Pri dokazivanju da je Iim (I + ~ )
n

= e,n~+oo n

osnovni korak je da se dokaze da (I + : r raste sa n. Primenom nejednakosti

GA imamo

(( 1+ ~ )
n

)n~l
<

1+ (1 + ~) + . .. + (1 +~)
- 1 + ~ ,

n n+l n+l
tj.

(I + ~)
n

« I + ~ )n+l.

n n+l,

Na slican nacin, moze se diskutovati monotonost mzova ( 1)
n .

1--;; 1

(I+ :
r+l (videti: Forder [I]).

(ii) Bernoullieva nejednakost moze se dokazati na sledeci nacin (videti: Jeek-
Iin [6], [7], [8]).
(a) Pretpostavimo da je IX> I. Tada je suprotna nejednakost od (1.6) ekviva-

Ientna sa
~

(1 + X)IX+ (1 - :);;;; I + X, 8to je neposredna poslediea nejednakosti GA.
I

(b) Ako je 0<1X<1, prema (a) je (1+lXx)IX>I+xstojeekvivaIentnosa(1.6).

(e) Neka je IX< O.Ako je 1+ IXX ~ 0, rezuItat je trivijalan. Pretpostavimo, stoga,

da je 1 + IXX> 0 i izaberimo ~> I, tako da je 0< _!!:.-< I. Tada na osnovu (b)
(3

IX

-- /X

imamo (} +x) {3
~ 1- -x tj.,

(3
,

IX

(1 + x) 13;;;;
/X

l--x
(3

/X
l+-x

(3
:21+!!:.-x

/X2 - (3'
l--x2

(32

tj. posle stepenovanja sa ~, i primene (a)

(l+X)IX;;;;(I+; xt;;;;I+IXX.

Slucaj jednakosti dobija se direktno.

PRIMEDBA:10 Kako je Bernoullieva nejednakost iskoriscena da bi se dokazaIa lema 9 iz koje
GA sIeduje indukcijom (videti dokaz 24), zakIjucujemo da su Bernoullieva nejednakost i ne-
jednakost GA ekvivalentne.
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Infantozzi [1] je dokazao opstiji rezultat, naime on je dokazao da su sledece nejedna-
kosti ekvivalentne: GA, I(u, f) I~ Iiu II IIf II «u, f) unutrasnji proizvod vektora u i f, II u II Eu-
klidova norma), Bernoullieva nejednakost i njoj suprotna nejednakost (u smislu slucajeva (a),
(b) i (c) koji su gore razmatrani), nejednakost trougla Ila+bll~l!all+llbll, a"'b/3~ow+~b
(oc, ~~O, oc+~~I), a"'b~~oca+~b (oc ili ~ nepozitivni, oc+~=I), La"'b~;;:;(La)"'(Lb)~

(1 1
(O~oc~I, oc+~~I), La"'b~~(La)"'(Lb)~ (oc~I, oc+~~I), Lab~(La",)lf"'(Lb~)lf~ ~+[3~

~I; oc, ~>O,), Lab~(La"')lf'" (Lb~)lf/3
(~ +

~
~I, oc Hi ~ ili oba negativni), (L(X+y)p)lfp

~(L xP)lfp + (LyP)lJp (p> 1), (L (x + y)p)lfP~(L xP)lfP + (L yP)'fp (p~ 1) (sve po men ute nejedna-
kosti odnose se na pozitivne nizove).

(iii) Primenom nejednakosti (14) mogucno je dobiti resenja vise elementarnih
problema 0 maksimumu ili minimumu (videti: Fletcher (1] i Frame [1]).

2.5. Nejednakost GA sa raznim teZinama. Sledeca teorema daje nejednakost iz-
medu aritmeticke i geometrijske sredine sa raznim tezinama.

Teorema 16. Ako su a, p, q tri pozitivne n-torke, tada je

Gn(a; p) ~ (Gn (p; p)

)( Qn )An (a; q),
Pn Gn (q; p)

sa jednakoscu ako i sarno ako je
_a,q,

= . . . =
an qn .

Pn

Dokaz. Kako je

G (~~.P)
E:

(a; p)
=

p
,

A (a; q) (
aq

)A -; p
p

dokaz neposredno sleduje iz teoreme 6 (Mitrinovic - Vasic [2] i Bullen [2]).

G (p; p)

Pn

Qn

G (q ; p)
,

Teorema 17. Ako je a pozitivna n-torka, tada je

1 +Gn(4l)~Gn(1 +a)~ 1 +An(a),

1 + ~ ~ Gn(1 + ~ )~ I + -~ ,
Gn (a) a Hn (a)

sa jednakoscu ako i sarno ako je al = . . . = an,

Dokaz. Nejednakosti (36) dobijaju se ako se (35) primene na niz -. Desna
a

strana nejednakosti (35) dobija se pomocu GA jer je G (1 + a) ~ A (1 + a) = 1 + A (a).
Leva strana se dobija na sledeci naCin

(35)

(36)

(na osnovu GA)

m

= 1+ m~1(:)(j]ajt=C1 +G(a)t.

PRIMEDBE: 1° Drugi dokaz ovih nejednakosti bice dat kasnije (primedba III. 3.2. 4°).

2° Lupa~ i Mitrovic [1] doW su do ovog rezultata.
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3. RAFINIRANJE GEOMETRIJSKO-ARITMETICKE NEJEDNAKOSTI

3.1. Radoova nejednakost. Postoji vise rafiniranja nejednakosti GA, tj. nejedna-
kosti (12). Najpre Cerna posmatrati ono rafiniranje do koga dolazimo ako (12)
predstavimo u obliku

(37)

i potrazimo preciznije donje ogranicenje za izraz na levoj strani. Posmatranje
ovog rafiniranja, kao i kasnijih, u nekim slucajevima dovodi do novih dokaza
osnovne nejednakosti GA.

Teorema 18. Ako su a i p pozitivne n-torke i n ~ 2, tada je

(38)

sa jednakoscu ako i sarno aka je an = Gn-l .
Dacerno vise dokaza ovog rezultata.

Dokaz 1. Ovde cemo posmatrati sarno slucaj jednakih tezina i iskoristicemo do-
kaz Jacobsthala [1] (videti 29. dokaz nejednakosti GA):

nAn=Gn-l ((n-I) An-l +-~
) ~Gn-l ((n-I)~~+n~-(n- I»),

Gn-l Gn-, Gn-l Gn-l

na osnovu (1.3). Medutim ovo je upravo (38) u slucaju jednakih tezina. Dalje,
n<i. osnovu (1.3) zakljucujemo da jednakost vazi ako i sarno ako je Gn= Gn-p
tj. an = Gn-l'

Dokaz 2. Jednostavna izracunavanja pokazuju da je (38) ekvivalentno sa

(39)

sto je neposredna posledica nejednakosti GA.

Dokaz 3. Ovo je modifikacija Liouvilleovog dokaza (dokaz 3) nejednakosti
GA. Neka je x=an i stavimo f(x) = Pn (An-Gn); diferenciranjem nalazimo da
f za x~O ima jedinstven minimum za XO=Gn-l' Stoga je f(x»f(xo) (x#xo),
gde je f(xo) = Pn-l (An-l - Gn-l)' Cime je zavrsen dokaz.

Dokaz 4. StavljajuCi u posledici 1. 31: f(x) = eX, Xi= log a;. neposredno dobija-
mo nejednakost (38).

PRIMEDBE:1° Uzastopna prirnena nejednakosti (38) dovodi do (12), jer je

Pn (An-Gn)~Pn-1 (An-l-Gn -1)~ . . . ~P, (A ,-G,) ~ O.

Dalje, koristeCi slucaj jednakosti u teorerni 18, dobijarno slucaj jednakosti za GA. Ovo
je jedan drugi dokaz teorerne 6.

2° Izgleda da se (38) po prvi put srece u HLP, p. 61. Tu je (38) dato za sIucaj jednakih
tezina i ovaj rezultat je pripisan Radou. Prethodni dokaz 1 je sugeriran uputstvorn koji je
u HLP dato Citaocu.

3° Logican interes irna i cinjenica sto je i ocigledno strozi rezultat iz teorerne 18 ekviva-
lentan teorerni 6. U stvari, gornji dokaz 2 rnoze se iskoristiti da bi se dobilo sIedece prosi-
renje Ierne 10. Dovoljno je dokazati teorernu 6 za slucaj jednakih tezina i sa svirn clanovirna
medusobno jednakirn izuzev jednog (tj. a, ~ . . . ~ an-I ~ a, an ~ b, at-b). Zaista, da bisrno do-

kazali teorernu 6 za slucaj jednakih tezina (sto je dovoljno na osnovu Ierne 10), na osnovu

4 Sredine i sa njima povezane nejednakosti
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primedbe r dovoljno je dokazati teoremu 18 za ovaj slucaj, tj. dovoIjno je dokazati sIedecu
nejednakost koja se dobija iz (39):

(40)

sa jednakoscu sarno ako je an~Gn-l' Medutim, ovo je specijalan sIucaj pomenute teoreme 6.
a

4° Nejednakost (40) sleduje iz (1.4) ako se stavi x~ ~~. Prema tome, na ovaj nacin, dat
Gn-t

je jedan drugi dokaz nejednakosti GA.

Posledica 19. Aka su a i p pazitivne n-tarke in:::': 2, tada vazi

(41)

Dakaz. KoristeCi ideju primenjenu u primedbi 1°, ali zaustavljajuci se jcdan
korak ranije, imamo

(42)
I

Pn (An - Gn) :::':Pz(Az - Gz) = adJ + azpz - Pz (at' a/z)pz,

sto implicira (37) jer s~ nizovi a i p mogu preurediti tako da daju istu levu
stranu kao u (42), dok se desna strana moze varirati.

PRIMEDBE:5° Nejednakost (41) daje precizniju desnu
zina, (41) ima posebno simetricni oblik

An - Gn:::':~ max (JO;-Vak )z.
n J~j, k~n

]

stranu od (37). U slucaju jednakih te-

6° Radoova nejed.nakost, iako se pojavljuje u HLP, bila je vise puta ponovo otkrivana i re-
produkovana. Videti, na primer, Bullen [1] i [9], Bullen i Marcus [1], Dinghas [1], Kestel-
man [1], Mitrinovic [6], Popoviciu [2] i [3], Stubban [1], Tchakaloff [1].

3.2. Popoviciuova nejednakQst. Diskusija slicna onoj u 3.1 moze se izvesti ako
se nejednakost GA, umesto u obliku (37), predstavi na sledeci naCin:

.'In (a; J12 ~ 1.
Gn (a; p) -

(43)

Nejednakost (44), koju cemo sada dokazati, moze se posmatrati kao mul-
tiplikativni analogon nejednakosti (38).

Teorema 20. Aka su a i p pozitivne n-torke (n:::':2), tada je

(An (a; p) )
pn

:::':(An-, (a; p) )pn-l

Gn(a;p) Gn-t(a;p)

sa jednakoscu aka i sarno aka je an= An-.J'

(44)

Dokaz. Cetiri dokaza nejednakosti (38) mogu se lako modifikovati da bi se
dokazala nejednakost (44).
(i) U slucaju jednakih tezina jednostavna izracunavanja, na osnovu (1. 6), daju
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(ii) Nejednakost (44) je ekvivalentna sa

Pn-t A + Pn a > A Pn-,/Pn a PnlPn
Pn

n-l
Pn

n = n-l n'

8to je neposredna posledica GA.

(iii) Na slican naCin kao u dokazu 3 teoreme 18, ako stavimo x= an, g (x) = An,
Gn

rezultat sleduje iz jednostavnih osobina funkcije g.

(iv) StavljajuCi f(x) = -log x, u posledici I. 3 I neposredno dobijamo nejedna-
kost (44).

U svim dokazima slucaj jednakosti se jednostavno ispituje.

PRIMEDBE: 1° Uzastopna primena nejednakosti (44) dovodi do jednog drugog dokaza teoreme
6 (videti primedbu 2° koja prethodi).

Takode, donja granica u (44) moze se poboljsati na naein sliean onome koji je koris-
cen za dokaz nejednakosti (41):

An(a; p)

((
aiPjajpj )

Pi-r-Pj. .)
llpn

--;;; max --. aj-PI aj-Pj .
Gn(a; p) l"5.i,j;;;;n Pi+ Pj

Ova granica postaje posebno simetriena u slueaju jednakih teZina:

An (ajak )
lln

--2: max - .
Gn -1~j, k~n 2

2° Nejednakost (41) je prvi dokazao Popoviciu ([21, [3D u slucaju jednakih tezina. Ona se
implicitno pojavila u jednom ranijem clanku Simonarta [II, koji je dao dokaz 3 ali nije ista-
kao sta je u stvari dokazao. Drugi au tori su dali razliCite dokaze (Bullen [11, [2], [3], Bullen
i Marcus [1], Dinghas [1], Kestelman [II, Klamkin [I], Nanjundiah [1], Mitrinovic [6], Mi-
trinoviC i Vasic [2], [3]).

Slicnu nejednakost za harmonijsku i aritmeticku sredinu dobio je Klam-
kin (I]:

Teorema 21. Ako su a i p pozitivne n-torke in> 2, tada je

1 1

Pn (~n(a; P»)2 - Pn-l (An-t (a; p) )2 ;;;Pn
Hnta; p) Hn-l (a; p)

(45)

sa jednakoscu ako i sarno ako je an= VAn-l (a; p) Hn-I (a; p).

Dokaz.
Pn2An

= (Pn-l An-l + anPn) (!~-'- +Pn )Hn Hn-t an

8to implicira

=(Pn-l~::~: +Pnt

(45). Slucaj jednakosti sleduje iz GA.

PRIMEDBA:3° Uzastopna primena (45) dovodi do osnovne nejednakosti izmedu aritmeticke i
harmonijske sredine (17), kao i do rafiniranja slicnog sa (41).

4.
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3.3. Generalizacija Radoove i Popoviciuove nejednakosti. Razni au tori , a posebno
Mitrinovic i Vasic ([1]-[5]) i Bullen ([2]-[4]) dali su razliCita uopstenja ne-
jednakosti (38) i (4 I). Interesantno je da nije nadeno vise primena ovih rezul-
tata. Jedina poznata primena potice od Vasica i Keckica [I], medutim taj re-
zuItat se isto tako moze dobiti polazeCi od osnovnijih nejednakosti (Bullen [13]).
Kako nam se cini, ovo je uvek i slucaj.

Dva osnovna dokaza teorema 18 i 20, dokaza pomocu elementarnog di-
ferencijalnog racuna, i dokazi primenom nejednakosti GA, koriste se da bi se
dokazala ova dalja uopstenja Radoove nejednakosti. Najoeiglednije uopstenje je
da se dozvoli da sredine u (38) i (44) imaju razlicite tezine-rezuItat nije nepo-
sredan nasuprot situaciji u teoremi 16. Jedan naroCito pogodan metod da se
pronadu ova uopstenja dali su Mitrinovic i Vasic (M, p. 90). Neki od dobi-
jenih rezuItata mogu s~ objediniti u sledecu teoremu.

Teorema 22. (a) Neka su A i f.l.dva realna broja takva da je Af.l.>O. Ako su
a, p i q pozitivne n-torke (n ~ 2) i ako je Pn> f.l.Pn' tada je

(46) Qn An (a; q) -
Aqn

Pn Gn(a; p)1J.
Pn

Pn IJ.Pn-1

Pn-IJ.Pn qn . Pn-lJ.pn
-(Af.l.) -(Pn-f.l.Pn) Gn-l (a, p) .

[LPn

Ako je Pn<f.l.Pn, vazi suprotna nejednakost. U oba slucaja jednakost
ako i sarno ako je

vazi

Pn _IJ.Pn-1

an= (Af.l.)
Pn-IJ.Pn

Gn-l (a; p) Pn-lJ.pn.

(47)

Aka je Qn<f.l.qn' vazi suprotna nejednakost. U oba slucaja jednakost vazi
ako i sarno ako je an= fl.An (a; q) + A.
(c) Neka su a, p i q pozitivne n-torke (n ~ 2), ex:, ~, A realni brojevi i A> 0,
~(ex:-~Pn»O. Tada, ako je ex:-~Pn>O, vazi

(An(a;q)+A)"
~ (--'Jr1. )

[3pn

(~ )" ( Qn-=-,_ )
,,-[3pn (An-l (a; q) + AQnIQn-),,-[3Pn .

Gn(a;p)[3Pn ~Pn Qn iX-~Pn Gn-,(a;p)[3Pn-1
(48)

Ako je ex:- ~ Pn< 0, vazi suprotna nejednakost. U oba slucaja jednakost vazi

ako i sarno ako je (ex:- ~ Pn) qn an = ~ Pn (Qn-l An-l (a; q) + A Qn)'

Dokaz. (a) Dokaz I. Ako je A= f.l.= I, nejednakost (46) se svodi na
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i dokaz 3 teoreme 18 sugerira da se stavi x = an i posmatra

Mitrinovic ~ Vasicev metod [2] sastoji se u uvodenju dva nova parametra
i posmatranju sledeceg izraza

umesto f Tada je

Prema tome, g' (x) = 0 ako je x = (f..!J.)Pn/CPn-IJ.Pn)Gn-11J.Pn-l!CPn-IJ.Pn)i za prvi
sistem uslova dokaz se sprovodi kao u teoremi 18 jer funkcija g ima tad a
svoj minimum. Za drugi skup uslova ona ima maksimum, pa je dokaz sliean.

Dokaz 2. Metod upotrebljen u dokazu 2 teoreme 18 moze i ovde da bude
primenjen. Medutim, nasuprot gornjem dokazu, on ne doprinosi utvrdivanju
oblika nejednakosti koja treba biti dokazana.

Prosta izraeunavanja pokazuju da je (46) ekviva1entno sa

(49)

sto je neposredna posledica nejednakosti GA.
Moglo bi s~ primetiti da (49) pokazuje da je (46) nezavisno od q.

(b) Dokaz nejednakosti (47), za koju je (44) partikularan slueaj, dobija se
koriscenjem jednog ili drugog metoda koji je primenjen pod (a). Medutim, od
izvesnog interesa je da se zapazi da je ovaj rezultat isti kao i pod (a), posta
ako stavimo

nejednakost (47) svodi se na (46) (pri cemu su A i !J. zamenjeni sa rx i ~ res-
pektivno ).

(c) Kao u (a) stavimo x = an i posmatrajmo funkciju Xf-+f(x) =
(ArI(a;q):J-_A~.

Gn (a; q)~Pn
Tada f ima jedinstvenu ekstremnu vrednost za

x = Xo= ~Pn Qn - I An - 1
(a; q) + AQn

qn G(-~Pn

koja je minimum ako je rx-~Pn<O i maksimum ako je rx-~Pn>O.

PRIMEDBE:I" Kasnije cemo videti da su nejednakosti (38) i (44) specijalni slucajevi jednog
opstijeg rezuItata. Ovde, u stvari, vidimo da ih jednostavna generalizacija (46) ukljucuje obe,
izborom specijalnih vrednosti A i [J. (A = 1. [J.~ 1 za (38) i A~ An(a; p)/Gn (a; p), A[J.~ 1, za (44».
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2° Ako je oc= Qn, ~ ~
qn

, nejednakost (48) svodi se na
Pn

(An (a; q)+A)Qn
>

(An-I (a; q)+AQnIQn-I)Q~~~

Gn (a; p)qnPn/Pn = Gn- I (a; p)qll Pn-dPn '

koja je multiplikativni analogon (46).

30 Nejednakost (46) mogla bi se dalje prosiriti, polazeCi od

f(x)~QnAn(a; q)-AGn(a; p)!J.-vGII(a; r)e (x=all;
ern

~ Pn
\.

Rn Pnl

4° Pogodnim izborom razliCitih parametara dobijaju se rezultati koje su nekoliko autora iz-

veli nezavisno jedan od drugog. Posebno, za A=
Pn Qn , AfL= I, (46) daje nejednakost koja
Pnqn

je jednostavna generalizacija nejednakosti (38):

Qn (An (a; q)-Gn (a; p»)qn Pn/(PnQn) ~ Qn-I (An -I (a; q)- G n - I (a; p) )qn Pn-d(pn Qn-I).

3.4. Everittovi rezultati

3.4.1. Uvedimo sledece prosirenje oznaka za razne sredine. Neka su a i p dva
niza pozitivnih brojeva, I jedan neprazan konacan podskup. od N,

1

Nejednakosti (39) i (44) Radoa i Popoviciua mogu se sada predstaviti
u sledecorn obliku.

Teorema 23. Neka su a i p dva niza pozitivnih brojeva. Definisimo sledece funk-
cije konacnih podskupova I od N:

P (I) = PI (AI(a; p) - GI(a; p))

7t (I) - (AI (a; p) )PI

- GI(a; p)

(17'= 0), p ( 0 ) = 0;

(17'= 0), 7t ( 0) = O.

Funkcije p i 7t su rastuce.
Prvi Everittovi rezuItati koje cemo proucavati odnose se na razne

funkcija p i 7t (videti: Everitt [I], Bullen [2], Mitrinovic i Vasic [2]).

Teorema 24 (a) Skupovna funkcija p je superaditivna;
(b) Skupovna funkcija 7t je logaritamski superaditima, tj.

(50) p(IU J) ~ p(l) + p(J),

(51) 7t (IU J) ~ 7t (I) 7t(J).

osobine

Nejednakosti (50) i (51) sleduju iz preciznijih rezuItata koje cerna dati.
Ako je a = (ap . . ., all+m)' stavimo
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Teorema 25. Ako su a i p pozitivne (n + rn)-torke, tada je

(a) Pn +m(An +m(a; p) - Gn+m (a; p) ~ Pn (An (a; p) - Gn(a; p»

+ Pm (Am (a; p) - Gm (a; p),

sa jednakoscu ako i sarno ako je Gn= Gm;

(b) (An+_fn~"ig2_ )
pn+m

~ (An (a; p) )
pn

(~l (a; P»)Pm ,
Gn+m (a; p) Gn(a; p) Gm(a; p)

sa jednakoscu ako i sarno ako je An = Am'

Teoreme 18 i 20 su specijalni slucajevi ovih rezultata. Metod primenjen u
dokazu 2 teoreme 18 moze da se iskoristi za dokaz (a); slican metod koriscen
u dokazu teoreme 20 daje (b).

PRIMEDBA:10 Mitrinoyic i Vasic [2] i Bullen [2] prosirili su teoremu 25 na slucaj kada se u
sredinama javljaju razliCite teZine.

3.4.2. U ovom odeljku razmatracemo jedan problem koji jc takode razmatrao
Everitt ([2], [3]). Iz teoreme 23 sleduje da lim ({l,..., n}) postoji. Pitanje

n-++ 00
koje cemo razmatrati je: za koje a je ova granica konacna?

Teorema 26. Ako je a pozitivan niz, tada je lim n(An(a)-Gn(a) kona(fan ako
n-'Jo+oo

+00 +00

i sarno ako je (a) red L ak konvergentan ili (b) za neko IX>O red L (a;-IX)2
k~I ;~I

je konvergentan.

Dokaz. Posmatracemo cetiri mogucna tipa ponasanja nrza a: (i) lim
n-~ + 00

(ii) lim an = IX> 0;
n ++oo

(iii) lim supan = + 00;
n ++oo

(iv) O~ lim infan< lim supan< + 00.

n---++ 00
n-7'-+ 00

Slucaj (i). Koristeci ranije uvedene oznake, na osnovu teoreme 23, za svako
k(l ~k<n) imamo

n (A n - Gn) = P({l, . . . , n}) ~ P({1, .. . , k, n})

k

(
k

)
I/(k+ I)

=an+;~la;-(k+1) anIta; .

Prema tome, dobijamo

pa ako n---++ 00, na osnovu pretpostavke 0 nizu a imamo

+00 k

La;~ lim n(An-Gn)~La;,
;=1 n---++oo i~1

.,

pera
Rectangle

pera
Rectangle
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+00

tj. lim n(An-Gn)= 2:a;. Stoga, u ovom slucaju, posmatrana granica je ko-
n---+-t-

QO ;== J
+00

nacna ako i samo ako je red 2: a; konvergentan.
i~1

Slucaj (ii). Primetimo da pretpostavka u ovom slucaju
lim An= a. Stavimo Tij= a; - Aj" Najpre cemo dobiti neke

n~+ 00j

L Ti"
;~I 1

takode dovodi do
podatke 0 sumama

j j j

" T.2 i "T.3. Za i:S;k :S;J' ne p osredno imamo "T.. = 0 iI) ~ I} - - ~ IJ
;=1 ; ~cl ;~I

j j j k

" (a.-1X ) 2
= " T..2+ J' (A.-1X )2~

" T..2~" T..2.L I .L IJ J - .~ 1J -.L I)

,~I .=1 .~I .~I

k

= 2: ((a;-1X)2+(IX-AY).
;~I

Odavde, ako najpre j -+ + 00 i zatim k -+ + 00, dobijamo

(52)
j +00

lim 2:T/=2:(ai-IX)2,
j--++ 00 i ~ 1 1

i cc 1

(53)
1

j

lim --=- 2: T;/ = O.
j--++oo

]
i~1

Izaberimo e> 0 i neka je no takvo da je [an - IX I< e ako je n;S no' Za
j>no imamo

(54)
1 j

2: iTij i3~ 2: T;/ ([ ai - IX I+ IIX - Aj [)
i~1 ;~l

no
j j

< 2: T;/Cia;-IX])+e2: T/+IIX-Ajl2: T/.
;~I i~1 i~1

Odavde je

(55) (j-+ + 00 ).

+00

Ako pretpostavimo da je red 2: (a; - 1X)2 divergentan, tada na osnovu
;=1

(53) iz (54) dobijamo

(j-+ + 00 ),

pera
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+00

tj. ako je red L (aj - 1X)2 divergentan, tada je
j~1

(56)

Sada cemo preCi na razmatranje teoreme u ovom sJucaju:

+00

Ako je sada red L (aj
-

1X)2

j~1

cujemo da je

konvergentan, na osnovu (52) i (53) zakJju-

(-1 + 0 (I)
n

)G = A exp - L T 2 .n n
2 An j

~ I
In

tj.
n

1+0(1)" 2n(A -G) = L, T. +0(1)n n
2 An i ~ I

In
'

cim~ je dokazano da je Jim (nAn-nGn) konacno. Ako je, s druge strane, red
n---:;.+oo

+00

L (aj -1X)2 divergentan, tad a (52), (53) i (56) daju jednakost
~I

(
n

)-1+0(1) 2G =A exp LT. +0(1)n n 2 An j
~ I

In
'

cime je dokazano da je Jim n (An - Gn) beskonacno.
n~+ 00

Sluca} (iii). Ako pretpostavimo da je Jim an= + 00, na osnovu teoreme 23
n-->+ 00

imamo

sto daje Jim n (An- Gn)= + 00 .
n---'?+ 00

b-a
Sluca} (iv). Neka je a = lim inf an, b = Jim sup an i pretpostavimo da je e = -3--

n~-T- 00 n---+,oo

i O<an~K za svako n. Izaberimo {pd i {qd tako da je, za svako k, P<qk<
<Pk+ I' apk < a + e, aqk> b - e. Ovo impJicira da je, za svako k, aqk- apk> e.
Prema tome,

(57)
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Medutirn, na osnovu teorerne 24 i (57), irnarno

p({l, ..., qk})~P({Pp qp ..., Pk, qd)

~ p ({PI' qp .. . , Pk-p qk-l}) + P ({Pk, qk})

pa je lirn n (An - Gn) = + 00, cirne je zavrsen dokaz teoreme 26.
n~+ 00

PRIMEDBA:2° Prethodna teorema daje izvesne podatke 0 gornjoj granici razlike An(a)-Gn(a).
Ova materija bice detaljnije razmatrana u 4.

3.5. Neki Koberovi, Dianandaovi i Beckovi rezuItati. U ovorn podeljku pretpo-
stavicerno da su a i p pozitivne n-torke takve da:

n

(i) svi ap . . . , an nisu jednaki, (ii)

Dalje, koristicerno sledece oznake

(58)

Teorema 27. Pod pretpostavkama (58) vazi

(59) ~-;;, /),.-"-;;'P,
n-l Sn

1 /),.n 1
-<-<-- .

p-l l:n p
(60)

Dokaz. (i) Najpre cerna posrnatrati donju granicu u (59). Prerna GA irnarno

(61)
n n

/).n-~Sn=2:(Pi-p)ai+-~ 2: (aia)1/2-G(a;p)~0.
n-l i=1 n-l i,j~1

Da bisrno dobili gornju granicu u (59), podirno od Sn = nDn -+-Gn, gde je(ii)

n

(62) Gn = n ((n - I) An(a; p) + Gn(a; p)) - 2: (aia)I/2.
i,j~1

(63)

Kasnije, u (iv), dokazacerno da je Gn ~ O. Stoga je

/),.n<~

Sn= nDn '
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sto daje gornju granicu u (59) u slucaju jednakih tezina. Uopste, na osnovu
GA je

avo, zajedno sa (62), upotpunjuje dokaz u ovom slucaju.
(iii) Donja granica u (60) sleduje iz sledece nejednakosti koja je tacna na
osnovu GA:

Lln-~~n= ~- L PiPj(aiaYI2+~ i P;(Pi-p)ai-Gn(a;p)~O.
l~p I-Pl~i~j~n I-Pi~1

(64)

(iv) Gornja granica u (60) dobija se ako se dokaze da je rn ~ 0, gde je

n

rn = rn (a) = -~
. L PiPj(a/12 - a/12F - P (An(a; p) + Gn(a; p»).

2 I,J~1

Primetimo da je u slucaju jednakih tezina rn = ~ Gn, gde je Gn dato u
n2

(62). Stoga ako dokazemo da je rn ~ 0, zavrsili smo dokaz i u slucaju (ii).
Dokaz cemo dati indukcijom po n. Ocigledno je da je rl ~ O. Neka je tacno
rk~o (1-;;;.k<n). Mozemo pretpostaviti da je an=min(aj,..., an) i stavimo
p= min (PI' .. . , Pn). Tada, ako je y = Gn-I (a; p), imamo .

(65) r(y,..., y, an)=(Pn-P) (l-Pn)y+Pn(1-P--Pn)an+pyl-Pna/n

- 2Pn (1 - Pn)y1/2 an1/2~ 0,

na osnovu GA. Prema induktivnoj hipotezi je rn-l (aI' . . . , an-I) ~ 0 i

(66)

= (p-p+pJ C~lpiai- (1-Pn)Y)

- 2Pnan1/2 C~lpia/12 - (1- Pn)y1/2)

n-l

= Pn L pi(ail/2 - y1/2F ~ O.
i~l

lspitajmo kada vaze jednakosti u (59) i (60). Ako je niz a pozitivan,
jednakost u opstem slucaju ne moze da nastupi. Ako u nizu ima clanova koji
su jednaki nuli, odgovor daje sledeca lema.

Lema 28. (a) Aka je a nenegativna, nekanstantna n-tarka, tada u anam a za
kaje je danja granica u (59) i (60) dastignuta jedna ai za kaje je Pi = P je razli-
cUa ad nule i preastali aj su nule; danja granica je dastignuta i aka je n = 2 i

1
PI =P2=

2'
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(b) Gornja granica u (60) je dostignuta za ono a u kome je jedno aj' za koje
je Pi = P, nula i preostali ai su jednaki i pozitivni; gornja granica je dostignuta
.

k' 2'
1

I a 0 Je n = I p[ = Pz = 2 '
(c) Gornja granica u (59) u opstem slucaju ne moze hiti dostignuta.

Dokaz. (a) Iz (61) i (64), na osnovu slucaja jednakosti u GA, imamo da su
leve nejednakosti u (59) i (60) striktne osim kada su navedt'ni uslovi ispunjeni
(primetimo da koristimo Cinjenicu da svi ai nisu jednaki).
(b) PrimenjujuCi (65) i (66) i osobinu kada nastupa jednakost u GA, s obzirom
da svi oinisu jednaki, dobijamo da je desna nejcdnakost u (60) striktna osim
u navedenim slucajevima.

1 1(c) Neka je n=3,p[=pz=-, P3=-' Tada je
4 2

~3 1 ( 1 ) 1 .
s:- ~X 1+

V3
< 2 = P,

gornja granica je ovde dostignuta ako i samo ako je a[= 0, az= (vl3 - 1)203

(ili az = 0 i a[ = (viI - 1)203)' StavljajuCi r = 2 (1+ ~3)
, ono sto treba dokazati

je ekvivalentno sa

(67) (r-2)03+(4~a[ ~a;-r(vla[~+vla;)) via;

+ ((r - 1) (o[ + az) - r via: via;) ~ o.

Buduci da ko~ficijent uz a3 nije pozitivan, (67) vazi ako i samo ako je

tj. kako je 3rz-12r+8=0, ako i samo ako je

(68)
4 4

vi o[ vi 0z (vla~ + vi az) ~ 2v1a[ Iaz,

sto je ocig1edno tacno. Za simultanu jednakost u (67) i (68) mora vaziti
4 4

2 (r - 2) via; = - 4 vi a[ via; + r (via> vla-J i a[ = 0 ili a2= 0 ili a[ = a2; kako
svi tli nisu jednaki, ovim je zavrsen dokaz.

PRIMEDBE: 10 Ove rezultate su dobili Kober [1] i Diananda [2]; u oba CIanka vrsena su ispi-
~ ~

ti'/anja ponasanja kolicnika ---"-, ~'2 kada (at, ..., an) tezi ka (a, ..., a). Posebno, ako je
Sn

"'"'n
. ~n(a, ..., a)io(O, ..., 0), tadaje IIm--=2.

~n

2° Bullen [1] je dao multiplikativan analogon teoreme 27, gde su razlike ~n i Dn zamenjene
kolicnicima.

Beck [2] je, polazeci od Taylorovog razvoja razlike ~n' nasao sledece
procene:

1 ( . )3)' (1 1 )2 A Gn (a; p)
'" ( )2- mll1ai P,Pk ~'-J.n~ . - L.. PiPk ai-ok'

2 1<:;i<k<:;n ai ak 2(mmai)21<:;i<k<:;n

Drugi rezultati u vezi sa razlikom Dn mogu se naCi kod Motzkina [2].

pera
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3.6. Redhefferove rekurentne nejednakosti. Jedan inter~santan opsti metod za
dobijanje n~jednakosti dao je Redheffer [J]. Izlozicemo ovaj metod koji takode
dovodi do izvesnih rafiniranja nejednakosti GA.

k

Definicija 29. Neka su fb gk: TIDi-+R (l ~ k ~ n), fo = J date realne funkcJ/e.
i~l

Nejednakost

(69)
n n

2 ILJ;~ 2 gi
i~1 i~1

naziva se rekurentnom ako postoje funkcJ/e Fk: R-+R tahe da je

Fk(lL)fk-,(al' ..., ak-J)= SUp (lLfk(a1, ..., ak)-gk(0l' ..., ak)).
akEDk

n

Teorema 30. Rekurentna nejednakost (69) vazi za svako (ai' . .., an)E TI Di
i~1

akoisamoakopostojeakER(J~k<;:'n+l) tako daje ai~o (J~i~n),an+l=O
i ILk=Fk-l(ak)-ak+1 (gde je Fk-I(a) jedno od resenja jednaCine Fk(lL) = a).

Dokaz. Dokazaeemo gornju teoremu indukcijom po n. OCigledno teorema vazi
za n = 1. Pretpostavimo da je tacna za n - 1. Nejednakost ce vaziti za n ako
i sarno ako vazi za nepovoljne izbore an, pretpostavljajuCi da su ostale prome-n-
ljive konstantne. Kako je nejednakost rekurentna, koristeci induktivnu hipotezu,
dobijamo relacije teoreme za k ~ n - 2 zajedno sa

Fn (ILn) + ILn-l = Fn-I -I (an-I).

Ako definisemo an= Fn(lLn), vidimo da teorema vazi za n, cime je dokaz
zavrsen.

Kao jednu primenu ovog rczuItata dokazacemo sledece:

Posledica 31. Ako je ~j ~ I, ~k~O, ~n+1=0, Ak>O (J ~k~n), tada vazi

(70)
n n

2 k((Ak~k)I/k-~k+ll/k)Gk(a)<;:, 2 Akak.
k~1 k~1

n n. Dokaz. Posmatrajmo nejednakost 2 ILkGk(a)~ 2 Akak.
k~1 k~1

Da bismo dokazali da je ova nejednakost rekurentna,

ILGk- Aak = Gk-I (ILt - Atk),

podimo od

tk=~ (k> J) i A=Ak. Tada dobijamo
Gn-l

I I

Fk (IL)= (k - I) Ak=I
(~

)k=-t (IL~ 0), FdlL) = 0 (IL< 0).

Prema tome, FI (IL) = 0 (IL~ AI) i FI (IL) = + 00 za IL> AI. Buduci da
1

Fk(IL)~O implicira ak~o, stavimo ak=(k-I)~kk-I. Tada nalazimo

gde je

I I

ILk = k ((Ak~k)k - ~k+?)'
gde su brojevi ~k (J ~ k ~ n + I) definisani kao gore.
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Posledica 32. (a) Ako je G= An (G, (a), ..., Gn(a»), tada imamo

G + eGn(a)fG~ eAn (a),

An(a)~~ (~_+ Gn(a»)~ 1,
Gn (a) 2 Gn(a) G

sa jednakoscu ako i samo ako je al = . . . = an,

(b)

Dokaz. Prirnenirno posledicu 31 sa ~k=et(k-I) U>O,
teorerne 0 srednjoj vrednosti je k(~klfk - ~k+llfk» tet,

Ak= 1 (1 ~ k ~ n), tada (70) dovodi do

1 ~ k - n). Na osnovu
tako da ako stavirno

Gn<Ane-t + tG.

Najbolji izbor t, t = Gn
- 1, dovodi do (a).G

Bez srnanjenja opstosti rnozerno pretpostaviti da je 0 < al ~ . . . ~ an i da
svi ai nisu jednaki, tako da irnarno Gk+l ~Gb Gn~G. Kako je, dalje,
x-lex-I>

~ (x+ :), (a) sleduje iz (b).

Obe nejednakosti u posledici 32 poostravaju GA.

(71)

PRIMEDBE:10 Kako je e GnfG> 1, posledica 32 (a) implicira Carlemannovu nejednakost G~eAn
koja je dokazana u HLP, p. 249 (jedan drugi dokaz bice dat u primedbi IV. 8.1.1 0).

2° Direktan dokaz nejednakosti (70) dao je Bullen [6] primenom metoda koji je koriscen
ranije u ovom pogIavlju. Na zalost, ovaj metod daje dokaz sarno za 0~t~2, pa, prema to-
me, ne dovodi do posledice 32 (a).

3.7. Druga rafiniranja. Postoje rnnogobrojna druga rafiniranja nejednakosti GA
od kojih cerno navesti neka.

Dokaz slede6eg rafiniranja nejednakosti (43) (Siegel [1] i Hunter [I]) je
dosta kornplikovan tako da cerno navesti sarno rezultat.

Teorema 33.
if/ana,
(a) tada je

Ako je n> 2 i ako je a pozitivna n-torka koja nema dva jednaka

AnJ~ 2 G (h)
Gn(a) - n

'

gde je h niz bk = I + n-k (1 ~ k ~ n) i t jedino pozitivno refenje jednaCine
t+k-l

(72)

(73) (1 n-2 k n--k-I

) ( ) (
n

)
n-I

- TI ~ TI (a.-a.)2 = TIa. ,
n! k~O

(n-k) l-;;:i<j;Sn
I J

i~l
I

A

(
1

)
Ifn

2>
Gn 1+(n-l)t(I-t)n-l '

gde je 0 < t < 1 i t korenjednaCine

I;;:;i~:£n
(ai - a)2 = t (n - 1)

(~ai r .

(b)

PRIMEDBE: 1° Kakoje bk>1 za svako k (l~k<n-l), zakljucujemo daje Gn(b»I, pa je
(72) jedno rafiniranje nejednakosti (43).
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n

2° Eliminacijom TI ai iz (72) i (73) dobijamo nejednakost
j~l

( )(
n (t + n-I)n - 1

)
Ann (n-1) ~

.

TI (aj-a)' TI .
--- -

k:"j
,

l$i<j;$n k~l (t+k-l)

koja predstavlja rafiniranje sledeceg Schurovog [1] rezultata

( )(
n (n-nn-, )Ann(n-l)~ TI (ai-a)' TI---=k~-'

l;$i<j;$n k~l(k 1)

3° Dinghasov rezultat [3] sleduje iz teoreme 33 (b).

4. KONVERZNE NEJEDNAKOSTI

Nejednakost GA, predstavljena u jednom od oblika (37) ili (48), daje
gornju granicu za izvesne izraze. Uopste govoreCi, ne postoji netrivijalna donja
granica, medutim takva granica moze se dobiti ako se postave izvesna ograni-
cenja za niz a. Rezultujuca nejednakost naziva se komplementarna nejednakost
za GA ili njoj konverzna nejednakost. Ovaj problem bice detaljnije razmatran
za opstije sredine u odeljku 5. Ovde cemo dati neke jednostavnije rezultate
koji su dokazani na drugacije nacine nego opsti rezultati.

Teorema 34. Neka su a i p pozitivne n-torke i 0 <m"'£ aj;;' M (1"'£ i;;, n).
Tada je

(74) 0"'£AIl(a;p)-Gn(a;p);£6M+(1-6)m-M8ml-O,

gde je

(75)

(

M

]

--1

6 = log
m

M
log-

m

M
log- ,

m

sa jednakoscu u desnoj nejednakosti
q

od (I, . . . , n) takav da je L Pkj = 6 i
j~'

ako i samo ako postoji podniz (k" . . . , kq)

ak, = . . . = akq = M, ak = m, gde k nije je-

dan od kJ' . ., , kq'

Dokaz. Ovaj rezultat, iako dosta nezgodan za formulisanje, jednostavno sleduje
iz dokaza 3 teoreme 18. Posto funkcija j; koja je tamo definisana ima jedin-
stveni minimum, zakljucujemo da ako je njen domen ogranicen na zatvoreni
interval [m, M], tad a f uzima svoju maksimalnu vrednost ili u m ili u M. Ista
argumentacija moze se ponoviti i kada je x jednako nekom aj (1"'£ i;£ n), pa
stoga sleduje da An - Gn dostize svoju maksimalnu vrednost sarno ako je al = m
ili M (1;£i~n).

Pretpostavimo da je ak = ak = . . . = ak = M, a = m, gde k nije neko od
l'

q

kl' . . ., kq' Tada, za neko y (0 ~y ~ 1), vazi

An- GIl= yM + (1- y) m -MY ml-Y=g(y).

Jednostavna izracunavanja pokazuju da g ima maksimum u y = 6, gde je
6 dato sa (75). BuduCi da je slucaj kada nastupa jednakost ocigledan, ovim je
zavr.zen dokaz nejednakosti (74).

PRIMEDBA: 1° Ovaj dokaz dali su Mond i Shisha [2], [3].

U slucaju jednakih tezina jednu veoma jednostavnu
jednakost dobio je Doeev [1].

komplementarnu ne-
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Teorema 35. Neka je a pozitivna n-torka i stavimo K = ~max(a)~. Tada je
min (a)

1

I::::; An (a) ::::;(K-l)KK-t .
- Gn(a) - e logK

Docev je ovu nejednakost dokazao primenom metoda teiista, slicno ono-
me kako je dokazana opstija teorema J. 33, iz koje teorema 35 sleduje kao
partikularan slucaj.

Na kraju, navescemo sledeCi rezuItat Loewnera i Manna [1], koji su tako-
de, posmatrali sarno slucaj jednakih teiina.

Teorema 36. Neka je a pozitivna n-torka takva da vaii 0 < IX;£;3~ ;£;~< 2 (I ;£; i;£; n).
An

(76)

Tada je
[n([3-1)

]
(~)

[3-~
~-n+1

I +
[

n([3-1)

]
(~-IX)-(n- I)(~- I)

,

[3-0(

gde [x] oznacava najveCi celi deo od x.
n

Dokaz. Najprc cemo odrediti apsolutni minimum I(xp ., ., xn) = IT(a+ Xi) uz
i=1

n .
ogranicenja - a;£; - P;£;Xi;£; q (I -:;;;,i-:;;;,n), LX, = c (- np -:;;;,c-:;;;'nq). Ako je n= 2,

;=1
minimum je ili u (-p, c+p) ako je c+p~q ili u (q, c-q) ako je c-q~ -po
U oba slucaja najvise jedan od xl' Xl je razlicit od - pili q. Indukcijom ce-
mo dokazati da je ovo tacno i u opstem slucaju. Prirodno minimum se dobija
na granici i stoga je jedan od xi' recimo Xn, jednak - pili q; pretpostavimo

n-I
da je Xn= q. Medutim, tada moramo naci tacku u kojoj IT(a + Xi) ima mini.

i=1
n-I .

mum uz ogranicenja - p ;£;Xi ;£;q (I;£; i ;£;n - I), L Xi = C - P (- (n - I) p -:;;;,c - q
;~I

;£;(n - I) q). Poslednji uslov je ocigledan jer je Xi = q i
-

np;£; c -:;;;,nq. Na osno-
vu ovog neposredno se, primenom indukcije, dokazuje navedeni rezultat.

Primenimo sada ovo na slucaj kada je a = An' Xi = ai - An (tada je c = 0).
Na osnovu izlozenog An - Gnje minimizirano ako je medu Xi njih najmanje n - I jed-
nako - pAn ili qAn- StavljajuCi An = I zbog jednostavnosti,

Xl = . .. =Xr= -p, Xr+l = . . . =Xr+s=q (r+s=n- I),

dobijamo -p-:;;;'xn=rp-sq-:;;;,q, pa je stoga r+l>~, r<~.
p+q p+q

Mogucna su dva slucaja: (i)
np

nije ceo broj; tada je r =
[
~

]
ili

p+q p+q

(ii)
np

jeste ceo broj; tada je ili r = ~ ili r + I = ~. U poslednjem slu-
p+q p+q p+q

caju s = ~ i Xn= - p, pa stoga treba uzeti r = ~-. U oba slucaja dobijamo
p+q p+q

r =
[
~

]
, s= (n - I) - [

~
]
, xn = (p + q)

[
~

] - nq + q. Stavljajuci IX= 1- p,p+q p+q p+q

~= I + q, posle jednostavnih transformacija, dobijamo tvrdenje teoreme.
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5. RAZLICITI REZULTATI

U ovom odeljku date su razliCite osobine elementarnih sredina koje su
definisane u ovom II poglavlju. One nisu povezane jedna s drugom iii, uopste,
nisu vezane sa nejednakostima ranije datim.

5.1. Aumannov rezultat. Prvo cemo dokazati da se aritmeticka sredina reda n
moze induktivno izvesti iz sredine nizeg reda. Aumann ([I], [2]) je ovo siroko
koristio u svojim vaznim istrazivanjima 0 aksiomatici sredina.

Teotema 37. Neka je a pozitivna n-torka; definisimo a(1) kao n-torku svih mo-
gucnih aritmetickih sredina sa jednakim teiinama od po n - I elemenata od a i
a(r) (r> 1) kao n-torku svih mogucnih aritmetickih sredina od po n-l elemenata
od a(r-l). Tada je lim aY)=An(a) (l~i~n).

r---++oo

Dokaz. Jednostavnosti radi, mozemo pretpostaviti da je a(r) neopadajuce. Rezul-
tat se direktno dobija primenom sledecih identiteta

( ) ( ) an(r- l)-a (r- 1)
a r

- a r
=

! (r;;;; 2).n 1
n-I

PRIMEDBA: 1° Ovaj rezultat je generalisao Kritikos [2].

5.2. Ozekiev rezultat i njegove generalizacije. Ako je dat pozitivan niz a, tada
sukcesivne aritmeticke sredine elemenata niza a definisu jedan nov niz A, tj.
ako je a=(al' az, ...), tada je

A=(al'
a,;az, a'+~Z+a3, .. .)=(Ap Az, ...).

Prirodno je postaviti pitanje koje osobine niza a ostaju i za niz A. V
vise slucajeva odgovor je direktan. Tako, na primer,
1° ako je m~ai~M, tada je, na osnovu (2), m~Ai~M;
2° ako je lim an= a, tada, na osnovu pozna tog Cauchyevog rezultata, imamo

n-++ 00
lim An= a;

n-++ 00

30 Ako je a rastuCi niz, isti je slucaj i sa A.

Poslednji rezultat je generalisan u sledecoj teoremi:

Teorema 38. Neka je a pozitivan niz i A niz aritmetickih sredina (AI (a), Az (a), . . .),
tada
(a) ako je a k-konveksan (k;;;;0), A je takode k-konveksan;
(b) ako je a ogranicene k-te varijacije, isti je slucaj i sa A.

Dokaz. (a) Kako je a k-konveksan, imamo ~kan;;;;O (n= 1,2,.. .). Stoga je
n U+k-2)! v'

. (n+k)!

L ~ka:2::0 sto Je u stvan --~kA:2::0 odakle sleduje rezultat
i~1 (i-2)! 1- , , ,

(n-I)! n -
,

pod (a).
(b) Kako je a ogranicene k-te varijacije, na osnovu teoreme 1 je a = h - c,
gde su hie ograniceni i k-konveksni. Iz (a) imamo da ako su B i C nizovi
aritmetickih sredina od hie respektivno, tad a su B i C ograniceni i k-konveksni.

PRIMEDBE: 1° Ako je k ~ 1, teorema 38 (a) kazuje da je A rastuCi niz ako je to slucaj sa a,
sto se lako dokazuje direktno.

2° Slucaj k ~ 2 teoreme 38 (a) dobio je Ozeki [II. Opsti rezultat dokazali su Vas ie, Keckie,
Lackovie i Mitrovie [n Oni su takode uopstili slucaj k = 2 na tezinske sredine, nalazeei pot-
rebe i dovoljne uslove pod kojima rezultat vazi. Za dalje generalizacije videti Lackovie i Simie [n

5 Sredine i sa njjma povezane nejednakosti



Poglav]je III:

Potencijalne sredine

Postoji vise generalizacija pojma aritmeticke, geometrijske i harmonijske
sredine, koje smo posmatrali u prethodnom poglavlju. Ovde cemo posmatrati
potencijalne sredine.

1. DEFINICIJA I OSNOVNE OSOBINE

Definicija 1. Neka su a i p dve pozitivne n-torke i - 00 ;:;;;r;:;;; + 00 . Sredina reda r
niza a sa tezinama p definisana je pomocu

(1) 1
(

n

)
1/'M~] (a; p) = p .2 an' Pn

n .=1
(r=FO, + 00, - 00),

= Gn (a;p)

= max (a)

= min (a)

(r = 0),

(r= +00),

(r= -00).

Kao i u prethodnom paragrafu, ukoliko nema dvoumljenja, ukratko cemo
pisati M~]; uopste, M~] (a) oznacava sredinu reda r niza a sa jednakim tezi.
nama. Ako je I konacan podskup od N, oznaka MY] (a; p) bice koriscena na na-
cin koji je opisan u II. 3.4.1.

OCigledno je M~I]=An, M~-I]=Hn, kao i M~O]=Gn. Potencijalna sredina
reda r je prirodno prosirenje elementarnih sredina (videti primedbu II. 1.1.5°).
Da je definicija za ekstremne vrednosti od r ( = 0, :!:00) opravdana, sleduje iz
sledece teoreme:

Teorema 2.

(a) lim M~] (a; p) = Gn(a; p),,-0
(b) lim M~] (a; p) = max (a),

'=+00

(c) lim M~r](a; p) = min (a).
T~-OO

Dokaz. (a) Dokaz 1. Ako je r=FO, :!: 00, da bismo uprostili rezonovanja pret-
postavimo da je Pn = I. Tada je

(2) log M~] =~log
( i a/ P;)=~log (l +r i p;loga; + 0 (r2») .

r ;=1 r i-I

66



III Potencijalne sredine 67

Dokaz 2. Prema 1.51 (d) je a{= 1 +bp gde je bi= 0 (r) kada r--+ O. Koriste-
Ci 1 (4) takode imamo a/ir = (I + bi)pi = 1 + Pi bi + 0 (r2) kada r --+O. Prema tome,
ako pretpostavimo da je Pn = I, imamo

(

n

J

llr

(

n

J

llr

D(a+bi)Pi 1 + .2.Pibi+0 (r2)

Gn
-

.~I
-

.~I
( ) llr

M[r] - n - n = 1 + 0 (r2) ,
n

2. Pi (1 +bi) 1 +
2. pibi

i~1 i=1

odakle (a) nepos red no sleduje.
(b) Ako pretpostavimo da je an= max (a), imamo

odakle sleduje (b).
(c) se moze dokazati na sliean naein.

PRIMEDBA: 1° 0 drugim dokazima teoreme 2 videti: Baidaff i Barral [1], Paasche [1].

Neke jednostavne osobine potencijalnih sredina date su u sledecoj teoremi.

Teorema 3. Ako je ri= - 00, + 00 i si=O, - 00, + 00, sredina reda rima sledeea
svojstva:

(a) min (a);:;;; M~];:;;; max (a),

sa jednakoscu ako i samo ako je al = . . . = an,

(b) homogenost, tj. ako je A>O, tada M~](Aa;p)=AM~](a;p);

(c) neprekidnost, tj. ako je h = (hI, . . ., hn), tada je

lim M~] (a + h; p) = M~] (a; p);
h-O

(d) monotonost, tj. ako je a;:;;;h, tada je M~](a;p);:;;;M~](h;p);

(e) asocijativnost, tj. za m<n, vaZi M~] (a; p) = M~] (-:; p), gde je

--+
iX= (M, ..., M, am+1' ..., an) kao i

~
m

M = M~] (M; p) = M~J (a; p) sa M = (M, . . ., M);
~

m

v. M
[r] ( ) M

[,]
(R ) -1 .(f) za m=n+k(k>O) vaZI n a; p = n+k~; P , gue Je

(g) M~S] (a; p)S
= M~] (as; p).

S.
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Dokaz. Osobine (a)-(d) i (g) su oeigledne.
(e) Za r = 0 ovo je teoremaII 2. Pretpostavimo da je r *O. Tada je

Slieno se dokazuje tvrdenje (f).

2. ZBIR POTENCIJA

2.1. HOiderova nejednakost. Sledeca teorema je osnovna za sva nasa ispitivanja
koja zu povezana sa potencijalnim sredinama i ima mnogo brojne druge primene.
Osnovna nejednakost (4) naziva se H6Iderova nejednakost i nju Cemo oznaea-
vati sa H: njoj konverznu nejednakost obelezavacemo sa H.

Teorema 4. Neka su a, h dve pozitivne n-torke i p, q dva broja razlicita od
nule takva da je

(3) ~+~=l.
p q

Tada:

(a) ako su p, q pozitivni, irnarno

JI
akbk:;;;Ct akPrp

Ct
bkqtq,

(b) ako je p ili q negativan broj, tada vati suprotna nejednakost.

U oba slucaja (a) i (b) jednakost vati ako i sarno ako
proporcionalni.

(4)

Dokaz. (a) 1. Nejednakost (4) moze se predstaviti u obliku

i
(

ka~

]

lfP

[

~
]

Ifq
:;;; l.

k=1 2: ajP 2: bjq

j~1 j~1

Na osnovu GA leva strana ove nejednakosti nije veca od
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cime je zavrsen dokaz nejednakosti (4). Slucaj jednakosti sleduje direktno iz
slucaja jednakosti u GA.

2. Primetimo najpre da je dovoljno dokazati da vazi

aP bq
- + - ~ ab
p q

ako je a, b>O.

(5)

Ako (5) vazi, uvodeCi smene

i sumirajuci po i, dobijamo (4).
Postoji vise dokaza nejednakosti (5) koji su od interesa.

(i) (5) je neposredna posledica nejednakosti GA.

(ii) Stavimo x = allq blip i posmatrajmo funkciju t definisanu sa

1 (
ap bq

) xP x-q
t (x) =

ab -;+ ~- = -;+q.

Diferenciranjem nalazimo da t ima za x ~ 0 jedinstveni minimum u x = 1.
Odatle, kako je t (1) = 1, dobijamo (5).

(iii) Na kraju mozemo uopstiti postupak primenjen u lemi II. 8 dokaz 6. Pret-
postavimo da su AB i AD koordinatne ose (slika 5) i da je AGC grafik

y

o

x

E

A

Sl. 5.

funkcije I (x) = XIX. Tada, kao u lemi II. 8, ako je AB = a, AE = b, vazi

area ABFE= areaAGE + areaABFG ~areaAGE+areaABC,

odakle, posle jednostavnih izracunavanja, lmamo

ab ~
alX+I

+ ~ bl+l/lX.
oc+l oc+l

StavljajuCi u ovoj nejednakosti p= IX+ 1 i q= 1 +~, dobijamo (5).
oc

U svim navedenim dokazima bez teskoca utvrdujemo slucaj kada vazi
jednakost.
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(b) Pretpostavimo da je p<O i stavimo P= -p/q, Q= I/q. Tada su P>O

i Q> 0 i zadovoljavaju (3). Neka je sada -;
= a-q i ~=

aq bq. Tada, na osnovu H,

vazi

k~llXk~k~(J1IXkPrpC~I~kQrQ,

sto je, u stvari, suprotna nejednakost od (4).

Posledica 5. Neka je ri>O(i= I,..., n), Pn= ~ ~
i=1 'i

(i = I, . . . , n; j = I, . . . , m). Tada je

j~ (ft
aufPn

~tI (Jl
a/if<'ipn>

sa jednakoscu ako i sarno aka su nizovi (all", . . . , aIm"), . . . . (anl'n, . . . , anm'n)
proporcionalni.

i pretpostavimo da je aij> 0

(6)

Dokaz 1. Dokaz I nejednakosti H moze se lako prosiriti na ovaj opstiji sIucaj.

Dokaz 2. Indukcijom moze se dokazati (6), pa prema tome i nejednakost H.
Slucaj n=2 od H je

(7) al bl + a2b3~ (a/ + a2P)I/p (blq + b2q)l/q,

sto se moze dokazati jednim od metoda kojim je dokazana nejednakost H.
Mozemo postupiti na jedan od sledecih naCina:

(i) Pretpostavimo da je H dokazano za sve prirodne brojeve manje od n; tada,
na osnovu ove hipoteze, i primenjujuCi (7), imamo

(ii) Ovim je dokazano H i (6) za proizvoljno m i n = 2. Pretpostavimo sada
da je (6) tacno za svako m i n < k; tad a je

.i ( fr au):k
= .i (n au):k

akj ~.i (n au)P~-I (.i ak/k )
'k:k_,

J~1 1=1 J~I 1=1 J=1 1=1 J=1

na osnovu slucaja n = 2 nejednakosti (6). RezuItat (6) sada sleduje iz induktivne
hipoteze.

IIi: Da bismo dobili (6), moze se promeniti red induktivnog zakljucivanja
na sledeCi naCin: nejednakost (7) daje (6) u slucaju m = n = 2; fiksirajuci m = 2,
pretpostavimo da je nejednakost dokazana za sve prirodne brojeve manje od n;
tada nejednakost

(8)
n n n

TIai+ TIbi~ TI (ari +b/i)1fri,
i=1 i=1 i=1

gde je i ~ = I, moze da se dokaze kao u (ii); preostaje jos da se dovrsi in-
i=1 'i

duktivni dokaz kao i da se izvede zakljucak kada vazi jednakost.
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PRIMEDBE: 1° Nejednakost (8) je od interesa i sarna po sebi.

r Ekstremna generalnost nejednakosti H dovodi do mnogih nejednakosti koje se pojavljuju
kao partikularni slucajevi u oblicima koje je jedva mogucno prepoznati, kao sto ilustruju
sledece dye primedbe (takode videti primedbu 2.4.7°).

3° Ako je O<s<1, nejednakost H je ekvivalentna sa

(9)
n

(
n

)
$

(

n

)
1-$

.L a;' bi1-s~ .L ai .L bi .
.=1 .=1 .=1

r-I r-I
4° Ako uvedemo smene p=-, q=- (r>s>I>O), aP=px', M=pxr iz H dobijamo ne-

r-s s-I
jednakost

(
n

)
r-I

(
n

)
r-s

(
n

)
S-'

.L Pix;, ~.L Pi x/ .L PiX{ ,
.=1 .=1 .=1

koja je poznata kao Ljapunovljeva nejednakost (Liapunoff [1] i Giaccardi [1]).

5° Jedan posebno koristan nacin predstavljanja teoreme 4 je slede~i: Ako su P i
brojevi i zadovoljavaju (3), tada

(
n

)

IIP n

L aiP = sup L ajbi'
i=1 bEB i=1

q pozitivni

gde je B = {b
I i~

bjq= 1}; supremumje dostignut ako i sarno ako su aP i M proporcionalni

Ovo je osnova metoda dokaza koji se naziva kvazilinearizacija (BB, p. 23).

6° Dokaz H moze se naci na viSe mesta (videti: Holder [1], Rogers [1], i standardne knjige
HLP, BB i M).

Lema 6. Ako je O<r<s, tada je

(10) (
n

)

11$

(
n

)
llr

L a/ < L at .
j=1 j=1

n

Dokaz. Bez smanjivanja opstosti mozemo pretpostaviti da je L a/ = 1.
i=1

ai~l(1~i~n). Stoga, ako je O<r<s, imamo a/~a;' i svi at i a/
naki, sto imp]icira (10).

(
n

)
llr [ ]

PRlMEDBE:7° Kako je .L a{ =nllr M: (a), na osnovu teoreme 2 (c) imamo
.=1

Tada je

nisu jed-

(

n

)

llr
lim L a{ = max (a).

r->+oo 1=1
n

8° DaIje, koristeei oznake iz 1.5.1 (d), imamo da je L a{=n+o(1) i stoga
i=1

(

n

)
llr

lim L a{ = + 00 .
r->O+ i=1

n

9° Ako stavimo S(r)= L a{, za fiksno a, r>O, lema 6 i prethodne primedbe daju neke
i~1

jednostavne osobine funkcije S. Nejednakost H moze se primeniti za dobijanje nekih kom-
plikovanijih osobina funkcije S.
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Posledica 7. S je logaritamski konveksna funkcija.

Dokaz. Ako je O<r<s i 0<1.< I, tada je, na osnovu (9),

8to je, u stvari,

(I I) S(1.r+(I-1.)s)~S(rYS(s)l-A.

PRIMEDBE: 10° Jednostavnorn indukcijorn nejednakost (11) rnoze da se prosiri na sledeCi
nacin:

(12) S (An (r; q)) -;£.Gn (S (r); q)

Prirnenjujuci na levu stranu nejednakosti (12) nejednakost GA, neposredno se dobija
da logaritarnska konveksnost S povlaci obicnu konveksnost.
110 U vezi sa (11) Ursell [1] je ucinio sledecu interesantnu prirnedbu: Posrnatrajrno ovu
nejednakost uporedo sa nejednakoscu koja se dobija iz (11) za r ~ 0 i (1- A)S ~ p:

(13)
(

n

)

I/P

(

n

)

I/S

.2
ajP ~n(s-p)/sP.2 a;' .

,~I ,~I

(1 n i (13) su najbolje rnogucne nejednakosti u srnislu da se za dato n, r, S, A, p kon-
stante 1 i n(s-p)/sp ne rnogu poboljsati. Medutirn, (13) je najbolje rnogucno i u jednorn stro-

n n

zern srnislu: za dato n, s, p i vrednost za 2 a;' rnogucni skup vrednosti 2 ajP je dat bas
j-I j=1

sa (13). To nije slucaj sa (11), kao sto se rnoze videti iz sledeceg: Jednakost u (11) vazi ako
n n

i sarno ako je a1= . . . = an i ako izrnedu 2 a( i 2 a;' postoji posebna veza, nairne ako su
j j=1 j~l

ednaki. Stoga, ako darno odredene vrednosti za n, r, s, A i odgovarajuce vrednosti za
n n

2a( i 2a;', nejednakost (11) ne rnoze, u opstern slucaju, da opiSe tacno skup vrednosti
j~1 i=1

n n
za 2 ajAr+(I-A) s. Dalje, dajuci pored toga vrednost 2 aiP za neko p, interval u korne va-

i~1 i~1
rira poslednja surna jos se vise precizira. Odredivanje tacnih granica surne na levoj strani (11),
ako su date surne na desnoj strani, potpuno je reseno u pornenutorn Ursellovorn clanku.

(11) rnoze da se prosiri i na sledeci nacin: Ako je Qn = 1, tada je

(14)

sa jednakoscu ako i sarno ako je r1 =... =rn Hi a1 =.,. =an'
Zaista, uvodeci oznaku H = Hn (r; q), leva strana nejednakosti (14) postaje

n q.H H
Kako je 2 ~=-= 1, dobijarno (14). Slucaj kada vazi jednakost lako se izvodi.

j=1 rj H

12° PosrnatrajuCi drugi slucaj jednakosti, na osnovu (10) zakljucujerno da je (14) najbolje
rnogucno u srnislu da se Hn (r; q) ne rnoze zarneniti rnanjirn brojern.

130 Nejednakost (14) dokazali su McLaughlin i Metcalf [4]. Oni su takode prirnetili da je
nejednakost (14) najbolja rnogucna u drugorn srnislu od onog u prirnedbi 12°: desna strana
u (14) ne rnoze se zarneniti nekorn funkcijorn od S(r,),..., S(rn) koja je rnanja iIi jednaka
geornetrijskoj sredini, aIi koja sarna nije geornetrijska sredina.
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Lema 16 moze s~ iskoristiti da se dobije sledece prosirenje nejednakosti H:

Posledica 9. Aka je ~ + ~ < 1 i p, q> 0, tada jep q

(15)

. 1 A 1 All
Dokaz. Stavlmo -=--;, -=--;=1, --;+--;=1, '-<I; tada je

p p q q p q

(na osnovu H)

(na osnovu Ieme 6).

PRIMEDBA: 14° Posledica 9 i nejednakost H rnogu se dalje uopstiti na sledeCi nacin: Ako je
1 1 1

-+-~- i p, q, r>O, tada jep q r

(16)

1 1 1
sa jednakoscu ako i sarno ako je - + - ~ - i ako je aP proporcionalno sa hq.p q r

Osobine funkcije r ~ S (r) za r < 0 necerno ovde proucavati.

2.2. Cauchyeva nejednakost. Ako je p = q = 2, nejednakost H se svodi na nejed-
nakost koja je poznata kao Cauchyeva nejednakost (ili kao Cauchy-Schwarz ova
ili kao Cauchy-Schwarz-Buniakowskyeva nejednakost). Ona je od posebnog znacaja
i stoga cemo je pJsebno formulisati. Ovu nejednakost zvacemo nejednakost C
ili krace C.

Teorema 10. Aka su a i b dve pozitivne n-torke, tada je

(17)

sa jednakoscu ako i sarno ako su a i b proporcionalni.

Dokaz. 1. Nejednakost C je specijalan slucaj nejednakosti H i stoga, stavIja-
juci p = q = 2, svaki dokaz teoreme 4 dovodi do dokaza teoreme 10.

n n n n
2. Identitet L (aix+bY=x2 L a/+2x L aibi+ L b/ direktno dovodi do

i~l i~l kl i=1

nejednakosti (17) jer polinom na desnoj strani ovog identiteta nema realnih
nuIa, osim kada su a i b proporcionalni.

3. Nejednakost (17) takode direktno sIeduje iz Lagrangeovog identiteta

n n

(
n

)

2
1 n

"a.2 "b2- "a.b. =-
"

(a.b.-a.b. )2.
.~ I .~ I .~ I I

2 . ~ I J
j

1
,~I ,~I ,~I I,J~1

4. Nejednakost (17) moze se indukcijom dokazati. Slucaj n = 1 je trivijalan,
dok se slucaj n = 2 neposredno proverava. Pretpostavimo da je (17) tacno za



74 2. Zbir potencija

sve prirodne brojeve manje od n. Definisimo sit sa: st = al bl + az bz i
sZ=a/+a/. Tada, na osnovu slucaja n=2, imamo tZ-;£b/+bzz, pa je

(

n

)

2

(

n

)

2

( (

n

)

1/2

(

n

)

1/2

)
2

.L a;h; = st+.L aibi -;£ st+ .L a/ .L bl
,~I 1=3 1=3 ,~3

-;£
( sz+ .i a/)(tZ + .i bl)-;£

( .i a/)(.i b/).,=3 ,-3 /=1 /=1

Ovaj dokaz dao je Eames [1].
Od interesa je primetiti da su nejednakosti C i H ekvivalentne, tj. da

se H moze izvesti iz C i obrnuto. V stvari vazi:

Teorema 11. Teorema 10 je posledica teoreme 4 (b). Posledica 5, pa stoga i
teorema 4, je posledica teoreme 10.

Dokaz. Bez smanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je, u posledici 5, Pn= 1.
Dokaz se izvodi u sest koraka.
1) Ako je n = 2, r I = rZ = 2, posledica 5 se svodi na teoremu 10.
2) Neka je n = 2v, rl = . . . = rzv= 2. Dokaz se izvodi indukcijom po v. Za v = 1
ovo je upravo slucaj 1). Pretpostavimo da rezultat vazi za k <v. Tada je

(

m 2v-1

)

1/2

(

m 2V

)

1/2
-;£ L TI a;/ L TI a;/ (prema 1)

j=1 i=1 j=1 i~2v-I+I

gde je u poslednjem koraku iskoriscena induktivna pretpostavka.
3) Neka je n prirodan braj i r I = . . . = rn = 1In. Pretpostavimo da je
definisimo (Xu(1 -;£i ~ 2v, 1 -;£j -;£m) sa

(Xu= aiJn/2V (1 -;£i -;£n, 1 -;£j -;£m), (Xu= (D ai)

I/2V

,=1

Tada, na osnovu slucaja 2), imamo

m

(

n

)
m

(
2V

)
2V

(
m

)
1/2V

(

n m

)

I/n

L TIai) = L TI(Xi) -;£TI L (X/v = TI L ai/ .
J=I i=1 J=1 i=1 i=1 J=1 i=1 J=I

4) Neka je n ceo broj i rp..., rn racionalni brojevi. Tada je rk = Vk, gde
v

su Vivk (1 -;£k -;£n) celi brojevi. Definisimo (Xi)(1-;£ i -;£n, 1 -;£j-;£m) kao ranije.
Tada primenjujuCi na (Xi)slucaj 3), dobijamo trazeni rezuItat.
5) V opstem slucaju, kada su rl, . . . , rn realni brojevi, izaberimo racionalne

brojeve q/, ..., qnk(i qi-k=l
)

takve da je lim q/=ri(1-;£i~n). Ovim je
i- 1 k--++00

zavrsen dokaz, osim sto smo izostavili slucaj jednakosti.
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6) Iskoristicemo sada 4) i 5) da bismo kompletirali dokaz. Neka je ~ = qlc+ Pic'
'Ie

k n
gde je qk racionalno i 1:£ k:£ n. Tada, ako je Q = L qk> R = L Pk> imamo

h=1 k=1
Q+R=1.

Na osnovu 5) je

Odavde, primenjujuCi 4) na prvi Cinilac i 5) na drugi cinilac, vidimo da
poslednji izraz ne premasuje

Medutim, pri primeni 4) imali smo striktnu nejednakost osim kada su
nizovi

proporcionalni, pa stoga u opstem slucaju Imamo striktnu nejednakost osim u
pomenutom slucaju.

2.3. Nejednakost Minkowskog. Veoma vazna posledica teoreme 4 je sledeCi re-
zuItat:

Teorema 12. Ako su a i b dve pozitivne n-torke i p> 1, tada je

(18) (~I(a;+b)prp :£(~Iatrp +(~lbtrp;

ako je p< 1 (Pi=O), vazi suprotna nejednakost. U
ako i sarno ako su a i b proporcionalni.

oba slucaja jednakost nastupa

Dokaz 1. Podimo od identiteta

(i)
n n n

L (a;+bY= La; (a;+bY-1 + L b;(a;+b)P-l.
j=1 ;=1 ;=1

Primetimo da ako je q dato sa (3), q= ~, i ako je p> I, tada H im-
p-I

plicira

;~
(a;+b;)p~(~1 a/rp

(~1
(a; + byrp-IJ!p

+(~1
btrp

(Jl
(a;+b;)pr-1J!p,

odakle (18) neposredno sleduje. Na osnovu teoreme 4 slucaj kada nastupa
jednakost neposredno se dobija.

Ako je p < 1, q postaje negativno, i rezultat se dobija na isti naCin pri-
menom teoreme 4 (b).
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Dokaz 2. Sada cemo dokazati (18) primenom kvazilinearizacije (videti primedbu
2.1.5°). Posmatracemo sarno slueaj p> 1. Za slueaj p< I moze se postupiti na
sIiean naein (videti BB, p. 26). Na osnovu H imamo

Odavde sleduje

PIuMEDBE: 1° Nejednakost (18) je poznata kao nejednakost Minkowskog; nazivacemo je
skraceno nejednakost M, ili sarno M.

2° Jedna vazna primena nejednakosti M je u dokazu nejednakosti

(19)

Leva strana ove nejednakosti moze se majorirati sa

odakle, na osnovu M, sleduje (19). Nejednakost (19), koja je poznata kao nejednakost trou-

gIa, bitna je u dokazu da je
II x II = ( i Ixk IP)

l/P
norma u prostoru n-torki x = (Xl' . . . , Xn)'

k~1

Nejednakost M moze se uopstiti na analogan naein kao H u posledici
5. Dokaz je takode analogan.

Posledica 12. Akoje aij>O (1~i~n, !~j~rn) ip>!, tadaje

(20)

sa jednakoscu ako i sarno ako su nizovi
proporcionalni.

PRIMEDBA:3° Isto kao i nejednakost H, nejednakost M iIi (20) mogu se dokazati indukci.
jom. Poci cemo od najjednostavnijeg slucaja

sto je, u stvari, nejednakost (20) za m ~ n = 2. Ova nejednakost moze se dobiti iz (7) isto
kao sto se M moze izvesti iz H. Tada, kao u induktivnom dokazu nejednakosti H, mozemo
da fiksiramo n = 2 i damo induktivan dokaz (20) za svako m i, posle toga, induktivan dokaz
za svako n ili mozemo promeniti redosled (videti: HLP, p. 38).

3.4. Rafiniranje HOlderove nejednakosti i nejednakosti Minkowskog. Nejednakosti
HiM bile su predmet mnogih istrazivanja u cilju njihovih rafiniranja. Neki
od tih rezuItata bice ovde navedeni.

3.4.1. (1) Najjednostavniji dokaz nejednakosti Hili posledice 5 zasniva se na
GA, pa je prirodno da se postavi pitanje da Ii se primenom Radoove nejedna-
kosti moz~ rafinirati nejednakost H (videti: Bullen [15]).
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Teorema 13. Ako pod pretpostavkama posledice 5 stavimo

tada, za n> 2, imamo

(21)

sa jednakoscu ako i samo ako za j = 1, . . . , m vazi

Dokaz. Na osnovu nejednakosti (II. 38) Imamo

(1 n b (
n

)
I/P

) ( 1 n-I b (
n-I

)
I/P

)Pn - 2: ~- II b//ri
n

~Pn-l - 2: ---L- II b/lri n-t.

Pni~I " i~I Pn-t i~I " i=I

Stavimo u ovoj nejednakosti

(22)
1

m
r. r'b. = a. I '" a..'I I} ~ l}

j~I

(j=I,...,m),

i sumirajmo po j tako dobijene nejednakosti. Tako nalazimo

Pn(1- Hn(a)) ~ Pn-I (1- Hn-I (a)),

sto je, ocigledno, ekvivalentno sa (21). Slucaj jednakosti sleduje iz slucaja kada
nastupa jednakost u teoremi II. 8.

PRIMEDBE: 1° Ako je n=2, nejednakost (21) postaje H2(a);£;1, sto je bas H.

2° Uzastopna primena (21) daje

1 n 1
PnHn(a);£;Pn-IHn-t(a)+-;£;"';£;ptHt(a)+ 2: -=Pn'

'n i=2'n

sto je, u stvari, (6).

3° Zaustav!jajuCi se, u prethodnoj primedbi, jedan korak ranije, i preuredujuci ajk uporedo
sa slicnim preuredivanjem 'j, dobijamo

(2) SledeCi Everittovu ideju (videti II. 3.4.), pod uslovom da leN, L~0
definisimo skupovne funkcije

pera
Rectangle



78 2. Zbir potencija

Tada nejednakosti HiM pokazuju sledece: Ako je p> 0, q> 0, ~ + ~ = I, tadap q
funkcije su nenegativne, rastuce i super-
teorerna kazuje (Everitt [1], McLaughlin-

su X i fL nenegativni. U stvari ove
aditivne kao sto sledeca preciznija
Metcalf [I], [3]):

Teorema 14. (a) Ako je p, q>O, ~+~= I, ICN, JCN, InJ = 0, J:;i:0, 1:;i:0,p q

tada vazi x(I)+X(J)~x(IUJ), sajednakoscu ako i samo ako su (L a/, L b/)
iEI iEJ

i (L biq, L b/) proporcionalni.
iEI iEJ

(b) Ako je p> 1 (ili <0), tada, za I i J kao u (a), vazi fL(l) + fL(J) ~ fL(IUJ)
sa jednakoscu ako i samo ako su (L a/, L b/) i (L a/, L b/) proporcionalni.

iEI iEI iEJ jEJ

Dokaz. (a) Vazi nejednakost

ail/p bil/q + azl/Pb//q ~ (al + az)I/P(bl + bz)l/q

sa jednakoscu ako i sarno ako su (aI' az) i (bl, bz) proporcionalni.

Ako je al = L a/, az = L a/, bl = L bjq, bz = L bjq, dobijarno (a).
JEI iEJ iEI iEJ

(b) Na osnovu M je

((al + bl)l/p + (az + bz)I/P)P~ (ail/p + azl/P)p+ (b//P + b//P)P

sa jednakoscu ako i sarno ako su (ap az) i (bi' bz) proporcionalni. Rezultat (b)
dobija se smenarna al = L ajP, az = Lb/, bl = L a/, bz = L b/.

iEI iEI iEJ iEJ

PRIMEDBA:4° Koliko nam je poznato, Everitt je prvi posmatrao zavisnost klasicnih nejedna-
kosti od skupa indeksa. On je dokazao teoremu 14 (a).

5° Everitt je u [1] primetio da skupovna funkcija

(LOjP)I/p + (L bjPr/p-( L (OJ+ bi)P)I/P,
iEI iEI iEI

koja je u vezi sa M, nije monotona. McLaughlin i Metcalf [3] ispitivali su funkciju IL kao i
neke kolicnike koji su u v;:zi sa M.

(3) Rezultati Kobera [I] i Dianandae [2], 0 kojima je bilo reCi u 11.3.5
takode se rnogu iskoristiti da bi se doslo do poboljsanja nejednakosti HiM.

Teorema 15. Pretpostavimo:

j=I,...,m), rj>O (i=I,...,n), i~=I,
j~1 'j

-~ = rnin (~ , .. . , ~ ),
,

'1 'n
~ = rnax

(
~ , .. . , ~

)
,

R '1 'n
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Tada vaie nejednakosti

( ( K )
n

(
m

)
1/'i

)~ max 0, 1 - ;; D J~1
aiJ'; .

Dokaz. Dokaz je zasnovan na metodu koji je koriscen da bi se dobila pos-
ledica 5 i teorema 13. Pri tome, koristimo nejednakosti (II. 59) i (II. 60) pri-
menjene na niz b i primenjujuCi (22) nastavljamo kao u dokazu posledice 5.

PIuMEDBA: 6° Slueaj jednakosti u teoremi 15 razmatrali su Kober [1] i Diananda [2]. Dia-
nanda takode daje slieno poboljSanje nejednakosti M.

Primetili smo da je nejednakost C partikularan slucaj nejednakosti H. U
stvari, iz H se moze dobiti mnogo vise rezultata.

Teorema 16. Za dato r (- 00 <r< + 00) definisimo f pomocu

Tada imamo sledece rezultate:
(a) Ako su a i b proporcionalni, f je konstanta;
(b) Ako a i b nisu proporcionalni, tada je f striktno
i striktno opadajuca funkcija za x ~ O.

Dokaz. (a) je ocigledno.

rastuca funkcija za x ~ 0

--->- -->
(b) Na osnovu teoreme 4, ako IXi ~ nisu proporcionalni i ako je O<s< 1,
imamo

(23)

Ovim smo dokazali (b).
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PRIMEDBE: 7° Ako je 1 ~IX~~~2 ili O~~~IX~I, stavljajuCi r= I, x=IX-I, y= ~-I, iz (21)
izlazi

(24)

Ekstremni clanovi se dobijaju za ~ = 2 (ili 0) i IX~ 1, sto daje niz nejednakosti koje
poboljsavaju nejednakost C.

8° Nejednakosti (24) su specijalan slucaj primedbe 2.1.2°.
Ovaj rezultat je prvi dobio Callebaut [IJ. U njegovom clanku jedan deo ovih nejedna-

kosti dokazan je primenom nejednakosti H, ali je primeeeno da se preostale nejednakosti kako,
izgleda, ne mogu izvesti iz H. Medutim, jednostavno izvodenje iz teoreme 16 neposredno
posle ovoga dali su McLaughlin i Metcalf [2]-

9° Daykin i Eliezer [1] dali su opstiji oblik teoreme 16, dokazavsi, posebno, da je funkcija
koja se tamo pojavljuje konveksna; takode videti Flor [1].

Sledecu generalizaciju teoreme 16 dobili su Daykin i Eliezer ([2] i [3]).

Teorema 17. Neka su p, q pozitivni brojevi i stavimo

(

n

)
IIP

(
n

)
llq

h (x) =
i~!

a/p-l)x+lb/-x
i~la/-x

b/q+l)x+l .

Tada:

(a) Ako je (1 Ip) + (1/ q) < 1, tada je h konveksna funkcija osim ako je

a! = . . . = an= lib! = . . . = 1/bn kada je h==oconst.

(b) Ako je (lIp) + (llq) = 1 tada je h konveksna funkcija sa minimumom u
x = 0 osim ako su aP i bq proporcionalni kada je h ==0const.

(c) Ako je (ljp)+(llq) dovoljno vece od 1, tada je h konkavna funkcija osim
ako je a! = . . . = an= lib! = . . . = Ilbn kada je h=const.

Teorema se dokazuje posmatrajuci izvod funkcije h. Ako je
1

-;; - -; -- 2: '

teorema s~ svodi na teoremu 16 za r = 1.

(5) Drugo prosirenje nejednakosti C dao je Wagner [1]:

Teorema 18. Ako je 0 < x < 1, tada je

(25)

Dokaz. Ako je x = 0, ovo je nejednakost C. Sledeci jednostavan dokaz dao je
Flor [1]. Stavimo l-x=y, gde je O~x~ 1, O~y~ 1. Nejednakost (25) je
ekvivalentna sa

pera
Rectangle
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Odavde posle sredivanja dobijamo nejednakost

koja je, na osnovu C, tacna.

(6) Prvi deo teoreme 4 moze se interpretirati na sledeCi nacin:
Za dato aI, bl, . . . , bn nejednakost H vazi za svako a2, . . . , an sa jedna-

koscu ako i sarno ako je a/blq=ajPbiq (2~i;i;n). Ovo moze da se generalise
na sledeCi nacin (Beckenbach [5]):

:'~~~~ :~.
(~:~:

:J,a. ;':

(

' :l:,
U

)

'I:eo::m:
14~::kn:Je T::mz:nd:t~e:~.W~

L aj bj
j~1

am, bl' . . . , bn vazi

(26)
(

n

)
l/P

L aiP
i~1

n

" a.b.L., , ,
i=n

za svako am+
I'

. . . , an sa jednakoscu ako i samo ako je a = a; (m + 1~ i ~ n).

Dokaz. Posmatramo levu stranu nejednakosti (26) kao funkciju f promenljivih

am+l' ... , an. Tada je fj' =
of

=PQj (m+ 1 ~j~n), gde je
oaj

Kako je P>O, izvod fj' se anulira sarno ako je Qj jednako nuli, sto ce
biti ako i sarno ako je

(m+l:;;j~n),

tj. ako i sarno ako je aj= aj.
Kako je lim Qj (x) <0 i lim Qj (x) = + 00,

aj-+ +0 aj-+ + 00

minimum u tacki (~m+l' .,. , ;in).

funkcija f ima jedinstveni

PRIMEDBE:90 Ako je p< 1 i Pi=O, nejednakost (26) je suprotna.

tOO Ako je m = 1, ovaj rezuItat se svodi na (4).

6 Sfedine i sa njima povezane nejednakosti

pera
Rectangle
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(7) Ostrowski [2, p. 289] je dao jedno rafiniranje nejednakosti C koje je
sasvim drukCije od navedenih rafiniranja ove nejednakosti:

Teorema 20. Neka su a i h neproporcionalne pozitivne
n n

takva da J'e "a. c. = 1- " b. c. = 0 Tada vazi~ I I ~ I I .
i~1 i=1

n-torke j c jedna n-torka

sa jednakoscu ako i sarno ako je

n n

bk L a/-ak L b/
i~1 i~1

(I~k~n).

Dokaz ovog rezultata moze se naci u M, pp. 66-70, gde su takode do-
kazane razne generalizacije koje poticu od Fana i Todda [I]. Videti takode:
Mitrovic [1] i Madevski [1].

Beesack [2] je dokazao da se nejednakost Mitrovica, pa prema tome i
njen specijalni slucaj, nejednakost Ostrowskog, moze dobiti iz sledece Besselove
nejednakosti za neortonormalne vektore:

Neka su aJ, . . . , ak (k> I) linearno nezavisni vektori u Hilbertovom pro-
storu H i neka su IX),..., IXk dati skalari. Ako xE H zadovoljava uslov
(x, ai)=lXi (l~i~k), tadaje

G(ap ... ,ak)2!!xI12~ Ilit..(/k)af,

gde je G Gramova determinanta elemenata a], . . . , ak' tj.

G=G(al' ... ,ak)=det(ai' aj)

i gde je y/k) determinanta dobijena iz G zamenom elemenata i-te kolone sa
(IX], . . . , IXk)' Jednakost u prethodnoj nejednakosti vazi ako i sarno ako je

k

Gx= 2: y/k) ai.
i=1

U pomenutom Beesackovom clanku navedeno je da je Besselova nejedna-
kost u navedenom obliku implicitno sadrZana u knjizi Akhiezera i Glazmana
[1] (posebno videti pp. 10-13).

SledeCi rezultat dobio je Castellano [I]: Ako je 0 <Xl ~ X2~ . . . ~ Xn,

O<Pl~qp"', O<Pm~qm"'" O<qm+I~Pm+p"', O<qn~Pn i Pn=Qn= I,
tada je
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Dokaz. Ako je qi=o./+Pi (i= 1, ... , m), Pi=o./+qi (i=m+ 1,... , n), imamo

m

L 0./-
i~1

n n n

L 0./= L qi- L Pi=Qn-Pn=O,
i~m+l i~1 i~1

m n

te je L E/ = L o./. Stoga je
i~1 i~m+1

n m n m m

" p .a.'= " p .a'+ " P .a.'= " q.a.'- " 0..2a.'
I I ~ I I ~ I I ~ I I ~, I

i~1 i~1 i=m+1 i=1 i~1

m m

= " q.a.'- " E.2a.'+I I ~ I I
i=1 i~1

Odavde sleduje nejednakost 0 kojoj je bilo govora.

3. RELACIJE IZMEDU POTENCIJALNIH SREDINA

3.1. Nejednakost (r; s). Do sada izlozeni rezultati impliciraju izvesne relacije
izmedu potencijalnih sredina.

Teorema 21 (a). Ako su a i p pozitivne n-torke i - 00 -;;,r<s -;;,+ 00, vazi

(27) M~] (a; p) -;;,M~s] (a; p),

sa jednakoscu ako i samo aka je aj = . . . = an,
. 1 1 1(b) Ako je - 00 -;;'s-;;,q, r-;;'+ 00 I.. +--;;'-, tad a je

q r s

(28) M~S] (ab; p) -;;,M~q] (a; p) M~] (b; p);

. 1 1 1.aka je - 00 -;;,q, r -;;,s -;;,+ 00 vazi supratna nejednakast. Ako Je - + - < -- I
q r s

q, s, r:;i: 0, :::I::00, nejednakost (28) je straga; ako je q, r, s = 0 ili :::I::00, nejed-

nakost (28) je straga osim ako je a1= . . . = an, hi = . . . = hn; aka je ..1.+1. =1.q r s
i q, r, s:;i: 0, ::I:00, nejednakost (28) je stroga osim aka su aq i b' praporcionalni;
ako je s:;i: 0, ::I:00, q =::1: 00 (r = :::I::00), nejednakast (28) je stroga asim aka je
aj = . . . = an (hj = . . . = hn); ako je s = 0, q = 0 (r = 0), tada je nejednakast (28)
stroga asim aka je al = . . . = an (hi = . . . = hn); aka je s = q = r = 0, (28) prelazi
u identitet; aka je s = q = r = + 00, nejednakost (28) je stroga asim aka se
max(a) i max(b) dostiZu za istu vrednast indeksa; aka je s= :::I::00, q= r= =F 00,

nejednakast (28) je stroga osim aka je aj = . . . = an, hi = . . . = hn; ako je
s=q=r= - 00, nejednakost (28) je stroga asim aka su min(a) i min(b) dostig-
nuti za isti indeks.

6.
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(c) Ako je m(r)=M~](a;pY, tada je m striktno logaritamski konveksna funk-
cija na (- 00, 0) i (0, + 00) osim ako je al = . . . = an, kada je m = const.

Najpre cemo dati cetiri dokaza tvrdenja pod (a).

Dokaz 1. Ako jc r = - 00 ili s = + 00, ovo je, u stvari, teorema 2 (a). Dalje,
koristeci lemu 3 (a) za s = - 1, potrebno je posmatrati sarno slucajeve
O<r<s< + 00. Medutim, na osnovu teoreme 2 (a) i GA imamo

M~O](a; p)
= Gn (a; p) = Gn (as; p/!S ~ An (as; p)J!s =

M~S](a; p),

pa cemo posmatrati sarno slucaj O<r<s< + 00. Pretpostavimo da je Pn= I.
Tada, na osnovu H, imamo

Slucaj jednakosti s~ neposredno dobija iz GA ili H.

Dokaz 2. Bez smanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je ai> 1 (1 ~ i ~ n) i
da svi ai nisu jednaki. Pretpostavimo zatim da je Pn = 1 i definisimo funkcije
f i F pomocu

fer) = M~](a; p) ( - 00 ~ r ~ + 00 ),

F (r) = r2 (logf(r))' = r2 f' (r) (
- 00 <r< + 00).

f(r)

Bez teskoca nalazimo da je

(29)

Na osnovu (29) i nejednakosti C zakljucujemo da F ima jedinstveni
striktni minimum u r=O, sto implicira F(r»O V~O). Stoga f' ima istu oso-
binu, pa je f(r)<f(s) za - 00 ~r<s;;;;' + 00.

Dokaz 3. Kao sto smo primetili u dokazu 1, mozemo pretpostaviti da je

O<r<s< + 00 i Pn= I. Tada, ako je hI!' = ['la, dovoljno je dokazati da je
Mn (a;p)

[s]
M~s](h1!'; p)=MnJa;p)~l.

[r]
Mn (a; p)

n

Iz definicije niza b sleduje 2: biPi = I, pa ako stavimo bi = 1 + ~i' imamo
i~l

n

~i> -1 (l ~i~n) i 2: ~iPi=O.
i~I

dolazimo do nejednakosti

Stoga, na osnovu Bernoullieve nejednakosti (1.9)

n n n

( S )i~b/' Pi = i~
(I + ~i)s!rPi ~

i~
1 + -;:-~i Pi= 1,
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cime je dokaz zavrSen. Slucaj kada vazi jednakost lako se dobija iz Bernoulli-
eve nejednakosti.

Dokaz 4. SledeCi prost dokaz dao je arts [1]. Kao sto smo videli, dovoljno
je posmatrati slucaj kada su r i s pozitivni, Pn = 1 i kada svi ai nisu jednaki.
Najpre cemo dokazati nejednakost za slucaj kada su r i s celi brojevi. To ce-
mo indukcijom uraditi. Najpre, na osnovu C, imamo

[I] n

(

n
2

)

1/2 [2]
Mn =i~laiPi< i~Piai =Mn.

Ako pretpostavimo da je M~]<M~k+I](1~k~m-I),
duktivne pretpostavke nalazimo

na osnovu C i in-

(M~m]ymC~1 Pi atr
<Ct

aim+lPi)
C~I

aim-l Pi)

=
(M~m+I])m+I(M~m-J])m-1 «M~m+I])m+1 (M~m])m-I,

te je M~n]<M~m+I]. Ako su r is racionalni brojevi, stavimo r=w/x, i s=yjz,
gde su w, x, y, z prirodni brojevi, pa na osnovu prethodnog imamo

Opsti slucaj, kada su r i s realni, moze se dobiti prelaskom na granicnu
vrednost. Kako je u ovom dokazu dobijena striktna nejednakost, slucaj jedna-
kosti ne zahteva posebna ispitivanja.

Dokaz 5. Trazenjem ekstremuma funkcije (Xl"'" Xn) f--i>-PI Xl k + . . . + Pn Xn
k

(Xi> 0, Pi> 0, k> 0), uz uslov PI XI + . . . + PnXn= a, dobijaju se nejednakosti

M~k](X;p)~An(x;p) (k> 1),

odnosno suprotna
Ovaj dokaz,

Ivanova [I].

Dokaz (b). Ako su svi q, r, s konacni i razliciti od nule, na osnovu Ierne
3 (a) mozemo pretpostaviti da je s = I i rezultat sleduje iz teoreme 4 i posle-
dice 9 (takode videti primedbu 2.2.14°). Slucajevi kada su q, r, s konacni ali
ukljucujuCi tu i nulu sleduju iz (a). Slucajevi, kada su q, r, ili s beskonacni, jesu
ili trivijalni ili sleduju iz teoreme 2 (a).

Dokaz (c). avo je, u stvari, posledica 7. Medutim, jedan nezavisan dokaz
moze se dati na sledeci nacin. Pretpostavimo da je Pn= I, ai> I (I ~i~n), i

da svi ai nisu jednaki. Stavimo g(r)=r1ogM~](a; p). Tada je g"(r)=~F'(r),
r

gde je F'(r) odredeno formulom (29). Stoga, na osnovu C, g je striktno kon-
veksna funkcija ako je - 00 <r ~ 0 ili 0 ~ r< + 00.

nejednakost za k< 1. Odavde se bez teskoce dobija (27).
u slucaju jednakih teZina, nalazi se, na primer, u clanku

PRIMEDBE: 1° Nejednakost (27) generalise GA i fundamenta]na je za ovu oblast. Kratko zva-
cemo je (r; s). Partikularno, GA je (0; 1). U posledici II.7. navedene su nejednakosti (- 00; -1),
(-1; 0), (0; 1) i (1; + 00).

2° Nejednakost (r; s), u slucaju jednakih tezina i kada su r i s prirodni brojevi ili reciprocne
vrednosti prirodnih brojeva, izglega da potice od Schl6milcha [1]. Ovu nejednakost u slucaju
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jednakih teiina, ali za proizvoljno I" i s, dokazao je Simon [1]. Iste godine dokaz je dao
Wace [1]. Za proizvoljne teiine prvi dokaz je dao Besso [1], mada je sam rezuItat ranije for-
mulisao Bienayme [1]. Dokaz pomocu difcrencijalnog racuna, u slucaju jednakih teiina, dali
su Norris r1] i Baidaff i Barral [2]. Jedan interesantan dokaz izveo je Segre [1]. Videti takode
Paasche [1]. Geometrijski dokaz, za jednake teiine, dao je Gagan [I].

3° Ako je O<I"<s i Pn~ I, tada (I"; s) implicira da za svaku n-torku a vaii

(

n

)

I/Y

(

n

)

I/S

.~ a{p, ~.2: a/Pi'
,~I ,~1

Ako je Pn < 1, ova nejednakost je stroga.

4° Primenom posledice 5 nejednakost (28) moie se uopstiti na
1 n 1

(l~i~m), -~ 2:-, a(ij (1~i~m) pozitivna n-torka, tada je
1"0 i~1 1";

sledeci nacin: ako je r;>O

M[YO]
(TI

.
) < TIM[Y;] ( . )

n
;~1

a(i)' p
= ;~1

n aU), p

sa jednakoscu ako i sarno ako su a(ijYi (1 ~i~m) proporcionalni.

5° Slucaj (r; 2r) ove nejednakosti moie da se izvede iz C jer je (r; 2r) u stvari

(.i a;yp;
)

2~.i p;.i a;'Yp;,
,~I ,~1 ,~1

sto je partikularan slucaj nejednakosti (15). Slueaj jednakosti sleduje iz C. Ovo je os nova
prvog koraka u induktivnom dokazu 4 koji smo gore dali.

6° Iz primedbe 5° sleduje jedan drugi dokaz GA (Schlomi1ch [I]):
Pretpostavimo da svi ai, . . . , an nisu jednaki. Tada je, na osnovu teoreme 2 (b),

[1] [1/2] [1/4] . [2 -m]
An(a;p)~Mn (a;p»Mn (a;p»Mn (a;p»',,> hm Mn (a;p)=G(a;p).

m~+ 00

7° Slicna ideja, koja potice od Pa1eya, moze se iskoristiti za dokaz Ierne II. 10. Pretposta-
'limo da je GA dokazano za racionalne teiine. Tada je teskoca u tome da se dokaie da je
nejednakost GA za generalne teiine striktna ako svi clanovi niza a nisu jednaki. Neka svi
clanovi niza a nisu jednaki. Tada je

. -
[1]. [1/2].

-
[I] 1/2. 2> 1/2. 2

-
.An (a, p) - Mn (a, p»Mn (a, p) - Mn (a , p) =Gn(a ,p)

- Gn (a, p),
gde je iskoriscena primedba 6° i slabija forma nejednakosti GA koja je ranije dobijena grani-
cnim procesom.

'
8° Nejednakost (I; 2) za slucaj jednakih teiina posebno se dokazuje:

gde je primenjena nejednakost GA.

9° Nejednakost (r; s) tvrdi da funkcija sr+ f(s) ~ M~] (a; p) raste sa s, tj. da je f' (s);:O;O.
Osobinu konveksnosti f, koristeCi osobine f", ispitivali su Norris [I] i Beckenbach [5].

1 1
10° Ako je s=l, stavljajuCi p~- , p'~ , ak~bkck-P', Pk~CkP' (I~k~n), nejedna-

r 1-r
kost (r; s) dobija oblik

Ct bkck )~Ct
bkPfP

Ct
CkP'fP',

sto je, u stvari, (11). BuduCi da vise dokaza nejednakosti (r; s) ne zavisi od H, ovo je jedan
drugi dokaz ove osnovne nejednakosti.

11° Nejednakost (r; s) i teorema 2 (c), (d) upotrebljene su za aproksimativno odredivanje
nul a algebarskih jednacina (Dunkel [2], Netto [1, pp. 290-297]). Jednostavnosti radi pretpo-
stavimo da su sve nule pozitivne i oznacimo ih sa ai, . . . , an u rastucem poretku. Tada za
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r ~ 1, 2, .,. velieine M~I (a) obrazuju rastuei niz Cija

(

je 19raniena vrednO

]

~~r
an- Za r ~ -1, -2, ...

dobijamo opadajuCi niz eija je granica al" SHeno

(~)
f! (ai, aiz )r (r ~ 1, 2, , . .) daje ras-

tuci niz cija je granica an-I an ili ekvivalentno

ima za granicu an - I" Uopste, zakljueujemo da

(
._;+l~Y~ a'Jr

J

'"

-a.-a»
L! I1aij

p-I j=1

Vrednosti L! ( ITa ij)

r

za r ~ 2, 22,
2" . .. bez teskoca se nalaze formirajuci jednacine

J~l
eije su nule kvadrati nula polazne jednaCine i panavljajuCi ovaj postupak. Pretpostavimo da
je k-ta jednaCina formirana na ovaj naCin

xn + Clk Xn-l + C/ xn - z + . . . + cn-l k x + cnk ~ O.

d ' ' bl '-' k I'. 'k ' d k
p

(
Cpk

)
I/r

Ta a Je pn lzm 0 (cm Je na -- - -- . Na ovaj nacin, svaka nula po
n-p + 1 C - I

k

lazne jednaeine moze se aproksimativno izraeunati.
p

12° Nejednakost (r; s) moze se geometrijski interpretirati na sledeei naein:
xI

an+---

(r-+ + 00).

a

as1
-.----

a r
1 a r

n x

SI. 6

Nekaje I=ai, O<al<...<an,s(s-r»O i neka kriva HLi maparametarskejednaci-
ne x ~ Ir, y = IS. Tada, u stvari, dijagram daje i izvesne konverzne nejednakosti (videti

II. 4), Najpre je MH <MG< MK, gde je G teziste sistema taeaka (a~, aD,. , . (a~, ..., a ~), tj,
[ I [ I a S-a S aiS an' -a{anS

(Mr)S«Ms>,< n 1 (M[rly+
n n

anr-a{' n

Isto tako je N/<NG<NL, tj.
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Ove nejednakosti se koriste u aktuarskoj matematici (Giaccardi [1], Blackwell-Girschick
[1, p. 31]).

13° Osobinu logaritamske konveksnosti je dobio Liapounoff [1]. Popoviciu je dokazao da je
log M~] (a; p) konveksna funkcija od l/r (r>O) (videti takode: Julia [1], Beesack [1]). Stoga,

kako je prim Beesack [1], M~J je konveksna funkcija od l/r (r>O). On je iskoristio ovu
cinjenicu pri dokazivanju Hsuovog tvrdenja (bez dokaza) koje glasi: Ako je O<r<s<t, tada je

M~LM~] s (t-r)
1< -<'M~LM~] - r (t-s)

.

Primetimo da je sledecu nejednakost

koja je povezana sa prethodnom nejednakosti, a koju je takode bez dokaza dao Hsu, nedavno
dokazao Rahmail [1].

Druge primedbe i rezultati koji su u vezi sa konveksnoscu mogu se nati kod Becken-
bacha [1] i Sniada [1].

14° Monotonost M~] (a) u drugom pravcu su generalisali Marshall, Olkin i Proschan [1].
Oni su ovo dokazali: Ako su a i b dye pozitivne n-torke i ako b opada i b/a raste, tada
kolicnik

raste sa r. Slucaj jednakih tezina u (r; s) je partikularan slucaj ovog rezultata.

3.2. Neke posledice oejednakosti Minkowskog. Svi gornji rezultati sleduju iz H
ili C. Sada cerna dati neke poslediee nejednakosti M.

Teorema 22 (a). Aka su a i h pazitivne n-tarke i r ~ 1, tada je

(30) M~] (a + h; p) < M~] (a; p) + M~Ich; p);

aka je r< I, vazi supratna nejednakast. Aka je r ~ 1, jednakast vaii aka i sarna
aka je r = 1 iIi aka su a i h praparcianalni; aka je r = + 00, jednakast vazi aka
i sarna aka rnax (a) i rnax (h) dostizu svaje vrednasti za istu vrednast indeksa.

(b) Aka su nizavi aj=(a1j,...,am) (l~j~n), ai=(a;p...,a;n) (l;";i~rn)
pazitivni, tada za - 00 ~ r ;£ s;£ + 00 vazi

(31) M~](M~](aj;p); q)<M~](M~](a;; q);p).

Dokaz. (a) Za r#O ovo je M ili teorerna II. 2 (e). Slucaj r=O dobija se prela-
zorn na granicnu vrednost. Medutirn, ovaj nacin ne daje slucaj jednakosti, pa
cerna to posebno analizirati. Na osnovu GA je

n
Gn(a+h;p)=rnin L (ai+b;)IX;p;

-+ 1=1
<xEA

Stoga je

(32)
n n

Gn (a+h; p)~rnin L a; IX;p; + rnin L b; IXiP; = Gn(a; p)+Gn(h; p)

-+ ,=:.1 -+ 1=1exEA tXEA.

i slucaj jednakosti se dobija iz GA.
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(b) Pretpostavimo da je r<s, r*O, :::I::00 i Pn=Qn= 1. Tada se (31) svodi na

tj.

Medutim, ova poslednja nejednakost je u stvari nejednakost (20). Ostatak
tvrdenja se dobija prelaskom na granicnu vrednost.

PRIMEDBE:1° Nejednakost (30) u stvari kazuje da je M~J:Rn--+R konveksna funkcija.

2° SJucaj jednakosti u (31) diskutovan je u HLP, p. 31.
3° Ovaj rezuItat je dokazan od strane mnogih autora. Posebno videti: BB. p. 26, Becken-
bach [1], Besso [1], Bienaym~ [1], Giaccardi [1], Je>sen [1], Liapo:moff [J], Norris [I], Sch16-
milch [1], Simon [1].

4° Nejednakost (32) moze posJuziti za jednostavan dokaz nejednakosti (II. 35):

1 + Gn (a; p) ~ Gn (1; p) + Gn (a; p)~Gn (1 + a; p) (na osnovu (32»

~An (1 + a; p) (na osnovu GA)

~ 1 + An (a; p).

U stvari, koristeci (30) umesto (32) i (r; s) umesto GA, na isti nacin za O~r< 1 do-
Jazimo do nejednakosti

1 +M~] (a; p)~M~] (1 +a; p)~1 + An (a; p).

3.3. Rafiniranje nejednakosti (r; s). BuduCi da (r; s) generalise GA, prirodno je
posmatrati generalizacije i rafiniranja slicna onima u II. 3.

Najpre cemo dati jedno prosirenje teoreme II. 16 (Mitrinovic i Vasic [I],
Bullen [3]):

3.3.1. Teorema 23. Ako su p i q pozitime n-torke i r <s, tada je

I

sa jednakoscu ako i sarno ako je aj (;:)s'-::~ = . .

Dokaz. Jednostavna izracunavanja daju
I sri

M~J (a (;- Y~'; ps=7 q~;) M~J (( f
)s=7;p)

M~] (a (;-
y~r; }~r qr~s)

M~J (( : y\ q)

M~J (a; p)

M~J (a; q)

odak]e primenom (r; s) dobijamo nejednakost iz teoreme 23.

3.3.2. J~dnostavno prosirenje Radoove nejednakosti (II. 38) i
jednakosti (II. 44) je sledece:

Popoviciuove ne-
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Teorema 24. Ako su a i p pozitivne n-torke, n;:;;2 i

(a) ako je ~;;; I, tada je
s

(33) Pn (M~] (a; p)S
-

M~](a; p)s);;;;,Pn-l (M~~l (a; p)s - M~~I (a; p)s)

sa jednakoscu ako i sarno ako je r = s ili r<s i an= M~s~1(a; p) kada je

an= M~~I (a; p) kada je r< I;

(b) ako je r~O~s, tada je

(
M~] (a; p»

)

pn
~

(
M~~ I (a; p»

)

pn-l

M~](a; p) M~~I (a; p)

sa jednakoscu ako i sarno ako je r = s ili r<s i an= M~~I (a; p) = M~~I (a; p).

s< I,

(34)

Dokaz. Primetimo najpre da na osnovu leme 3 (a) mozemo u (a) i (b) pret-
postaviti da je r = I ili s = I. Tad", partikularni slucajevi r = 0 Iii s = 0 sleduju
iz teorema II. 18 i 11. 20.
(a) Pretpostavimo da je r= I, sto je dopusteno, i uoCimo slucaj r= I <s< + 00.

Tada se bez teS'koca zakljucuje da je posmatrana nejednakost ekvivalentna sa

P 1-1/s (~ as p .)I/S;:o:p
l-lIS (

n~1
as p .)

I/S

+a Pn ~ l (
--- n-l ~ I l n n'i~1 i-I

od;;1.kle, na osnovu H sleduje (a) u ovom slucaju.

Imamo alternativan dokaz ako posmatramo funkciju an f--» J(an) = An (a; p)

- M~](a; p). Prim~nom diferencijalnog racuna dobija se da ova funkcija ima

jedinstveni minimum za an= M~~l (a; p), odakle sleduje trazeni rezultat.
Slican postupak moze se primcniti i u slucaju - 00 <r< 1= s. Granicni

slucajevi r = I, s = + 00, r = - 00, s = I mogu se posm~trati posebno i lako se
vidi da i tad a vazi nejednakost (33).

(b) Da bismo dokazali (b) u slucaju - 00 <r<O<s< + 00, primetimo da je
x f--»log x striktno konveksna funkcija, pa je

(
M[SI

)

pn

(1 (
p

(

In-I

) )log.--"-- = Pn - log ---"-=-'- -- L a/Pi + ans
Pn

M~] s Pn Pn-l i~1 Pn

I (P ( In-I

) ))- -log ---"-:::J... - L a/ Pi + anT Pn

r Pn ,Pn i~1 Pn

(I (
In-I

) 1 (
In-I

)) (
MIs]

)
pn-I

-;:;;Pn-l -log- L a/Pi -log - La/Pi =log ~ .S Pn-I i~1 r Pn-I i~1 M~]

Slucaj jednakosti se neposredno dobija.

PRIMEDBE r Postupak koriscen u teoremi II. 34. moze se lako primeniti na drugi dokaz
teoreme 24 (a) da bi se dobila konverzna nejednakost za (r; s). 0 tome ce kasnije biti detalj-
nije govora.

2° Vise slicnih rezultata sleduju iz opstijih teorema koje ce biti kasnije dokazane, pa je to
razlog sto ih necemo formulisati ili dokazati u ovom trenutku ('Iideti Bullen [3], Mitrino-
vie - Vasic [I], [2], [3]).

3.2.3 Sada cemo dokazati opstu teoremu koja implicira vise rezultata onog ti-
pa koji nas interesuje (Mitrinovic - Vasic [10)):
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Teorema 25. Ako je A, fJ.> 0, t, + fJ.~ 1, a, b, p, q pozitivni nizovi, II' Iz, J I' J z
neprazni konacni podskupovi od N takvi da je II i'J J I = Iz n J z= 0, tada je

(35) PI,UJ/' QIzUJzlJ.Mt0J, (a; p)Ar Mt]uJz (b; q)IJ.S

> P
t.. Q IJ.

M
[r]

(a '
p) "ArM

[S]
(b

'
q )IJ.S + P "AQ IJ. M

[r]
(a

'
p) "ArM

[s]
(b

'
q) IJ.S

= I, Iz
I" Iz"

J, Jz
J" Jz,'

Ako je A+fJ.>I, nejednakost (35) je striktna; ako je A+fJ.= 1, nejed-
nakost (35) je striktna osim ako je

PI, QJzM~] (a; p)' M~! (b; q)S= PJ, QIz MY,] (a; p)' M~s;(b; q)S,

Ako je AfJ.< 0, A+ fJ.= 1, vazi suprotna nejednakost; uslovi za jednakost
ostaju isti.

(36)

Dokaz. Ovo neposredno sleduje iz (7) i posledice 9 za n = 2, ako se stavi
1 1 .

A=-, fJ.=--1
P q

p
P M

[r]
( ,

) r P P M
[r]

( . )ral = I, I, a, P , az = J, J, a, P ,

b
q

Q M
[s]

(b
'

)s b
q

Q M
[s]

(b
'

)S'I = Iz 12
'

q, z = Jz J2 , q

Slucaj jednakosti neposredno se odreduje.

Posledica 26. Ako su I i J neprazni konacni podskupovi od N takvi da je I'J J = 0,
i ako su a, p, q pozitivni nizovi i r, s realni brojevi takvi da je rs<O, tada je

rs rs rs

(37)

p \1[r] (
a'

p) r P M[r] (
a'

p) r

k
. I' I' J J

'Ova nejednakost je striktna osim a 0 Je - ,

QI M~S](a; q)S QJM~] (a; q)S

Ako je rs>O (ri=s), vazi suprotna nejednakost pod istim uslovima za jed-
nakost.

Dokaz. Ovo je neposredna posledica teoreme 24, 8to se zakljucuje ako se stavi
. s -r

1=11=lz,J=JI=Jz 1 A=-, fJ.=--.
s-r s-r

PRIMEDBE:3° Definisimo sIedecu funkciju konacnog podskupa skupa N:

S ~

.
p,s-r (

Mr] (a; p)

)

s-r

11-+ V (I) ~--

-'-
M~] (a; q)

QIs-r

Nejednakost (37) kazuje da je v superaditivna funkcija ako je rs<O i subaditivna ako
je rs>O.
40 StavljajuCi 1 ~ {I, . . . , n-l}, J ~ {n}, nejednakost (37) postaje

(38)

S rs S rs. S

P
s-r (

M[r] (a; p) )'--; p ;---;:

(

M[r] (a' p)) s-r P
s-r

-~~
n

>
n-l ~ n-l' +~

r M[s]
(a' q) - r M[s] ( . ) r

- n' -- n-t u, q ----
Qns-r Qn-ls-r qnS-r
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sa jednakoscu ako i sarno ako je

(Pn-lqn )as-r~
M~~I(a;q)s.

Pn Qn-l
n M[r] (

a'
p) r

n~l
'

Za rs > 0 (r 7"
s) vazi suprotna nejednakost sa istim uslovima za jednakost.

5° Ako stavimo r~p, s~-q, Pi~l, qi~(aib;)-S, nejednakost (37) daje

Kako je ocigledno L ai bi ~ L ai bi + L ai bi, poslednja nejednakost implcira nejed-
i.duJ iCI ii"J

nakost iz teoreme 14 (a). Slucaj jednakosti u toj teoremi je jednostavna posledica posledice 26.

6° Koliko nam je poznato, Bullen [3] i McLaughlin - Metcalf ([3] i S 3) su prvi, nezavisno,
ispitali nejednakosti Everittovog tipa za potencijalne sredine.

Posledica 27. Ako su I, J, a, p, q isti kao II posledici 26 i rs<O, vazi

(39)

Dokaz. Desna strana nejednakosti (39), podeJjena sa PI11J, moze se prikazati
u obliku

sto je na osnoyu GA yece od ili jednako sa

Oyaj izraz nije yeCi od leye strane (39) podeljene sa P1.JJ. Kako je
~-r <0, stepenujuci obe strane sa !-'-, dobijamo (39).

r r

PRIMEDBE:T Za I~{I,..., n}, J ~{n+ 1,..., m}, p~q, s= 1 i ako r-+O, nejednakost (39)
daje teoremu 23 (b), pa je stoga posledica 27 generalizacija ovog rezultata.

8° Za opste r, s (rs < 0) slucaj jednakosti u (39) nastupa ako je M~] (a; p) ~ M~] (a; p) cc I.

Medutim, u slucaju koji je posmatran u primedbi 7° kombinovanjem slucaja jednakosti u
posledici 26 i u GA dovode u granicnom slucaju do slucaja jednakosti datog u teoremi 24 (b).

Definisimo sledecu funkciju na skupu N: IH> cr (I) = PI
MIs] (a; p); tad a

Je sledeCi rezuItat analogon teoreme 14:

Posledica 28. Ako je s> 1, 1n J = , 1=I-0, J =I-0, vaii nejednakost

(40) cr(IU J) ~ cr(I) + cr(J)

sa jednakoscu ako i sarno ako je MIS] (a; p) =
M)S](a; p). Ako je s< 1, vaii su-

protna nejednakost sa istim uslovima za jednakost. Za s = 1 u (40) uvek vazi
jednakost.
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Dokaz. Pretpostavicemo da je s> 1, jer je slucaj s = 1 trivijalan. Stavimo
1 1

I=It=I2,J=Jt=J2,r=0, A=1-n, [1.=-, p=q; tad a iz teoreme 25 nepo-
s s

sredno sleduje rezultat. Slican dokaz maze se dati u slucaju s< 0 i s* O. Slu-
caj s = 0 je neposredna posledica nejednakosti GA jer je tad a desna strana u (40):

Pr' IJ(~Gr(a; p) + -p~G.J(a; p) )~Pr,AGI(a; p)PIIPIUJ(GJ(a;p)/JIPruJ
PIUJ PIUJ

= PH;J GIl;J (a; p).

Slucaj jednakosti dobija se iz GA.

PRIMEDBE:9° Teorema 25 je prosta posledica 'leoma jednostavnog oblika H. Prema tome,
svaki rezultat koji se moze dobiti iz teoreme 25, moze se direktno dobiti iz H na jednosta-
van nacin.

10° Nejednakost (36) moze se bez teskoca uopstiti tako da vazi za m parova disjunktnih
skupova.

Sledeci rezuItat je generalizacija teoreme II. 25 (videti: Bullen [3], McLau-
ghlin i Metcalf [2], [3], Mitrinovic i Vasic [10]). Pri tome su koriscene ranije
uvedene oznake.

Teorema 29. Ako su a i p pozitivne (n + m)-torke i sir> 1, tada je

(41)

r r-s

-
Pnslr M[r] (a' p) S (p -

p ) s-r ), +MIs] (a' q) S
- A-I Mlr] (a' p) S

-~ n, n+m m \. m , m , ,
Pm

(42)
P (

MIs] (a' q)

)

s
gn+m M

Is] (a
'

q) S
- A n+m M[r~ (a' p) S

~-'----~ n+m, .,.- n,m, [
1Qm Pm M:;' (a; p)

I (
MIS] (a' q)

)

s
(

r

)
r~s

>
Qn MIs] (a' q)S -

Pns r Mlr] (a' p) S ~'- Ar=SP - P s= -Q
n, p n, Mlr] ( . ) n +m m ,

m m m a, q

gde A zadovoljava us/ov o <As-r Pm<Pn+m' Ako je 0~slr<1,
nejednakost. lednakost vazi ako je s = 0 (bez ogranicenja za
Mlr] (a' p) ()..rl(r-s) P -p l/r )
~~- l1+m m
M~](a; p)

~

Pn

Kada r---+ 0, nejednakosti koje se dobijaju iz (41) i (42)
i striktne su osim za ranije navedene us/ove pri r ---+ O.

tada vazi suprotna
A) ili za s*O i

vaze za svako s

Dokaz nejednakosti (41). (i) Ako je rs*O, (41) je ekvivalentno sa
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sto je ekvivalentno sa

(43)

S S

( .i a/ Pi ) '(Pn+m - Pm
){~s)'~s

-I-(AS~-:rPJr~s (.
nim

a/ Pi)',~l I~n+l

S

~ Pn+mr~S (~im a/ PI)'.,~l

Da ovaj poslednji rezultat vazi, sleduje iz teoreme 4 (b) u njenom naj-
jednostavnijem obliku (tj. za n = 2); slucaj jednakosti takode se dobija iz po-
menute teoreme.

(ii) Ako je r =1=0, s = 0, tada je (41) ekvivalentno sa

Qn+m- Pn+m"2':~_J..-(p -p A-l)-I- 1 -I-A-l
Qm Pm - Qm Pm n+m m ,

sto se svodi na identitet za svako A.

(iii) 1z (41) ako r~O dobijamo

Qn+m M[s] (a. q)S
- A

Pn+m G (a.p) S
- n+m, - n+m'Qm Pm

(44)

~En M~](a;q)S- !n Gn(a:p)sAPmfPn-l-M~](a;q)S-A-1Gm(a;p)s.
Qm Pm

Medutim, (44) je ekvivalentno sa

(45) 1 n+m P
- "

a.sq . -
n+m G (a. p) S

- L I I - n+m'Qm i=l Pm

tj. sa

Medutim ovo je specijalan slucaj nejednakosti GA.

(iv) Slucaj r = s = 0 je obuhvacen sa (ii), gde nije neophodno da se pretpo-
stavi r=l=o.

Dokaz nejednakosti (42). U sva cetiri slucaja nejednakost (42) vazi pod istim
okolnostima kao i nejednakost (41); ovo se vidi iz sledeca dva vazna slucaja.

(i) Ako je r=l=O i S=FO, posle izvesnih uproscavanja zakljucujemo da je (42)
ekvivalentno sa (43).

(ii) Ako r ~ 0, tada (42) postaje
Q P

M[s] (a. q)'
n+m M[s] (a. q)

"

S
- A -,,-+m G (a. p) S~-'----

- n+m, n+m' G ( )sQm Pm ma;q

- P
M[s] (a. q)8

>
Qn M[s] (a. q)S - APn+mlPm---'!-G (a. p)S ~~= Qm n ,

limn' Gm(a;q)s '

(46)

sto je ekvivalentno sa (45).
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PRIMEDBA:10° Ako stavimo A~ 1 i P ~ q, nejednakost

I f-+ PI (M~S] (a; p)S -Mf] (a; p»)'

superaditivna. Ovo generaliSe teoremu 24 (a).

(41) kazuje da je za slr>1 funkcija

Rezultat Ostrowskog (teorema 20) daje sledece rafiniranje nejednakosti
(28) u slucaju kada je r = q = 2 i s = 1:

Teorema 30. Ako su a i b neproporcionalne n-torke, p pozitivna n-torka sa Pn = 1
i c definisano sa An (ac;p)= l-An(bc;p)=O, tada je

(M n
(a, p) ) ( [2]. [2]. )2 .[[~].

2

~ Mn (a, p) M n (b, p) - An (ab, p),
Mn (c;p)

sa jednakoscu ako i samo ako je

bk M~2] (a; p)2-ak M~2] (b; pf
Ck=

(M~2] (a;p) M~2] (b;p) Y-An (ab;p)
(1 ~k~n).

4. GENERALIZACIJE POTENCIJALNIH SREDINA

Izvedene su mnogobrojne generalizacije potencijalnih sredina. NajveCi broj
je ukljucen u generalizacije koje ce biti posmatrane u sledecem odeljku. Medu-
tim, u tim generalizacijama ne vide se mnogi detalji i zbog toga ce izvesni
partikularni slucajevi biti ovde dati.

4.1. Kontraharmonijska sredina

Definicija 31. Ako su a i p pozitivne n-torke i r realan broj (- 00 ~ r ~ + 00),

tada je r-ta kontraharmonijska sredina niza a sa tezinama p definisana sa

(47) H~] (a; p) =

n

La/Pi
;=1 ( - 00 <r< + 00),
n

L a/-I Pi
;~I

= max (a) (r= + 00),

= min (a) (r= - 00).

Kao i kod ranije definisanih sredina, ukoliko nema zabune, pisacemo sarno
H~], dok ce H~] (a) oznacavati r-tu kontraharmonijsku sredinu niza a sa jedna-

kim tezinama. Hf] (a; p) oznacavace kontraharmonijsku sredinu u onom smislu

koji smo koristili kod sredina ranije definisanih.

PRIMEDBE:1° SledeCi identiteti se lako proveravaju:

H~I] (a; p)
= AI! (a; p),

H~l (a; p) =Hn (a; p),

H~-""](a;p)~ !im H~](a;p),
r-+-oo

H~+""](a;p)~ !im H~](a;p),
r-++oo

H~] (a; p) ~ An (a; a,-I p) (-00 <r< +00).
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n

(a'-X )
2

2° Takode se proverava da je H~] (a) tacka u kojoj
i~l

--7

30 Kontraharmonijska sredina ima sledece osobine:

(a) homogenost, tj. za A>O vaii

H~] (A a; p) ~ AH~] (a; p);

(b) neprekidnost, tj. ako je h = (hi, . . ., hn), tada imamo

lim H~] (a + h; p) ~ H~] (a; p).
h--+O

dostiie minimum.

Teorema 32. (a) Ako su a i p pozitivne n-torke i 1~ I'~ + 00, tada je

(48) H~](a;p);;;M~](a;p);

ako je 0 <I' ~ 1 vazi suprotna nejednakost.
(b) Ako je - 00 ~r~O, vazi

(49) H~\a; p) ~ M~-I] (a; p).

lednakost vazi ako i samo ako je I'= I, ili I'= 0, ili al = . . . = an,
Dokaz. Identitet

(
M[r]

)r-I
H[r]

= ~ M[r]n M[r-I] n
n /

na osnovu nejednakosti (1'-1; 1') povlaCi (a). Stoga je

H~] (a; p) =
1

~
1

-
M~-I] (a;p),

H~,-r+I](a-l;p) M~-r+l] (a-1;p)

Cime je zavrsen dokaz tvrdenja (b). Slucaj kada nastupa jednakost sleduje iz
(1'-1;1').

Nejednakost (48) u slucaju jednakih tezina i kada je 1'= 2 prvi je do-
kazao Jacob [1].

Sledeca teorema pot ice od Lewenta [I].

Teorema 33. Ako je r<s, tada je

(50) H~\a; p);;; H~](a;p),

sa jednakoscu ako i samo ako je at = . . . = an,
n

Dokaz 1. U dokazu teoreme 21 (c) pokazali smo da je r ~ m (I') = 2: a/ PI
i~1

striktno konveksna funkcija ako je ai> 1 (1:£ i ~ n) i ako svi ai nisu jednaki.
Na osnovu osnovne osobine konveksnih funkcija za r>s je m(r)-m(r-1»
>m(s)-m(s-l), sto je, u stvari, nejednakost (50) za -00<1'<+00. Ako
je I'= - 00 ili s = + 00, rezuItat se neposredno dobija.

Dokaz 2. U slucaju kada su I' i s celi brojevi, Angelescu [1] je dao sledeci
dokaz: Kvadratni trinom

n
m (I' - 1) X2 - 2 m (r) X + m (I'+ 1) = 2: Pi (x - aY a/-l

i=1

nema realnih nula, pa je m(r)2~m(r+1)m(r-1),

H~] (a; p) ~ H~+I] (a; p).

Ovim je zavrsen dokaz u ovom slucaju.

odakle sleduje
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PRIMEDBA:3° Primenjujuci (48), (49), (50) i teoremu 2 (c), (d), dobijamo opravdanje za

uvedene definicijeH~] u slucajevimar = -00 i r ~ + 00, tj.

(51) lim H~](a; p) = min (a),
r---+-oo

lim H~] (a; p) ~ max (a).
r---*+ 00

Teorema 33. Ako je 1;£ r ;£ 2, imamo

(52) H~] (a + b; p) ~ H~] (a; p) + H~] (b; p);

ako je 0;£ r ~ 1, vaii suprotna nejednakost. Jednakost vaii ako i samo ako je
r = 1 ili ako je a proporcionalno sa b.

Dokaz. Ako stavimo '¥ (I) = H~l(ta + (1- t)b; p), Ai= tai+ (1- t)bi, Bi=ai - bi'
imamo

(53)

gde je

n n n

Q= L AI Pj L A/-1 Pk L A{-3 B/ PI
j=1 k~l I~I

n n n

+ 2 LA/-I Pj L
A{-2 BkPk L

A{-I B,PI
j~1 k~1 1=1

Na osnovu C imamo P ~ O. PrimenjujuCi GA i zatim C, dobijamo

n n n

-2" Ar-l p "A r-2B P "Ar-IB pj jL., k kkL., I
I'j~1 k~1 '~1

n n

( (
n n

)
1/2

~ 2
j~1

A/-1 Pj
k~1

Akr-2 BkPk
I~

A{-2 B,p,
m~1

Amr Pm

- i A/-1 B'PI )~ O.
kl

Odavde za 0;£ r ~ 2 izlazi 2 P - r Q ~ 0, pa je '¥ konveksna funkcija za

l;£r;£2 i konkavna za O;£r;£1. Stoga je 2'¥(~)~'¥(0)+,¥(1)za 1~r;£2.

Za 0 ~ r;£ 1 vazi suprotna nejednakost. Odavde izlazi tvrdenje teoreme. Slucaj
jednakosti se dobija pomocu C i GA.

PRIMEDBE:4° Teorema 33 moze se prosiriti za r~ ::1::00, ali ako je 2<r< + 00 postoji e:>0
tako da za a = (I, e:, . .. ,e:) i b ~ (I, e:2,. . ., e:') nejednakost (52) ne vazi. Slican kontraprimer
moze da se nade i za - 00 <r<O.

7 Sredine i sa njima povezane nejednakosti
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5° Koliko nam je poznato, ove sredine i njihove osobine poticu od Beckenbacha [2]. Identiteti
(51) nalaze se u HLP, p. 62.

6° Alternativni dokazi (52) mogu se naCi u BB, p. 27, i u clanku [2] Beckenbacha.
7° Druge reference su: Bellman [2] i Hari das Bagchi i Chandra Maity [1].

4.2. Razni autori su generisali kolicnik (47) i teoremu 33. Tako su Mitrinovic
i Vasic [5] posmatrali izraz

M~S] (aX; p)

F(x) = M~'<](aX-k; p)

i dokazali sledece: Ako je r = s, tada je F monotono rastuca ili opadajuca
funkcija prema tome da Ii je rk>O ili rk<O. Ako je s<r, tada F ima

jedinstveni maksimum za x = ~; ako je s> r, funkcija F ima jedinstveni
r-s

maksimum u istoj tach
Slucaj r = s i PI = . . . = Pn ranije je posmatrao Kobayashi [1]. Metodi

dokaza zasnivaju se na elementarnom diferencijainom racunu.
Sada cemo detaljnije posmatrati jednu drugu generalizaciju. Neka je

(GIeser [I]):
M[U](a'

)
Q~u,V](a;p)= n ,p

M~] (a; p)

Tada, ako je u> v, nejednakost (r; s) implicira

Q~,V](a;p)~I,

( - 00 ~ u, v ~ + 00),(54)

(55)

sa jednakoscu ako i sarno ako je a[ = . . . = an,

Teorema 34. (a) Ako su a i p pozitivne n-torke i u> v, tad a je

Q~'
v]

(a; p) ~ min Q~'
v]

(a;; p);
l~i~n

(b) k
. d M

[v] ( . ) M
[u]

( . )A 0 je, pore toga, n a, P ~ak~ n a, p,

Q~u,v](a;p)~ max Q~u~~](a;;p).
I?i~n

tada je

Dokaz. (a) Bez teskoce mozemo proveriti da je
[

(n-1)-1
.~ (Pn-Pi) (M~~I (a;'; P)Y (Q~u~~](a{; P))u

)

/i

Q [U,v]
( . )

-

,~I
n a, p -- 1

(n-l)-1
i~

(Pn-p,) (M~~I (a{;p)r)v

n
gde je primenjena nejednakost (r; s) i Cinjenica da je (n - 1)-1

L (Pn - Pi) = 1.
i=1
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(b) Bez smanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je
ucinjene pretpostavke dovode do nejednakosti:

Tada

n

Pn(M~1 (a; p))U ~ 2,Piai+ PkM~ul (a;p)U,
i=1
iiok

te je

Ova nejednakost vazi i kada se u zameni sa v, te imamo

Q~,vl (a;p)<Q~~ll(a~;p).

PRIMEDBA:10 Sliean rezultat moze da se dobije izdvajanjem proizvoljnog podskupa a (videti:
GIeser [1]).

Teorema 35. Ako je v>O «0) fiksno i ako svi elementi pozitivne n-torke a
nisu medusobno jednaki, tada postoji jedinstveno Uo= 6 v (0<6<v) u kome
(Q~u,vI(a; p)tvdostize jedinstvenu minimalnu (maksimalnu) vrednost.

Dokaz. Mozemo pretpostaviti, bez smanjenja opstosti, da je al ~ . . . ~ an, Stavimo

g(U)=log(Q~,VI(a; p)Yv.

Jednostavna izracunavanja d<.ju

n

2, pjajU logai

g'(U)=vj~1
n

2, piajU
i~1

g" (u) =

Ako je v = 0, na osnovu C imamo g" > 0, pa je g' rastuca funkcija.
Dalje, ako je v>O, imamo

n~~o/
(U)=10g

[

nPnanv

]

<0,

2, pja;"
i~1

g'(O»O, g'(v»O.

Poslednje dye nejednakosti su posledice J-nejednakosti i konveksnosti 10-
garitamske funkcije. Ove cinjenice su dovoljne da potvrde tvrdenja teoreme ako
je v>O. Slucaj v<O razmatra se slicno.

lim g' (u) = 10g

[

~naL

]

>0,
n~+ 00 n

2, p,a;"
i=1

PRIMEDBE:20 Kako je Q~u,vI(a; p) Q~' ul (a; p) = 1, nije tesko formulisati slieno tvrdenje ako

se (Q~u, vI(a; p) )UV posmatra kao funkcija od v pri fiksnom u.

3° Specijalno, ako je 0< V< u, tad a je (Q~u, vI(a; p) )UV~ (Q~u, vI(a; p))"2 = I, slo je ekviva-

lentno sa fundamentalnom nejednakoscu (r; s).

7*
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4° Pretpostavimo Ii da je l~s<r, tada je
n

2: Pia;'
. i~1

tJ. An (a; p)'-s~
n

2: Pia;'
i~l

Ovaj rezultat, u slueaju jednakih teiina, dobio je Berkolaiko [1]. Jedan drukCiji dokaz
dao je Z. Mitrovic [1]. 0 opstem slucaju videti: Mitrinovic i Vasic [11].

5° 0 istrazivanjima izraza Q~u,v] (a; p) u drugom pravcu videti 5.1.

4.3. Drugi au tori su koristili sliene kolienike da bi uveli nove sredine (Gini [I],
Gini i Zappa [1], CastelJano [I)): Ako je P ~ q i definisimo

(

i aIP

]

p~q

B~p,q] (a) = i:1 (P=I=q),

2: aiq

i=1

Primetimo da ogranieenje P> q ne dovodi do smanjenja opstosti.

PRIMEDBE: 1° B~P,OI(a)=M!i](a) (p~O) i B~O,ql(a)=M~q](a)(q:;;;O). Pored toga B~p,p-l](a)

=H~](a). Prema tome, ove sredine obuhvataju, kao specijalne slucajeve, potencijalne sredine

i kontraharmonijske sredine.

Teorema 36. Aka je a pazitivna

(a) lim B~P'ql(a) =
B~P,P](a),

-q

n-torka j
P ~ q, tada je

(b) lim B~P,q](a)=max(a),
_+00

(c) lim B!i,q] (a)
= min (a),

q= - 00
(d) aka je m ~ 0, tada je B~q+m,q]

(a) ras-

tuca funkcija ad q, i, osim ako je a] = . . . = an, ana je stroga rastuca,
(e) B~P,

q]
(a) je rastuca funkcija ad p.

Dokaz. (a) Ovo se jednostavno dokazuje.
n n n

log 2: akP

I
. k~1

I ( )1m
~~ ogmax a

-+ 00 P
(b) log lim B~P,q]

(a) = lim
p->-+ 00 p->- + 00

log 2: akP-]og 2: akq

k~1 k=1

p-q

na osnovu primedbe 2.1. 7°.
(c) Dokaz je sliean onome pod (b).
(d) Dacemo dokaz sarno za m>O. Za m = 0 dokaz je sliean. Neka je

n n

f(q) = log 2: akHm -log 2: akq,
k~1 k=l

Tada je
n

2: akq+m log ak

f' (q) =
k~1

n

2: akq+m
k~l

n

2:
akq log ak

k~l

n

2:
akq

k~l
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Prema tome, dovoljno je dokazati da je g, definisano sa

rastuca funkcija po q. Ovo sleduje iz

n

L akq alq (log ak-Iog al)2
k,I~J

--:;::'0.

ct akq r
-

(e) Kako je Bl,:"
q]

(a) = Ml,:'-qJ (a; aq) i M~] (a; p) je neopadajuca funkcija, ima-

mo da je Bl,:"
q]

(a) neopadajuca funkcija od p -
q, gde je q fiksno, tj. B~P'

q]
(a)

je neopadajuca funkcija od p.

4.4. Drugi pravac generaliz2.cije sugerirao je Bonferroni [3]. Ako je a pozitivna
n-torka, definisimo

1

(
In

)
p+q

Ml,:',q] (a)
= -- L a/a/ ;

n(n-l) i#1
i,j~1

analogno se definisu opstije sredine Ml,:"
q, r]

(a), itd.

Teorema 37. Aka je a pozitivna n-torka, h>O i p>p-h>q, tada je

Ml,:"
q]

(a);;:; M~p--h, q+h]
(a).

Za dokaz ove teoreme videti Bonferroni [3].

Sledece sredine, koje je uveo Gini [2], predstavljaju dalje generalizacije:

[(

n )

J

I/(pe_qdJ

~ a. P. . . a. P
Bl,:',e;q,dJ(a)= d 11 Ie

(n )~ a. q. . . a. q
c 11 ld

(pc - qd eft0),

= lim B~P, e; q, d]
(a)

pc
q-+

d

(pc- qd= 0).

o osobinama ovih sredina videti: Gini [6] i Castellano [2].
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4.5. Mesane sredine. Neka je a data pozitivna n-torka, k (1 2; k 2;n) prirodan

b
.

0 V'
-->k -->k

k kroJ. znaclmo sa IXI, . . . ,Xk -tor e formirane od elemenata n. torke a

(takvih k-torki ima ukupno x = (;)).

Mesana sredina reda sit (- 00 2; s, t 2; + 00) od a definisana je sa

(57) M( . k) M
[s] (M [t] (-->k). I . )s,t, = . k IX;, ;;;;12;x.

PRIMEDBE:10 SledeCi specijalni slueajevi se nepos red no proveravaju:

M(s, t; 1) ~ M~] (a), M(s, t; II) ~ M~] (a), M(s, s; k) ~ M~] (a).

2° Neposredna posledica nejednakosti (r; s) je da je M (s, t; k) rastuea funkcija i od s i
od t. Prvi rezultat koji eerno dokazati odnosi se na osobinu rnonotonosti M(s, t; k) kao funk-
cije od k.

3° Ideje i glavni rezultati iz ovog odeljka potieu od Carlsona [2], [6] i Carlsona, Meanya i
Nelsona [I] i [2].

Teorema 38. Ako je s<t, tada je

(58) M (s, t; k - 1) ~ M (s, t; k);

ako je s>t, vazi suprotna nejednakost. U oba slucaja jednakost vazi ako i sarno
ako je a L= . . . = an,

Dokaz. Oznacimo sa ;t (1 2;j ~ k) kolekciju (k - 1)-torki od ;7. Tada je svako;~
jednako sa ;Z-I(I~h2;X'=(k~J) i svako ;Z-I pojavljuje se n-k+l puta

u kolekciji-;t(l~j2;k, 12;i;:::::x);primetimo da je x'(n-k+l)=xk.

Kako je M~](;nc~M~](M~~I(;t); 12;j;:::::k) za s<t, na osnovu (r; s),
Imamo

(59) M
[t] (-->k) > M

[sl (M [t] (-->~) . 1<
.
< k)k IXI = k k-IlXlJ, =J= .

Odavde, na osnovu (57), dobijamo

M(s,t;k)~M~](M~J(M~~I(;t); 12;j;:::::k); 12;i2;x)

= M~! (MLI (;7-1); 12; i 2;x') = M (s, t; k - 1),

gde smo koristili ranije uvedene oznake.
Ako je s> t, nejednakost (59) je suprotna; u oba slucaja nejednakost je

stroga osim ako je aj = . . . = an'
Sada cemo izvesti jednu nejednakost izmedu razlicitih mesovitih sredina.

Pretpostavimo da je k + I> n. Tada, ako je A= C), imamo

(60) ~kn;-/* 0 (I ;;;;i;;;;x, 12;j;:::::A).

Korisno je da uvedemo oznake

0',= M~] (;7) (I ;;;;i;:::::x), Tj= M~t](;;)

(-->k -->') (-->k -->/)
O'u= M

[5]
IX, n IXj, TU =

M[t] IX, n IXj .



(61) Tj = M~] ('ij; 1;;;; i;;;;x) (1 ;;;;j;;;;A);

(ili M[S] ( . l;;;;j;;;;A) (l;;;;i;;;;x).aj = A ail'
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Lema 39. Aka je k + I> n, tada je

Dokaz. Ako je t = :1:00 rezultat se neposredno dobija. Ako je t i= 0, na osnovu
(60), surna na desnoj strani je linearna kornbinacija t-tih stepena IX).Kako
se surniranje proteze na sve k-torke IX7, surna je invarijantna na perrnutacije
elernenata IX;. Stoga je desna strana rnultipl od Tj; ako stavirno a1= . . . = am
vidirno da je taj faktor jednak 1. Sliean dokaz se izvodi za t = O.

Teorema 40. Aka je s < t, k + I> n, tada je

(62) M (t, s; k) ;;;;M (s, t; I),

sa jednakascu aka i sarno aka je a1= . . . = an,

Dakaz. Prirnenorn forrnule (57), Ierne 39, nejednakosti (31) i (r; s) dobijarno

M(t, s; k)~M~J(ai; l<i<k)

=M~](M~](a;j; l;;;;j;;;;j,);

"S:M
[s](M[I] (T..' 1"S: I'"S:

,, ).
-

A k lj' - --
A,

=
M[S] (

T"
1 "S:J'"S: X )A J' --

= M(s, t; I).

Ovirn je zavrsen dokaz nejednakosti (62). Slueaj jednakosti sleduje iz
slueaja jednakosti u (31) i (r; s).

1 ;;;;i;;;;x)

1 ;;;;j;;;; A)

PR1MEDBE:3° Na osnovu primed be 1° vidi se da za k ~ I ~ n, nejednakosti (58) i (62) sadrze
(r; s) kao specijalan slucaj.

4° Rezultati teorema 38 i 40 u slucaju s<t mogu se sumirati na sledeci nacin:

(63) M~](a)~cM(s, t; 1);;;;M(s, t; 2);;;;... ;;;;M(s, t; n-I);;;;M(s, t; n)~M~](a);

VII Vii VII II
M~](a)~M(t, s; n);;;;M(t, s; n-l);;;;... ;;;;M(t, s; 2);;;;M(t, s; 1) ~M~] (a),

pri cemu su sve nejednakosti striktne osim za a1~ . . . ~ an'

5° Partikularan slucaj (62) je (videti 5.1):

(64)
((ab)I/2 + (bct2 + (Ca)I/2) ;;;;((a+b) (b~c) (c+a)tJ.

5. KONVERZNE NEJEDNAKOSTI

Pojarn konverznih ili kornplernentarnih nejednakosti definisan je u II. 4.
Sada cerno dokazati neke opste rezultate ovog tipa.

5.1. Granice za kolicnik potencijalnih sredina. Neka je n prirodan broj > 1, a
i p dye pozitivne n-torke, Pn= 1 i neka je za - 00 <s<r< + 00 kolienik
Q~'S](a; p) definisan sa (54). Tada, kako se vidi iz (55), Q~'S] irna donju gra-
nicu nezavisnu od n, a i p.
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Gornja granica sa takvom osobinom ne postoji jer je na osnovu teoreme

Qcr,$] ( . ) max(a)
sup n a, p =--.

- 00<s<r< + 00 min (a)

Medutim, ako posmatramo niz a takav da je O<m2,ak2,M (l2,k2,n),
takvu granicu mozemo da dobijemo i tada je

Q~,S](a; p) 2,~= M.
m

Specht [1] je dokazao da se ova granica moze poboljsati. Taj rezultat su
kasnije ponovo otkrili Cargo i Shisha [I] koji su takode dobili i kada vazi jed-
nakost, sto nije bilo sadrZano u clanku Spechta.

Teorema 41. Neka je n> I, P pozitil'lla n-torka, Pn = 1,0 <m ~ ak ~M (I ~ k ~ n),

~ =M, - 00 <s<r< + 00; tada je
m

(65)

gde je
1 1

( S ([3'- [3s) )r( r ([3'- [3') )
-.s-

rr s (~) = . -,
(r-s) ([3'-1) (s-r) ([3'-1)

(st#O),

(66)

1

rr, 0 (~) =
C IO:r~;~~:~I»)f( ;=~~n:

rr. s (~») ,

1

ro,s (~)= ( [3'/«(3s-1) \-~( =Iimrr.s (~»).
e log ([3'/«(3S-I») \ r--->O+

Neka je

8=8(r s)=~
{
~-~

}
(rs#O),,

s-r [3'-1 [3s-1

8(0, s)= lim 8(r, s)=~-~,
r-->-O- slog [3 [3$-1

8 (r, 0) = lim 8 (r, s) = 8 (0, r);
s---+o+

(67)

tada je 0<8< I i jednakost u (65) nastupa ako i samo ako postoji Ie {I, ..., n},

tako da je L Pk=8, ak=M(kEI), ak=m (k fl: I).
kEI

Dokaz 1. Definisimo

rr.$(~)=sup{xlx=Q~'S](a;p), p tako daje Pn=l, a takodajem2,ak~M}

pretpostavljajuci, sto ce kasnije biti i dokazano, da gornja granica ne zavisi
od n. Takode definisimo i

A={all2,ak2,~(l2,k2,n)},

P={piPn=I},

r r,$(~; p) = sup Q~'
$]

(a; p).
aEA
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Tada na osnovu jednostavnih osobina Q dobijarno

r r, S (~) = sup r r, s (~; p) = sup Q~'
s]

(a; p).
P0.P aE:A

pcP

Kako je rr, s (~) ~~, jednostavna izracunavanja dovode do sIedeCih iden-
titeta:

rr, s (~) = r -s, -r (~),

rr,s (~Y= rl,slr(W) (O<r<s< + 00),

ro, s (~)s= ro, I (W) (0 = r<s< + 00),

rr,s (~)-r = r -I, -sir (~-r) ( - 00 <r<O<s< + 00).

Prerna prethodnorn, dovoljno je izracunati rr,s u sIedeca tri sIucaja:
(i) O<r<s<+oo, (ii) O=r<s<+oo, (iii) -oo<r<O<s<+oo. Koristeci
(70), (71) i (72), ova tri sIucaja svode se na ispitivanje rid (t> 1) u sIucaju
(i); ro, I u sIucaju (ii), i r -J.t (t> 0) u sIucaju (iii). Kako je odredivanje ovih
granica jednostavno, posrnatracerno sarno prvi sIucaj.

Da bismo izracunali rl,t (~)(t> 1), posrnatrajrno najpre rl,t (~; p). Kako
je skup A kornpaktan, postoji hE A tako da je

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

n

L Pkb/
(rl,t(~;p)Y=(Q~I,t](h;p)Y=

(
k;1

)
t'

L Pk bk
k~1

Za neko i (l -;;,i -;;,n) stavirno

Tada, ako je 1 ~ x ;£~, funkcija <P definisana sa
ffi ( [I,t] . . )t pxt+(1-p)lXt
'V(x)= Qn (bp ...,bi-px,bi+l'...,bn, p) = (px + (l-p) 1X,)t

irna maksimum ili za x = 1 ili za x =~, sto sIeduje posrnatranjern izvoda <P'.
Prema tome, posta je i (l ~ i;£ n) proizvoljno, tacka h iz A definisana

sa (67) je takva da je bk= 1 ili ~ (l <k<n). Pretpostavimo da je Ie {I, ..., n}
takvo da je bk=~(kEEI), bk= 1 (kEEl), i stavirno y= L Pk(O-;;,y~ 1) (prirneti-

kE:I
rno da je mogucno da bude 1= 0). Tada je

r . (l-y)+yW ( .1. )j,t(~,PY=((1-y)+y[3)t ='f(Y) .

Stoga, na osnovu (68) je

rj,t (~)t = sup t/J(y)
O-;;'y;;;;1

i jednostavnim analiziranjern izvoda t/J' zakljucujerno da t/J ima maksimum u Yo'
gde je 0<yo=6(1, t)<l, pri cernu je 6 definisano sa (67), Dakle 1# 0 i

rj,t(~)=t/J(6(l, t»)llt,

8tO je vrednost data u (66).
SIucaj jednakosti se neposredno dobija iz prethodne analize.
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Dokaz 2. Znatno jednostavniji dokaz sleduje iz teoreme 1.33 izborom funk-
cije f pomocu f(x) = x'/S. 0 ovome videti clanak [13] Mitrinovica i Vasica.

PRIMEDBE: 10 ViSe klasicnih nejednakosti su specijalni slucajevi teoreme 41. StavljajuCi r ~ -1
i s ~ 1, dobijamo Kantorovicevu nejednakost (videti Kantorovic [1]);

(74)

1
sa jednakoscu ako i sarno ako postoji Ie {t, ... , n} tako da je Pk ~

2'
ak ~ M (k E I), ak ~ m (k EEI).

Specijalan slucaj ove nejednakosti je sledeca nejednakost:

(75)

sa jednakoscu ako i sarno ako postoji skup Ie {I, ..., n} koji sadrZi nl2 elemenata i ak ~ M (kEI),
ak ~ m (kEEl). Posebno, ako je n neparno, jednakost ne moze da nastupi. avo je Schweitzerova
nejednakost [1].

Henrici [1] je dokazao da nejednakost (75) implicira opstiju nejednakost (74); dovoljno
je da se zadrZimo na racionalnom nizu p i pretpostavimo da je Pk ~ qklQ (qk (1 ;;;k;;;n), Q
celi brojevi). Tada jednostavna izracunavanja pokazuju da se (74) svodi na (75).

Isti autor je takode dao direktan dokaz nejednakosti (74) zasnovan na metodu koji su
koristili P61ya i Szego da bi dokazali svoju nejednakost (videti nejednakost (84) koja daljc
sleduje).

Odredimo rJ./c,~kCI ;::k;;;n) na sledeCi naCin

ak ~ rJ.k M + ~km, ak-1 = rJ.kM-1 + ~k m-1.

Bez teskoce se zaklj ucuje da je (J(k~ 0, ~k ~ 0 (1;;; k ;;; n) i kako je

(76)

n n

imamo (J(k+ ~k;;; 1 (1 ;;;k;;;n). Ako stavimo (J(~ L (J(k Pic> ~~ L ~k Pb imamo
k~l k~l

n n
(77) «(J(+~)~ L «(J(k+~k)Pk;;; L Pk~1.

k~l k~l

Leva strana nejednakosti (70) jednaka je

( (M- m)2);;;«(J(+~)2 1+
4Mm

, . 2
(M + m)2

~«(J( + ~I --.-
4Mm I

(na osnovu GA)

(M + m)2
<..--
= 4Mm '

cime je zavrsen dokaz (74). Jednakost moze nastupiti sarno ako je (J(+ ~ ~ 1 i koristeci uslove
za jednakost u GA, ako je rJ.~~. Iz (77) prvi us10vi impliciraju (J(k+ ~k ~ 1 (1;;; k ;;;n) sto na
osnovu (76) daje da za svako k je (J(k~ 0 ili ~k ~ 0 pa stoga ak ~ M ili ak ~ m (1 ;;;k;;;n). Ako
je I takav podskup indeksa da je ak ~ M (kEI), drugi uslov implicira L Pk ~ L Pk ~ yl/2.

kEI kEEl

2° Beckenbach [3] je generaIisao teoremu 41 pretpostavljajuci da je m;;;ak;;;M (no;;;k;;;n) za
neko no (O;;;no;;;n). Njegov clanak sadrZi aIternativni dokaz Spechtovog rezuItata koji ce
biti dokazan u IV.6.2.
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3° Drugi dokaz teoreme 41 koji je dao Goldman [I] zasnovan je na nejednakosti (koju je za
r ~ -1, s = 1 dobio Rennie [I]): Ako je rs< 0, vazi nejednakost

(78) (MS-mS) M~] (a; p)'-(M'-m') M~] (a; p)S~MS m'-M' mS.

Ako je rs>O, vazi suprotna nejednakost. Da bismo izveIi (65), napisimo (78) u obliku

(M
[S]

) (M
[']

)
'(-_1'

- )(M'-m' ) --"- + (~ )(ML~S~ ) --"- ~
MS m'-M' mS

,
s-r rm' m s-r smS m (s-r) m' mS

odakle primenom GA dobijamo
, S

(' (M'-m' )(M~])
S

)
- S-' ((Jyfs-ms \

(

M~]

)
')S-'-~ Ms m'-M' mS

rm' m, smS ) m (s-r) m' mS
tj. (65).

4° Slucaj r ~ 1, s> I ranije je posmatrao Knopp [3].
5° Sledece relevantne reference su Diaz i Metcalf [I], Diaz, Goldman i Metcalf [I],
[I], Marshall i Olkin [I], Mond [I], Mond i Shisha [1-4], Newman [1], Cargo [2].

Lupa~

5.2. Granice za razliku potencijalnih sredina. Neka jc

D~'
s]

(a; p) = M~] (a; p)
- M~I (a; p).

Tada, na osnovu (r; s), irnarno

D~'
s] (a; p) ~ 0 (r ~ s),

pa slicno kao za Q rnozerno postaviti pitanje da Ii postoji gornja granica za
D nezavisna od n, pia pod uslovom da je a pogodno izabrano. Jednu takvu
granicu dobili su Mond i Shisha [1, 2] i ona ce biti data u teorerni 44.

Najpre cerna dokazati dye Ierne.

Lema 42. Neka je O<m<M, - 00 <r<s< + 00,

(79) M'-m'a=
MS-mS '

f(x) = r (x' - IXXS - ~);

tada je f(x)~O (m<x<M) sa jednakoscu ako i samo ako je x=m ili x=M.

Dokaz. Jednostavna izracunavanja pokazuju da f' irna jedinstvenu nulu na
(0, + 00) i, kako je f(m) =f(M) = 0, dovoljno je dokazati da je f' (m»O.

Kako je f'(m)=rm'-I(r-asmS-'), koristeCi (79) i stavljajuCi x=M/m
dovoljno je pokazati da je g(x»O za x>l, gde je g(x)=rxs-sx'-(r-s).
Kako je g(1)=O i g'(x)=rsx'-I(xS-'-I»O za x>l, dokaz je zavrsen.

Lema 43. Ako M, m, IX,~, r, s imaju ista znacenja kaa u lemi 42 i aka je

h (x) = xl/s - (IXX + ~)l/' (rscF0),

(M )
(x-mS)/(MS-mS)

=xl/s-m --
m

(r = 0),

(M )(x-m')/(M' -m')

= m -- - Xl/'
m

(s = 0),

kao i
1= [min (MS, mS), rnax (MS, mS)] 1= [M', m'] (s = 0),
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o

tada postoji jedinstveno YEI, u kome h uzima maksimalnu vrednost u I. Dalje,

h(y)=(OMs+(l-O)ms)I/S - (OMr+ (l-O)mr)1/r (rs7"'0),

= (0 MS + (1 - 0) mS)I/s - Me ms-l-0 (r = 0),

=MOml-0_(OMr+(l-O)mr) (s=O),

gde je

0=
_y-mr
Mr - mr

(s = 0).

Dokaz. (i) rsoFO. Kako je h(mS)=h(MS)=O i h(x»O (XEI), jasno je da

YEI i h'(y)=O.
Pretpostavimo da postoje dye tacke Y1, Yz (Yl <Yz) takve da je h (Yl)

= h (Yz)= sup {h (x) IxEI}. Ako je h' (x) = 0, jednostavna izracunavanja pokazuju
da je tada

h" (x) = r1 x(1-zs)/s (ax+ b)-1 (a (r1- r-l) x + b (r1 - 1).

Kako je h" (Yi) ;;;;:
°

(i = 1, 2), iz prethodnog sleduje da je

s-l(a(rl-r1)Yi+b(rl- 1);;;;:0 (i= 1,2).

Odavde sIeduje da ako je Y/ <x<Yz i h' (x) = 0, tada je h" (x)<O. Kako,
medutim, h mora da dostigne minimum u (Y/, Yz), ovo dovodi do kontradikcije,
cime je dokazana jedinstvenost tacke y.
(ii) Slucajevi r = 0, s =

°
rnogu da se ispituju na analogan naCin.

(iii) Pre ostali deo Ierne dokazuje se jednostavnirn izracunavanjima.

Teorema 44. Neka su M, m, IX,~, r, s, h, Y, (} isti kao u lemi 43. Ako je n> 1,
m~ak~M (1 ~k~n), tada je

(80) D~'
,j

(a; p);;;;:h (y)

sa jednakoscu ako i samo ako postoji IC{I,...,n} tako da je LPk=O,
kEI

ak=M (kEI), ak=m (kEf I).

Dokaz. (i) rsoFO. Primenom Ierne 42 dobijamo

(81)

sa jednakoscu ako i sarno ako je svako ak jednako M ili m. avo, na osnovu
Ierne 43, daje (80) sa jednakoscu ako i sarno ako je svako ak jednako M ili

n

m i Y = L Pk aks, sto posle jednostavnih izracunavanja dovodi do dokaza teo-
k=1

reme u ovom slucaju.

(ii) Ako umesto Ierne 42 primetirno da je za m ~ x;;;;: M, q>
°

sa jednakoscu ako i sarno ako je x jednako M ili m, tada takode mczerno
dobiti (81) u slucajevirna r =

°
ili s = 0, cime je dokaz zavrsen.
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PRIMEDBA: 10 Slucaj r~' I, s > 0 ranije je posmatrao Knopp [3]. Ovaj slucaj se bez teskoce
dobija iz teoreme 1. 34 (videti MitrinoviC-Vasic [13]).

5.3. Konverzne nejednakosti za nejednakosti C, HiM. Ove konverzne nejed-
nakosti mogu se dobiti kao posledice prethodnih rezultata.

M bkl/q
~= ..- i pretpostavimo da je m S;

---
S; M

m - Ckl!q--

dve pozitivne n-torke, p> 1, .L -I-
1

=. 1,
P q

(I-;::;.k<;,n). Tadaje

Teorema 45. Neka su hie

1 I 1 I

Ct bkP(Ct Ckqt -;::;.
(t~~q) h-~-q

)P-(_~P;l_)q.

Neka je e = !..- ( !i_- - ~ ). Tada jednakost u (82) nastupa ako i
p+q I-~-q ~P-l

samo ako postoji Ie {I, . . . , n} tako da je (1- e) 2: bk Ck= e 2: bk Ck
k,=1 kEEl

bkl/q Ck-Ifq je jednako M kada kEI odnosno jednako m ako je ktlI.

(82)

s = p, r = - q, ak =

PRIMEDBE: 10 Pretpostavimo da je O<;'ml <;,bk-;::;.Mp 0<m2-;::;'ck-;::;'M2 (I-;::;'k-;::;'n), pri cemu je
m rm2 < M, M2. Tada, ako je p proizvoljna, pozitivna n-torka vazi

(~ )1/2-;::;.(bk Pk):/~<;, (Ml )I/2

M2 (Ck Pk) / m2

pa iz nejednakosti (82) sleduje

(83)

o ovoj nejednakosti videti Watson [I] i Greub i Rheinboldt [I]. Slucaj PI ~ . . . - Pn 0' 1
dokazali su P61ya i Szrgo [I]:

(84)

2° Ncposredno sleduje da je (84) specijalan slucaj Kantoroviceve nejednakosti (74). Vazi i
obrnuto.

3° Svaka od n~jednakosti (74), (83) i (84) moze se izvesti iz integralnog oblika nejednakosti
(75) (videti M, p. 60).

4° Alternativni dokaz ovih n,,:jednakosti dali su Diaz i Metcalf [I] koji su najpre dokazali
sledecu elementarnu nejednakost.

Teorema 46. Ako su hie pozitime n-torke tahe da je 0 < m ~ ~"--;::;.M (1 ~ k -;::;.
bk

~n), tada je

n n n

(85) 2: Ck2-1-mM 2: bk2-;::;'(m-l-M) 2: bkck
k~1 k~1 k-I

.
d k

v,
k

. k
. Ck

I k k (I ksaJe na oscu a 0 I samo a 0Je -=m ii M,za sva 0 -;::;. -;::;'n).
bk
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Dokaz. Iz pretpostavki teoreme sIeduje

bk2(;:-m)(M-~:)~0 (I~k~n),

odakle sumiranjem po k dobijamo

n

L (Ck - mbk)(M - Ck) ~ 0,
k~1

a to je upravo (85).

Pokazimo sada kako se (84) dobija iz (85). Stavimo m = -~, M = M2 .M, m,
Tada iz (85), posle jednostavnih transformacija, dolazimo do nejednakosti (84).

Teorema 47. Neka su p, q, m, M, ~, 6 isti kao u teoremi 45 i neka su b i c
dve pozitivne n-torke takre da je

( Ck )
llq

m~
bk+C~

~M.

Tada je

~
p+q (~_ )IIP (~P-=-!)

I/q

~p-~-q l-~-q p

sa jednakoscu ako i sarno ako: (i) postoji Ie {I, . . ., n} tako da je

(1-6) Lbk(bk+Ck)P-I=6 Lbk(bk+Ck)P-l i (~ )
I/q

-M (kEI),
kEI kEEl bk + Ck -

bk I/q
- =m
bk + Ck

(k(f=I) i

(ii) postoji J e {I, . . . , n} tako da je

(1-6) LCk(bk+Ck)P-l=6 L ck(bk+Ck)P-l i (~~ )
I/q

=M (kEJ),
kQ k~ ~+~

(~ )
I/q

= m (k EfJ).
bk + Ck

Dokaz. OznaCimo desnu stranu u (82) sa E. Na osnovu teoreme 45 Imamo

n n n

L (bk+Ck)P= L bk(bk+ Ck)p-l + L ck(b~+Ck)P-l
k=l k~1 k~l

~ E-I(J/kPrp
Ct

(bk+Ck)prq +E-1Ct CkPfP
(Jl

(bk+Ck)prq,

odakle sIeduje navedeni rezuItat.

PRIMEDBA:5° Ovaj rezultat su izveli Mand i Shisha [2].
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Teorema 47. Neka su b i c dl'e pozitivne n-torke, p> I, ~+l_= 1, O<m~
p q

Dokaz. Ovaj rezultat sleduje iz teoreme 44 na isti naCin kao sto teorema 45
sleduje iz teoreme 41.

PRIMEDBA:6° U sIucaju p ~ 1 i p ~ 2 konverzne nejednakosti drugaCijeg oblika dobio je Bene-
detti ([1], [2]) koji je ispitivao maksimalne mogucne vrednosti ovih sredina ako su clanovi a
ograniceni na jednom konacnom skupu vrednosti. Medutim, ovo izlazi iz okvira ove knjige.
Za dalje reference 0 ovoj materiji videti knjige BB i M.



Poglavlje IV:

Kvaziaritmeticke sredine

1. DEFINICIJE I JEDNOST AVNE OSOBINE

Ako stavimo <1>(x) = x' (rc,t:0), <1>(x) = log x (r = 0),

M~] (a; p) = <1>-1()- i Pn <1>(ak)
)

,
n k~1

Imamo

8to sugerira sledecu definiciju:

Definicija 1. Neka je ml' m2E R i neka je M: [ml' m2]--+ R neprekidna i strikno
monotona funkcija; neka je a n-torka takva da je ml;;' ak;;' m2 (l :;;;,k:;;;,n), p
nenegativna n-torka sa Pn = 1. Tada je kvaziaritmeticka M-sredina od a sa
tefinama p definis~,na sa

(1)

PRIMEDBE: 10 Koristicemo se oznakama Mn i MI (a; p) onako kako je objasnjeno u II. 3.4 ako
to ne bi stvaralo zabunu.
ZO Pod pretpostavkama u definiciji 1, M-' postoji, neprckidna je i strogo monotona funk-
cija na segmentu [min (M (m,), M (m2»), max (M (m,), M (m2»)].

3° Posto smo zahtevali da ak pripada domenu M, nismo pretpostavljali da je a pozitivno.
Naravno, ako je [m" mJCR:, to ce biti slucaj. Primetimo takode da m" m2 ne moraju
da su konacni dok elementi od a moraju biti konacni.

4° Kao sto smo primetili, ako je M (x) ~ x' (r"",O), M (x) ~ log x (r = 0), [m" m2] = [0, + 00],

tada je Mn (a; p) ~ M~] (a; p). Drugi primer dobijamo uzimajuci da je M (x) =
gX (g"", 1),

M(x)~x(g~ 1), [m" m2] ~ [-00, + 00]. Tada je

Mn (a; p) ~ Mn,g (a; p) ~ logg
U~ kt.

Pk gak)

~An(a;p) (g~l).

Ove sredine ZQvu se eksponencijalne sredine. Njih su detaljno proucavali Bonferroni [1]
i Pizzetti [1]. Takode videti: Gini [6]. Od interesa su i druge sredine koje su ispitivali ovi autori,
a koje su takode specijalni slucajevi kvaziaritmetickih sredina. Tako, ako Il. oznacava sredinu,
stavljajuci M(x) ~gl/X (g"",O, I; g>O), imamo

(2)

n

g'/IJ. ~ 2: Pk
gl/ak

k~l

ako je M (x) = xx:

(radikalne sredine);

n
1l.IJ. ~ 2: Pk akak

k~l
(bazicno-eksponencijalne sredine);

112
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i ako je M (x) ~ xl/X:

n

ILI/IJ.= L Pkakak

k=1

Primetimo da u poslednja dva slucaja, da bismo obezbedili monotoniju M, moramo a
ograniciti na sIedeci nacin: ak~ lie (1 :;;;'k:;;;'n).

Navescemo neke nejednakosti koje vaze za ovako definisane sredine.

(a) Nejednakost izmedu bazicno-eksponencijalne i eksponencijalne sredine: Ako je a pozitivna
n-torka, vazi

(bazicno-radikalne sredine).

n n

L aiai ~ L (An (a)ti

;=1 ;=!

sa jednakoscu ako i sarno ako je a, = . . . = an.
(b) Nejednakost izmedu bazicno-eksponencijalne i
n-torka, tada je

potencijalne sredine: Ako je a pozitivna

sa jednakoscu ako i sarno ako je a I = . . . ~ an.

(c) Nejednakost izmedu radikalne i bazicno-radikalne
tada je

sredine: Ako je a pozitivna n-torka,

n n

L ail/a;:;;;, L (An (a»)I/ai

i~1 i=1

sa jednakoscu ako i sarno ako je a, ~ . . . = a".
(d) Nejednakost izmedu aritmeticke i eksponencijalne sredine: Ako je a pozitivna n-torka,
tad a je

" "L a;~ L (M~](a)Y;,
;=1 i~1

gdeje r<maxx i x~{ak I ak< M~](a)}, sa jednakoscu ako i sarno ako je al ~... ~an.

Dokazi ovih nejednakosti mogu se naci u Pizzettievom clanku [1]. Ove nejednakosti mogu
se is to tako dokazati primenom opsteg rezuItata, izlozenog u 2.

5° Od in teresa su trigonometrijske sredine koje su posebno ispitivali Pratelli [1] i Jecklin [9].
Ove sredine su takode specijalni sIucajevi kvaziaritmetickih sredina.

~
Ako stavimo M (x) = cos x i 0 :;;;'ai<

2'
dobijamo sinusnu sredinu Sn:

n

L Pi sin a;

S"
(a)=arcsini=1

II

LPi
i=1

~
Ako stavimo M (x) ~ cos x i 0 <::::a<- dobijamo kosinusnu sredinu ell:- I

2'
n

L Pi cos a;
ell(a)~arccos

i~1
n

LPi
i~1

8 Sredine i sa njima povezane nejednakosti
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7t"
Ako stavimo M (x) ~ tg x i 0 < a< - dobijamo tangensnu sredinu 1',n :,

2'

n

L pjtgai

Tn (a)~arctg i~1
n

LPi
i~1

7t"
Najzad, ako stavimo M(x)~cotgx i O<aj<-, dobijamo kotangensnu sredinu CT,,:

2

n

L Pi cotg aj

CTn (a) ~ arccotg
j~1

n

LP'
i=1

Sada cemo navesti neke nejednakosti koje vaze za aritmeticku, geometrijsku, harmo-
nijsku, kvadratnu (potencijalnu sredinu za r ~ 2), sinusnu, kosinusnu, tangensnu i kotangensnu
sredinu:

Ako je a n-torka takva da je aiE (0, -i-) (i ~ 1, . . . , n) i ako svi aj nisu medusobno

jednaki, vaze nejednakosti

H<CT<G<S<A<C<T<Q

H<CT<G<S<A<C<Q<T

H < CT < S < G < A < C <
Q

< T

za XTC ;;;;ai;;;;xTQ;

;;;;aj;;;;xGs;za XTQ

za XGS

H < S < CT < G < A < C <
Q

< T

S < H < CT < G < A < C <
Q

< T

S < H < G < CT < A < C <
Q

< T

gde A, G, H, Q, S, C, T, CT oznacavaju

tnu, sinusnu, kosinusnu, tangensnu i
redom aritmeticku, geometrijsku, harmonijsku, kvadra-
kotangensnu sredinu u slucajevima jednakih tezina.

V-Z
" d

"
2

.
d ,"tg x ~ -, xTQ Je nacme cotg x --~ x, XGS Je nacme

2
Dalje XTC oznacava resenje jednacine

.
d ,'

(2:
cotg x ~ x, XCTS Je nacme cot!!, x ~ ~-,

2
(sva ova resenja treba uzeti iz (0, 7t"/2).

Dokazi ovih nejednakosti mogu se nad u clanku [9] Jecklina. One se, takode, mogu
dokazati prime nom opsteg rezultata iz IV. 2.2.

6° Jos vaznije od gornje primc:dbe 3° je cinjenica da dozvoljavamo da p bude ne sarno
pozitivno nego i negativno (sa P"

~ 1, tako da svi Pk nisu nule). Posledice ove generalizacije
na ranij.~ rezultate nije tesko analizirati. Razmotrimo tri osnovne nejednakosti (r; s), H u
obliku (III. 28) i M u obliku (III. 30) (sarno za konacno r is). Ocigledno, ovo prosirenje
znaci da prvobitna tvrdenja za sredine reda r ukljucuju nejednakosti reda k (1;;;;k ;;;;n). Sto se
tice slucajeva jednakosti, oni moraju biti preformulisani kao sto sleduje: Potrebno je da uslovi
za jednakost budu p:"imenjeni sarno na one clanove niza koji su pridruzeni tezinama razlicitim
od nule. (Tako, na primer, za (r; s) za izvesno IXvazi aj = IXza svako i za koje Pi> 0). Posebno,
jednakost vazi ako je pj ~ 1 za neko i, dok je Pk ~ 0 za ki= i.

Sto se tice Radoove nejednakosti (II. 38), na primer, ili je
P" = 0 u kom slucaju je

nejednakost trivijalna, sto predstavlja jedan drugi iskaz jednakosti, ili je Pni=O kada, kao
ranije, prethodna tvrdnja ukljucuje sve nejednakosti za 2;;;;k";;ni kada slucaj jednakosti ostaje
nepromenjen. Na slican naCin mogu se diskutovati nejednakosti kao (III. 46), (III. 44), itd.

2
XHS jednaCine tg x ~ - i xCTG resenje jednacine tgx ~ 2x

x
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U sledeCim razmatranjima biee pretpostavljeno da svi nizovi a, p i funk-
cije M zadovoljavaju razliCite uslove definicije I. Medutim, u primenama na
partikularne slueajeve, i u diskusiji nejednakosti tipa Radoa, mi eemo, radi
uproscenja, obicno uzimati da je p pozitivna n-torka, ne pretpostavljajuCi da
je Pn = 1. Dalje, u svim diskusijama koje se odnose na vise sredina, nizovi a
moraju ocigledno biti ograniceni na preseke pridruzenih intervala (ml, m2].

Sledeea lema daje izvesne jednostavne osobine kvaziaritmetickih sredina.

Lema 2. (a) Akv je al =... =an=m, ml<m<m2, tada je Mn(a;p)=m.
(b) Ako je a<h, tada je Mn (a; p) ~ Mn (h; p) sa jednakoscu ako i samo ako
je aj = bi' pri cemu je Pj> O.

n
(c) Postojijedinstveno m(min(a)~m~max(a)), takodajeM(m)= 2, PkM(ak)'

k~1
Pored toga, osim ako su svi aj medusobno jednaki kada je Pj> 0, postoje aj koji
su manji od m i oni koji su veri od m.

(d) Ako je n ~ 2 i ako su dati aim (min (a) ~m ~ max (a)), postoji p tako
da je Mn (a; p) = m; p je jedinstveno osim ako je n = 2.

(e) Ako je p<q, tada je Mn (a; p) ~ Mn (a; q).

Dokaz. (a) i (b) je trivijalno.
n

(c) neposredno sleduje iz definicije I i cinjenice da je 2, Pk (M (m) - M (ak)) = 0,
k~1

sto povlaCi, osim u slucaju kada su svi clanovi zbira jednaki nuli, postojanje
i clanova koji su pozitivni i clanova koji su negativni.
(d) je neposredna posledica cinjenice da je m za dato a neprekidna funkcija
za kompaktan skup P na zatvoren:>m intervalu [min (a), max (a)].

PRIMEDBE:7° Ova lema opravdava koriscenje reci sredina u definiciji 1 i uopstava teoreme
II. 2 (d), II. 5 (d) i III. 2 (a).

8° Isto tako ova lema tvrdi da je za dato M kvaziaritrneticka sredina od a sa tezinom p
odredena. Stoga je prirodno postaviti pitanje da Ii i obrnuto, poznavanje svih sredina odre-
duje M; ili sto je ekvivalentno, kada je za dYe funkcije FiG, F sredina od a sa teZinorn p
jednaka G sredini sa tezinorn p, da Ii je tada F identicki jednako G?

(e) je jednostavna posledica cinjenice da je M striktno monotona funkcija.

Teorema 3. Da bi za svako a i P vaZi/o Fn (a; p) = Gn (a; p), potrebno je i dOl'oljno
da za neko realno oc(oc*O) i ~ vazi F= ocG +~.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je F=ocG+~(oc*O). Tada je

F(Fn (a; p)) =
kt

Pk F(ak) =
kt

Pk (ocC (ak) +~) = oc
Ct

Pk G (ak)) + ~

= ocG (Gn(a; p)) + ~= F(Cn(a; p)).

Odavde, na osnovu Ierne 2 (c) imamo Fn (a; p)= Gn(a; p).
(ii) Dokazimo sada obrnuto tvrdenje. Neka je dato p = (p, , P2)' gde je PI + P2= I.
Pretpostavimo da je F2 (a, p) = G2 (a, p) za svako a, tj. da je, za svako a = (ap a2)'
F-1 (PI F(al) + h F(a2)) = G-1 (PI G (a,) + P2 G (a2)). Izmenimo oznake, stavljajuei
<J>=FoG, Xl =F(al), x2=F(a2)' Tada zakljucujemo da za svako (Xl' X2) vazi

<J>(PI XI + P2 X2) = PI <J>(XI) + P2 <J>(X2)'

S.
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Na osnovu ovog (Aczel [21, p. 49]) zakljucujerno da je <I> afina funkcija, tj.
daje <I>(x)=atx+~ za neko at i~. Dakle, FoG-1(x)=atx+[1, tj. F(x)=atG(x)+~.

PRIMEDBE:9° Kako je -M linearna funkcija od M, mogucno je zahtevati u definiciji 1 da
je M striktno rastuca.
100 Primetimo da se, primenom ovog rezultata, geometrijska sredina moze prirodnije uklo-
piti u familiju potencijalnih sredina. Stavimo sada

x

p[r](x)
= Jtr-1dt= xr~l- (r*O),

I

Tada za r=O imamo F~OI(a;p)=Gn(a;p)~M~O](a;p) i za r*O, F~l(a; p)~M~](a;p)
na osnovu teoreme 3. Slican postupak moze da se iskoristi da bi se Mn 1 uklopilo u skalu
Mn, g sredina (videti primedbu 4°). '
110 Kao primenu rezultata teoreme 3, mogucno je definisati metriku u klasi C neprekidnih
monotono rastucih funkcija na [rn, M] normalizovanih tako da, ako FE C, vazi F(rn) ~ rn,
F(M) ~ M. Metrika je definisana na sledeci nacin: p (F, G) ~ sup {t It ~ :Fn (a; p)-Gn (a; p) I,
p >0; Pn ~ 1, rn;;'ai;;'M}, gde je n dati prirodan broj. (0 ovome videti Cargo i Shisha [2]).
Ova metrika je homomorfna sa metrickim prostorom C dobijenim koriscenjem uobicajene sup
norme. Ovaj prostor je ogranicen ali ne totalno ogranicen metricki prost or.

12° Ove sredine su detaljno ispitivane u HLP. Takode se mogu naci iuS. Teoremu 3 doka-
zaJi su Knopp [2] i Jessen [1]; izvesni elementarni komentari 0 njima mogu se nati kod
Jecklina [3].

Vise puta je do sada isticano da su potencijalne sredine specijalni sluca-
jevi ovde uvedenih opstijih sredina. Sad a cerno pokazati da su one jedine
sredine koje irnaju izvesna svojstva hornogenosti (Nagurno [I], de Finetti [I],
Jessen [3]).

F[O] (x) ~ log x.

Teorema 4. Neka je M: (0, + 00 ) --+ R neprekidna i strogo monotona funkcija i
pretpostavimo da je Mn(ka;p)=kMn(a;p) za svako k>O i sve pozitivne n-torke
a i p. Tada, za svako pozitivno a i p i neko r ( - 00 <r + 00), vazi Mn(a; p) =

= M~](a; p).

Dokaz. Potencijalne sredine ocigledno su homogene u ovorn srnislu. Prema
teorerni 3 rnozerno pretpostaviti da je
(3) M(I)=O.

Tada je, na osnovu pretpostavki,
je F(x) = M(kx). Na osnovu teorerne
da je

Mn(a; p) = k-I Mn(k a; p) = Fn(a; p), gde
3 postoje at(k) i ~(k) (at(k) 7'"0), tako

F(x) = M(kx) = at(k) M(x) + ~(k).

Na osnovu (3) dobijarno ~(k) = M(k), pa za svako pozitivno x i y vazi

M(xy) = at(y) M(x) + M(y).

Perrnutujuci x i y i oduzirnajuci od (4), dolazirno do
1X(x)-1

-
ex(y)-1

M(x) - M(y)
,

odakle se vidi da je funkcija
ex-L konstantna, recirno e. SrnenjujuCiovo u (4),

M
dobijamo da M zadovoljava funkcionalnu jednacinu

(5) M(xy) = eM (x) M(y) + M(x) + M(y).

Treba razlikovati dva slucaja: (i) e = O. Tada se (5) svodi na

(4)

(6) M(xy) = M(x) + M(y).
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Opste neprekidno resenje ove funkcionalne jednacine za x> 0 je M (x) =
= A logx (videti: Aczel [21, p. 48]), odakle, na osnovu teoreme 3 imamo

Mn(a; p) = Gn(a; p).

(ii) C'FO. Tada. stavljajuci F = 1 + eM, iz (5) dobijamo F(xy) = F(x) F(y). Opste
neprekidno rdenje ove jednaCine je F(x) = xr (Aczel [21, p. 48]), pa je M(x) =

xr-1
d 3

. ( [r]
= --. 0 atle, na osnovu teoreme , Imamo Mn a; p) = Mn (a; p).

c

PRIMEDBA: lr Gornji dokaz dao je Jessen (HLP, p. 68) i on je jednostavniji od onog koji
je dao de Finetti [1].

2. KOMP ARABILNE SREDINE

2.1. Zadrtacerno se na generalizaciji nejednakosti (r; s), koja vazi za kva-
ziaritrneticke sredine. Rezultat koji cerna dobiti, teorerna 8, daje jedan drugi
dokaz nejednakosti GA, kao i dokaz (r; s)-nejednakosti.

Koliko narn je poznato, prvi je Jessen [1], [2] dosao do ovog rezultata.
Takode videti HLP, 3.4 i 3.9.

Definicija 5. Za FiG sredine kazemo da su komparabilne (uporedljive) ako
funkeije FiG imaju iste domene i ako je ili Fn(a; p) -;;;,Gn(a; p) ili Fn(a; p) ~
~Gn(a; p) za sre pogodno izabrane n-torke a i p.

PRIMEDBE: 1° Nejednakost GA kazuje da su aritmeticka i geometrijska sredina komparabilne.
Nejednakost (r; s) kazuje da su dye potencijalne sredine komparabilne.

2° CiIj ovog odeljka je da se nadu potrebni i dovoljni uslovi za FiG tako da bi FiG
sredine bile komparabilne.

Lema 6. Neka su FiG dre neprekidne funkeije na [a, ~]. Tada, ako je F
strogo monotona i konreksna funkeija u odnosu na G, imamo

(7)

za sre n-torke pia pod us!ovom da je a -;;;,ak -;;;,~ (1 -;;;, k -;;;, n). Ako je F striktno
kOnl'eksna u odnosu na G, jednakost u (7) vazi ako i samo ako je Pi>O i ako
su sri ai medusobno jednaki. Ako je F konkarna funkeija u odnosu na G, vazi
suprotna nejednakost.

Dokaz. Stavirno b = F(a), Cl>= G oF~ 1. Nejednakost (7) svodi se na

Cl>(An(b; p)) -;;;'An(Cl>(b);p),

sto je, u stvari, nejednakost J. Drugi cleo teorerne sleduje iz slucaja kada u J
vazi jednakost kao i iz cinjenice da je - Cl>konveksna kada je Cl>konkavna
funkcija.

PRIMEDBA:3° Ovaj jednostavan rezuItat bio je ponovo otkriven vise puta (videti, na primer,
Bonferroni [2], Bullen [1,8], Cargo [1], Shisha i Cargo [1], Chimenti [1], Jecklin [1,3], Lob [1],
Watanabe [ID. Zbog slabih pretpostavki lema 6 moze se primeniti na dobijanje rezultata do
kojih se ne moze doci pomocu teoreme 8 koja je kasnije navedena. Tako su Bonferroni i
Giaccardi [I] primetili da je Xf-+ F(x) ~ x log x konkavna funkcija i stoga, na osnovu Ierne 6,
Imamo
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Lob je koristeCi F(x) ~ sin x (0;S::;x;S::;TCj2),dokazao nejednakos

Ak
.

0 (S-r )
rIS

(I k ) .
k

. . .Posledica 7. 0 je ;s::;r < s, -

.

;s::;ak ;S::;;S::; n , I a 0 je P poz1llvna n-tor-s~r
ka, tada je

(8)

sa jednakoscu ako i samo ako je at = . . . = an-

Dokaz. Ako stavirno F(x) = xr (r*O), G (x) = ~, zakljucujerno da je GoF-1
1 +XS

striktno konveksna funkcija za 0 <r <s i xslr ~ s-r. Rezultat u ovirn slucajevirna
s+r

sleduje iz Ierne 6. Ako je F (x) = log x, dolazirno do rezultata za slucaj r = O.

PRIMEDBE:40 Nejednakost (8) u partikularnorn slucaju za jednake tezine i s ~ 1 i r ~ 0 dao je
Henrici [1]. Takode videti Mitrinovic i Vasic [8], Bullen [5], Kalajdzic [1].

5° Gornji rezultat zavisi
1

od striktne konveksnosti funkcije <D date sa <D(x) ~ ..--

l+xsfr
1

'1" (x) ~
- (s>O) za x;:o.l. Ako posrnatrarno funkciju f tak-
1~~x -

.
s~-r

(s;:O;r>O) za xslr;:o; - -- ilis+y
1

vu da je XI->- -- -. striktno konveksna za oc;S::;x;S::;~,nejednakost (8) rnozerno generalisati
1 +f(x)

na sledeci nacin:

Pn i Pk

1 +f(An (a;
P»;S::;

k~117f(akj'

gde je oc;S::;ak;S::;~(1;S::;k;S::;n).Jednakost vazi ako i sarno ako je aj
~'" ~an-

(9)

Teorema 8. Neka
na istom intervalu,
ke a i P vazi

su FiG dre striktno monotone neprekidne funkcije definisane
i neka je G rastuca funkcija. Tada za sve odgovarajuce n-tor-

(10)
F"

(a; p);s::;
G"

(a; p)

ako i samo ako je F konveksna u odnosu na G. Ako je F striktno konveksna
u odnosu na G, jednakost vazi ako i samo ako su svi ai jednaki uz Pi>O. Ako
je G opadajuca ili F je konkavna u odnosu na F, u (10) vazi suprotna neje-
dnakost.

Dokaz. Direktno sleduje iz Ierne 6 i definicije konveksnosti.

Posledica 9. F-sredina i G-sredina su komparabilne ako
sna u odnosu na G ili je G konveksna u odnosu na F.

Dokaz ovog rezultata je neposredan.

i samo ako je F konvek-

PRIMEDBE:6° Ako je F (x) ~ xr, G (x) ~ xs, tada ie Go F-
j

(x) ~ xsfr. Ova funkcija je konveksna

(striktno) ako je s> r, pa vidirno da je (10) generalizacija nejednakosti (r; s).
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T Slicno, uzirnajuCi F(x) ~ fX, G(x) ~gX irnarno GoF-' (x)
~glog/,

sto je striktno konveksna
funkcija ako je g > f Stoga iz teorerne 8 irnarno da je za g > f

Mn,f(a; p)~Mn, g (a; p)

sa jednakoscu ako i sarno ako je a, = . . . = an'
su Bonferroni [2] i Pizzetti [1].

Ovaj rezultat u slucaju jednakih tezina dobili

2.2. Mikusinski [1] je dokazao da teorerna 8 sleduje iz njenog specijalnog slu-
caja n = 2. On je iskoristio ovu Cinjenicu da bi dobio posebno jednostavne
potrebne i dovoljne uslove za vazenje ove teorerne.

PRIMEDBA:10 Jednostavna generalizacija teorerne 8 je sledeca: Ako je G striktno rastuca
funkcija, tada je

f(Fn (a; p)~ Gn (f(a); p)

ako i sarno ako je Go f 0 F- 1 konveksna; ako je Go f 0 F- 1 striktno konveksna, ova nejedna-
kost je striktna osirn ako je a1 ~ . . . = an-

Posebno, nejednakost

f(An (a; p)~ Gn (f(a); p)

vazi ako i sarno ako je log of konveksna. Na primer, kako je x~x log x striktno konveksna
funkcija i x log x ~ log xx, vazi nejednakost

An (a; p)An (u; p)
~ Gn (au; p)

sa jednakoscu ako i sarno ako je a1 ~ . . . ~ an,

Ova nejednakost, za ak ~ Pk/qk, PII ~
QII~' I, svodi se na Shannonovu nejednakost

n n

L qk 10gPk ~ L qk log qk

k~I k~I

sa jednakoscu ako i sarno ako je p ~ q.

Nije tesko videti da je poslednja nejednakost ekvivalentna sa

n qk qk
O~ L Pk --log --

k~l Pk Pk

pa se stoga rnoze dobiti kao neposredna posledica nejednakosti J i striktne konveksnosti
funkcije x 1-+x log x.

Lema 10. Nejednakost (10) je dokazana sarno ako se dokaze njen slucaj n = 2.

Dokaz. Pretpostavirno da je teorerna 8 proverena za n (2 ~ n ~ s). Tada je

FS+I (a; p) = Fs(a'; p'),

gde je

(1~i~s-I),
,

F ( . Ps PS+1 )ai = 2 as' as+I' ,
PS+PS+l PS+PS+1

(i = s)

i p/ = Pi (1 ~ i ~ s -
1), p/ = Ps + Ps+ 1 (i = s). Prerna pretpostavkarna Ierne je a' ~ a",

gde je

a/' = a;' (1 ~ i ~ s --
1), (i = s).

Stoga, na osnovu Ierne 2 (b) i induktivnih pretpostavki, irnarno

Fs + 1
(a; p) = Fs(a'; p') ~ Fs(a"; pi) ~ Gs(a"; p') = Gs +1(a; p).
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Posledica 11. Neka su FiG dye striktno monotone neprekidne funkcije na istom
intervalu [a, b] i definisimo FiG pomocu F(x) = a F(x) +~, G (x) = YG (x) + a
i F(a)=G(a)=O, F(b) = G(b) = 1. Tada nejednakost (10) raii ako i samo ako
grafik F leii iznad grafika G, ili ekvivalentno, ako i samo ako za svako
aj, aZ,pj'pZ' a;;;;aj;;;;az;;;;b,Pl>O, Pz>O, Pl+PZ= 1, vaii

P,F(a,) +_p~F~;j~F(p,~p, a,)-</!1_G_(a,)~p,CZScazl-G~~,y,~;j
F(a,)-F(a,) = G(a,)-G(aj)

.

Dokaz. Prema teoremi 3, sredine u n~jednakosti (10) su date sa FiG isto
tako kao i sa FiG i na osnovu Ierne 9 dovoljno je posmatrati sluCE'.j n = 2.
U ovom sIucaju kvaziaritmeticka sredina ima jcdnostavnu geometrijsku inter-
pretaciju na osnovu ovog rezultata (sIika 7); na sIici je Fz (ai, az; PI' pz) = c
i F(c)=pjF(aJ+pzF(az).

F

--I
02

!
b x

Sl. 7

PRjMEDBE:2° SIucajevi jednakosti u teoremi 8 i uslovi pod kojirna vazi suprotna nejednakost
u (10) dobijaju se bez teskoce na sIican nacin.

3° Mikusinski je dao dva druga potrebna i dovoIjna uslova za vazenje nejednakosti (10).
Prvi je da je F sIabije Iogaritarnski konveksna od G u srnislu da za svako at, a, (al *a,) vazi

/1' F(a" a,)
<

/1' G (a" a,)

/1 F(a" a,) = /1 G (a" aJ '

gde je /1F(a" a,)~F(a2)-F(al) i /12F(a" a2)~-~- (F(al)+F(a2)-2F( ~;a2)).

Ovi uslovi, ako uvedemo dopunske pretpostavke (koje su od koristi) da su F" i G"
F" G"

neprekidni i da F' i G' nisu nikada nule, kazuju da je ~s;, 0 ovome takode videti
F'- G'

Cargo [1].

2.3. Pojam uporedIjivosti sredina, uveden definicijom 5, moze se oCigIedno
prosiriti na funkcije kao sto je ucinjeno u HLP, odeIjak 1.6.

Definicija 12. Za dye funkcije fig od n promenljivih kaie se da su uporedljive
ako imaju iste domene i ako je iti f(aj,...,an);;;;g(aj,...,an) za svako
(a1, . . . , an) koje pripada domenu ili ako je f(aj, . . ., an) :::i';g(aj,.. . , an) za svako
takvo (aj"", an),

PRIMEDBE: 1° Prirodno, F-sredina je uporedljiva sa G-sredinorn ako i sarno ako je f(a" .", an'

P"
. . ., Pn) ~ F- I

( .i PiF(a;))
uporedljivo sa g(al' . . . , an' p" . .. , Pn)~ G- I

( .i piG (a;)
)

.
I=j I=j
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2° Teorema III. 22 kazuje da je za svako r M~J (a + b; p) uporedljivo sa M~J (a; p) + M~J (b; p).

Stoga je prirodno posta viti pitanje da Ii je M~] (ab; p) uporedljivo sa M~] (a; p) M~] (b; p).

Odgovor je negativan i to je dokazano u teoremi 14 koja sIeduje.

Definicija 13. Dve n-torke pozitivnih brojeva a i b su slicno uredene ako za
svako i, j (1 -;;;,i, j -;;;,n) vazi (a; - aj)(b; - bj);;;;'O. Ako u ovoj nejednakosti vazi uvek
suprotan znak, kazemo da su a i b suprotno uredene.

PRIMEDBA: 3° Ocigledno, a i b su sHeno uredeni ako i samo ako su za neku permutaciju
nizovi a i b neopadajuci. Takode oni su suprotno uredeni ako i samo ako su za neku permu-
taciju ovi nizovi takvi da je jedan neopadajuci, a drugi nerastuCi.

Teorema 14. Ako je r> 0 i ako su a i b slicno uredeni, tada, ako je p pozi-
tivna n-torka, vazi

(11 ) M~J (a; p) M~J (b; p) -;;;,M~J (ab; p)

sa jednakoscu ako i samo ako je aj = . . . = an ili bj = . . . = bn. Ako je r<O ili
ako su a i b suprotno uredeni u (11), vazi suprotna nejednakost. Ako je r= 0,
vazi uvek jednakost.

Dokaz. Slucaj r = 0 je trivijalan i kako je dokazano u teoremi II. 5 i lemi III. 3 (a)
dovoljno je posmatrati sarno slucaj r = I:

n n n n

Pn L Pkakbk- L Pkak L Pkbk= L (p;Pjajbj-p;Pja;b)
k~l k~j k~j i,j~j

n

= L (p;Pja;b;-PiPjajb;)i,j~j

jer su nizovi a i b slicno uredeni. Prema tome,

(12)

SledeCi primedbu 30 mozemo pretpostaviti da je aj ;;;;,. . . ;;;;,an i bj ;;;;,. . . ;;;;,bn,
i stoga dvostruka sum a sadrzi clan Pj Pn (aj - an) (bI - bn) koji moze biti nula
sarno ako je aj = . . . = an ili bj = . . . = bn.

PRIMEDBE:4° Iz (11) neposredno sleduje: Ako je r>O i ako su svi nizovi a(k)(1-;;;'k-;;;'m)
slicno uredeni, tada je

IT M~](A(k);P);;;;M~] (fra(k);p
)

.
k~j k~j

Odavde, uzimajuci a(1)
= . . . = a(k), dobijamo nejednakost (r; mr).

5° Nejednakost (12) je poznata pod imenom CebisevIjeva nejednakost (Cebisev [1]). 0 isto-
rijatu, prioritetima i generalizacijama sto se odnose na ovu nejednakost, videti MitrinoviC-
Vasic [12].

6° Uslov da su a i b slieno uredeni nizovi koji se pojavIjuju u teoremi 12 je dovoljan ali
ne i potreban za vazenje nejednakosti (11). 0 drugim uslovima pod kojima vazi ova nejed-
nakost videti takode Mitrinovic-Vasic [12].
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7° Primetimo da se ovi rezultati mogu primeniti na beskonacne sume, cime se dobija vise
interesantnih nejednakosti, kao na primer:

tgxtgy;C:;tgltgxy (o;c:;x,y;£1 ili I:S:X'Y:S:~ )
'

- - 2

1
arcsin x arcsiny:S: ~ arcsinxy

- 2
(O;C:;X, y;C:; I).

8° McLaughlin i Metcalf [4] su ispitivali nejednakost (11) u cilju dob'janja rezuItata analog-
nih Everittovim (11.3.5). Slican, ali jednostavniji rezultat, dat je u Mitrinovic-Mitrovic [1].

Na kraju, navedimo s]edeCi rezultat:

Teorema 15. Ako je rk>O(O;c:;k;C:;m), tada su M~O](Da(k};p)

dl '" k
. k . 1 ~ 1 .

d
.

upore U1V1 a 0 I sarno a 0 Je ~;:o;
L...

..~ I ta a Je
Yo kc-J Yk

m

i ITM~k](a(l(};p)
k~J

M~ol
(1]

(a(k);p));c:;
f\

M~kl (a{k);p).

Dokaz. Da je navedeni uslov potreban, dobijamo iz (13) za a{k)
= (1, 0, . . . , 0).

Da je on i dovoljan, neposredno sleduje iz primedbe 111.3.1.4° i (r; s) nejed-
nakosti.

(13)

3. REZULTATI RADOOVOG 1 EVERITTOVOG TlPA

Nejednakost (10) je u neku ruku krajnja generalizacija GA i prirodno je
postaviti pitanje da Ii neka rafiniranja GA, kao ona koja su diskutovana u 11.3,
imaju prosirenje na t".kve sredine. Ako je to tako, ta prosirenja bi trebalo da
kao specija!ne slucajeve obuhvate ne sarno rezultate iz II.3 vec i one iz III.3.3.

U ovom odeljku dacemo jedno takvo prosirenje i diskutovacemo neke
partikularne slucajeve koji su ranije bili dokazani ili koji se mogu ukljuciti u
ranijc odeljke koje smo gore pomenuli. Ti partikularni slucajevi mogu se jed-
nostavno dokuati primenom raznih metoda koji su razmatrani u pomenutim
odeljcima.

Teorema 16. Neka je a data n-torka, p pozitivna n-torka, H i F dve neprekidne
funkcije takPe da je F striktno monotona i H komeksna u odnosu na F i definisimo

a.(H, F, p; 1)= a.(I) =P1H(F1(a; p)).

Tada, ako je InJ = 0, vaii

a.(IGJ);C:; a.(I) + a.(J).

Zatim, ako je H striktno konveksna funkcija u odnosu na F, nejednakost (14)
je striktna osim ako je H(Fr(a;p))=H(FJ(a; p)). Ako je H konkavna u odnosu
na F, tada vaii suprotna nejednakost.

Dokaz. Ovo jc direktna posledica nejednakosti J i konveksnosti funkcije HoF-1.

Posledica 17. Neka je a data n-torka, p i q date pozitivne n-torke, F, G, H, K
neprekidne funkcije takve da su F i H striktno monotone, H konveksna u odnosu
na F, K konkavna u odnosu na G i definisimo

( 14)

~ (I) = a.(H, F; p; I) - a.(K, G; q; I).
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( 15)

Tada, ako je InJ = 0, vazi

~ (IUJ) ~ ~(I) + ~(J).

Ako je H striktno konveksna funkcija u odnosu na F i K striktno kon-
kavna funkcija u odnosu na G, tada je nejednakost (15) striktna osim ako je:
(i) H(FI(a;p»)=H(FJ(a;p») i (ii) K(GI(a;q»)=K(GJ(a;q»). Ako je H striktno
konveksna funkcija u odnosu na F i K = aG + b za neko rea/no a, b (aoF0), tada
jednakost u (15) vazi samo ako (i) vazi; ako je H = aF + b za neko rea/no
a, b (a oF0) i ako je K striktno konkavna funkcija u odnosu na G, tada jednakost
u (11) vazi samo aka vazi (ii).

Dokaz. Ovo je dircktna posledica teorerne 16.

PRIMEDBE:1° Da ovi rezultati, koji su skoro trivijalne posledice nejednakosti J, sadrze kao
specijalne slucajeve mnoge slozene nejednakosti koje su razmatrane u 11.4 i 111.3, primetio
je Everitt [5].

2° Ako je H konkavna funkcija u odnosu na F i K konveksna funkcija u odnosu na G, vazi
suprotna nejednakost od (15). Slucaj jednakosti se lako dobija.

3° SledeCi ideje teoreme 11.24, nejednakosti (14) mogu se interpretirati na ovaj naCin: Sku-
povne funkcije 0(, [3 su konacno subaditivne na konacnom podskupu prirodnih brojeva.

4° Everitt [5] dokazao je teoremu 16 i posledicu 17. Medutim, mnogobrojne partikularne
slucajeve ranije su dokazali Bullen [2], [3], [4], [5], [7], [9], [IOJ, Mitrinovic -- Vasic [I], [2],
[3], [10] i drugi.

Kao i kod nejednakosti Radoa i Popovicua najjednostavniji slucaj gornjih
rezultata je za 1={I,...,n}, J={n+I,...,-_nt-m}, IUJ={I, ,m+n}.

Ako kao u II. 3.5. stavirno a = (a), . . . , an+m)' a = (an+ I'
. . . , an+m)' Fm = (a; p)

= F-1 (~- nr Pk F(ad ), Pm = n~m
Pk, posledica 17 daje sledeci rezultat:

Pm k~n-i-l k~~n+l

Posledica 18. Pod pretpostavkama kao u pos/edici 17 i sa uvedenim oznakama
imamo

( 16) Pn+mH(Fn+m(a; p») - Qn+mK(Gn+m(a; q»)

~(PnH(Fn(a; p»)-QnK(Gn(a; q»))

+ (PmH(Fm (a; p»)-{imK(Gm(a; q»))
i posebno

(17)

PRIMEDBA:5° Uslovi kada u posledici 18 vazi jednakost lako se dobijaju, jer se uslovi 0),
(ii) iz posledice 17 svode za (16) na

(i)' H (Fn(a; p» ~ H (Fm (a; p»,

i, za (17), na

(i)" H (Fn - 1
(a; p» ~ H (at),

Sada cerno posrnatrati razne specijalne slucC'jeve koji daju uopstenja Ra-
doove i Popoviciuove nejednakosti. Najpre cerno dEti neke rezultate Everittovog
tipa (videti teorernu II. 24).

Posledica 19. (a) Ako je rlt ~ I, tada je [J.(I) = PI M~] (a; py subaditivna na ko-
nacnom podskupu skupa prirodnih brojeva.
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(b) Ako je rjt ~ 1 ~ sju, v (I) = PI Mr] (a; PY - QI M~S](a; q)U je subaditivna na
konacnorn podskupu skupa prirodnih brojeva.

(c) Ako je r~O~s, p(I)=Mr](a; p)PIM~S](a; q)-QI je logaritamski subaditiv-
na na konacnorn podskupu skupa prirodnih brojeva.

Dokaz. avo su specijalni slucajevi prirnedbe 3°:
(a) U teorerni 16 treba uzeti H(x)=x/, F(x)=x' (r*O), F(x)=logx(r=O).

(b) Staviti F(x)=x/, K(x)=xu, F(x)~x' (r*O), F(x)=logx (r=O), G(x)=x'
(s*O), G(x)=logx (s=O) i prirneniti posledicu 18.
(c) Isto kao pod (b) ali sarno za H(x)=K(x)=logx.

Prirnenorn posledice 17 navescerno uopstenja teorerna 11.25 i 111.29. Ozna-
ke su iste kao u posledici 18.

Posledica 20. (a) Ako je rlt ~ 1 ~ slu, tada je

(18) Q M
[s]

( . )u P M ['] ( . )/
n+m n+m a, q - n+m n+m a, P

~(QnM~](a; q)U- PnM~](a; PY)+(Q-mM!:'](a; q)U-PmM~\a; p)/)
sa jednakoscu ako i sarno ako je

(IX) rjt<l<sju i M~](a; p)=M~](a; p) i M~](a; q)=M~](a; q) ili

(~) rjt< 1 = sju i M~\a; p) = M~] (a; p) ili

(y) rjt= 1<sju i M~](a; q) =M~](a; q) ili

(a) rjt = 1 = sju.

Posebno vazi

QnM~](a; q)U-PnM~](a; PY

> Q M
[s]

( )u P M
[,]

( . )/ + U /

= n-j n-l a; q - n-j n-l a, P qnan -Pnan,

sa jednakoscu ako i sarno ako je

(IXj) rjt<l<slu i an=M~~I(a; p)=M~~j(a; q) ili

(~j) rjt<1 =sju i an=M~~I(a; p) ili

(Yj) rlt = 1<sju i an= M~~l (a; p) ili

(aj) rjt= 1 =sju.

(b) Ako je r~O~s, tada je

(19)

(20)

sa jednakoscu ako i sarno ako je (IX) r<O<s i jednakosti u (i) (IX) vaze ili (~)
r<O=s i jednakosti u (i) (~) vaze ili (y) r=O<s i jednakosti u (i) (y) vaze ili
(a) r = 0= s. Posebno imarno

M[s]
(a' q)Qn M['] (a' q)Qn-1

~~:2:: n-t' aqn-Pn
M~] (a; p)Pn - M~~l (a; p)Pn-t n(21 )

sa jednakoscu ako i sarno ako je (IX)r<O<s i jednakosti u (i) (IXI) raze ili
(~) r<O=s i jednakosti u (i) (~I) vaze ili (y) r=O<s i jednakosti u (i) (YI)
vaze ili (0) r = ° = s.
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Dokaz. Primenom metoda koriscenog u posledici 19 ovi rezultati proizilaze di-
rektno iz posledice 17.

PRIMEDBA:6° StavljajuCi P ~ q, S ~ U ~ t ~ I, r ~ 0, nejednakost (19) svodi se na Radoovu neje-
dnakost (videti II. 39) dok se za p =

q i r ~ 0, S~ I nejednakost (21) svodi na Popoviciuovu
nejednakost (II. 45). Prema tome, vidi se da su obe partikularni slucajevi nejednakosti (17).

Posledica 21. Neka je rx takvo da su funkcije x 1--+ (1 +rx(xllr»)-i (r#O), x 1--+

(I +rx(eX») (r=O) striktno konveksne i x 1--+ (I +rx(X»)-i striktno rnonotona.
Tada je

PI q.
(a) ;(1)=

l+et(MVJ(a; p») - i~II;~\~;)
subaditivna funkcija na konacnorn podskupu skupa prirodnih

(b) uz ranije oznake,

hrojeva;

n+m qi Pn+m

i~1 I + et (~i)
-

I -1 et (M~l:-(-;;;-;»)

> i qi Pn
+ ~ -~ -

Pm

=
i~1

I;;(~;) -
1 H (M~](a; p») i~n t-I I-;-et (a;) I H (M~](a; p»)

sa jednakoscu ako i sarno ako je M~] (a; p) = M~] (a; p);

(c) posebno vazi

(22 ) ~ qi n 2
{ " -~~-- n-I

}
+.qn-P.~

.

i::-I
1.~et (ai)

-
1 + et (:~] (a; p» - ~;: 1+ et(ai) 1+ et (~~ll (a; p» 1+ et(an)

sa jednakoscu ako i sarno ako je an= M~~I (a; p).

Dokaz. Ovi rezultati sleduju iz posledica 17 i 18 za F(x)=xr (r#O), F(x)=
=Iogx (r=O); H(x)=G(x)=K-I(x)=(1 +Cl(X»)-I.

PRIMEDBE:7° Treba primetiti da u partikularnim slucajevima pravi podinterval od (0, + 00 )

u kome je x 1-+(1 + et (xl/r» - I ili X'-+ (I + et (eX» -
I

konveksna funkcija, moze da nametne ne-
ka ogranicenja za a.

8° Ponovljena primena (22) daje

(23) i qi
>.

Pn
+ i qi-Piu,

i_II +et(ai)- I +et (M~](a;p» i~ll +et(ai)

sa jednakoscu ako i sarno ako je al = . . . ~ an- Ako je p ~ q i et (x) = XS (O~ r< s), (23) se
svodi na Henricievu nejednakost (8). Nejednakost (22) predstavlja generalizaciju Henricieve
nejednakosti Radoovog tipa.

9° Ako je p ~ q, nejednakosti (17), (19), (21), (22) (23) su mnogo prostije u tom smislu sto
u svima od njih nedostaje zadnji clan na desnoj strani. Posebno, odgovarajuce funkcije sku-
po va nisu sarno subaditivne 'Ie:; su i opadajuce. Neka od ovih pojednostavljenja data su u
sledecoj teoremi:

Teorema 22. Neka a, p, q, F, G, H, K irnaju ista znacenja kao u posledici 17 i
neka su [1.,v dva realna broja. Tada je

(24) Qn(HoF-i (AAn (F(a);p)+IL)-KoG-i(An(G(a); q)+v))

~Qn-l (HoF-J (A'An-l (F(a); p) + IL')

- K oG-1 (An-l (G (a); q) + ,/)) ,
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gde je

A= (Pnqn

)

FoH-'oK(an) ,
Pn Qn F(anJ

Ako je H striktno konveksna funkcija u odnosu na F, i K striktno kon-
kavna funkcija u odnosu na G, tada je (24) striktno osirn ako je

(i) FoH-1oK(an)=A' An-L (F(a); p)+[1.' i (ii) G(an)=An~1 (G(a); q)+v'.

Ako je H striktno konveksna u odnosu na F i K = a G + b za neko rea/no
a (a* 0) i b, jednakost u (92) vaii sarno ako vaii (i). Ako je H = a F + b za
neko rea/no a, b (a*O) i K striktno konkavna funkcija u odnosu na G, jedna-
kost u (92) vaii sarno ako vaii (ii).

Dokaz. Kako je K oG-1 konkavna funkcija, imamo

QnKoG-L(An(G(a); q)+v)

= QnKoG-1 ((An-l (G(a); q)+v') g~~, +G(an)
~:)

~ Qn-l KoG-1 (An-J G (a); q) + v') + qnK (an).

Kako je HoF-1 konveksna funkcija, lmamo

QnHoF-1 (AAn (F(a);p) +[1.)

= QnH of-1 ((A' An-l (F(a); p) + [1.,)Q~:I-+
~- Fofl-loK(an»)

~ Qn-I HoF-1 (A' An-I (F(a); p) + [1.,)+ qnK(an).

Nejednakost (24), kao i slucajevi jednakosti, neposredno se dobijaju pri-
menom J.

PRIMEDBA: 10° Ako je A~ 1, [J.~ v ~ 0, p ~ q i H ~ K, nejednakost (24) se svodi na specijalan
sIucaj (17): jednostavan sIucaj u kome su dva zadnja clana na desnoj strani izostavljena.

Posmatracemo sada neke specijalne slucajeve teoreme 22.

Posledica 23. (a) Ako je - 00 <~~ 1~~< + 00, r*O, tad a je
t u

(25)

sa jednakoscu ako i sarno aka je

(IX)

ili

(~)
r

I
s. M

[s] ( . )~ = <- I an = n-l a, q ,
t u

pera
Rectangle
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ili

(y)

ili

(~)

(b)

-"-=I=~.
t u

Vazi nejednakost

(
Pn qn ) ( Pn- I qn

)Qn An (a; q)-Gn(an; plnQn ~Qn-I An(a;q)-Gn-I (a;plnQn-1(26)

PnQn-1
. J k V' k

.
k

. G ( )qnPn-1
sa jeUna oscu a 0 I sarno a 0 je an = n a; p .
(c) Akoje oc>O, vazi

(27)

sa jednakoscu ako

Dokaz. (a)
fL= v = 0.
(b) Stavimo u teoremi 22: H(x)=K(x)=G(x)=x, F(x)=logx, fL=v=O.
(c) Stavimo u teoremi 22: H (x) = K (x) = - x, F (x) = x, G (x) = log x, fL= 0,
v = log oc.

Stavimo u teoremi 22: H(x) = xt, K(x) = xu, F(x)=xr, G(x)=xs,

PRIMEDBE:110 Ako stavimo F(x) ~ log x, mozemo posledicu 23 (a) prosiriti na slucaj r ~ 0;
na slican nacin, stavljajuCi G (x) ~ log x, moze se dobiti slucaj s ~ o.

12° Nejednakosti (26) i (27) i slucajevi navedeni u primedbi 11
0 mogu se dobiti iz teoreme

II. 22, biraju6i specijalne vrednosti za A i fL.

4. NEJEDNAKOST CAKALOVA

Sledeci specijalni slucaj posledice 18 je jednostavna generalizacija teoreme
II.l 8.

Teorema 24. Ako je p pozitivan niz, potreban i dovoljan uslov da bi vazilo

(28)

za sve pozitivne nizove a je da G-I bude konveksna funkcija. Ako je G-1 striktno
konveksna funkcija, tada je nejednakost (28) striktna osirn aka je an = Gn-I (a; p).

Dokaz. (a) Staviti H(x)=K(x)=x i p=q u (17) i povesti racuna 0 pri-
medbi 1°.
(b) Slucaj nejednakosti (28) za n = 2 dovodi direktno do

PIG-'(b,)+p2G-I(b2)
2:G-l (Plbl+P2b2 ),

PI +P2 P, +P2
g

de je bi = G (a;) (i = I, 2); prema tome, ako (28) vazi za svako
konveksno .

a, G-1 je
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PRIMEDBE: 10 Ovaj rezultat, u slucaju jednakih tezina, dobio je Popoviciu ([2], [3]).

2° Ako je G (x) ~ log x, nejednakost (28) je, u stvari, Radoova nejednakost (II. 38).

Pretpostavimo da svi ai, . . . , an-1 nisu medusobno jednaki. Tada se (28)
moze predstaviti u obliku

-- An-G~:::::!.~ .
An-,-Gn-1 - Pn

avo znaCi da je leva strana, posmatrana kao funkcija od niza a, ograni-
cena sa donje strane. Dalje, donja granica se dostize sarno ako je an= Gn-

I'
BuduCi da ta donja granica ne moze biti dostignuta za nekonstantne nizove,
takve da je an;:;;max (ai, . . . , an- I)' posebno za nekonstantne rastuce nizove,
mozemo postaviti pitanje da Ii se za takve nizove ova granica moze poboljsati.
Ovaj problem je u slucaju G = log i za jednake teiine posmatrao Tchakaloff [1]:

Teorema 25. Ako je G striktno monotona funkclja, p dati pozitivni niz, a rastu-
a nekonstantni niz, tada je

(29) P 2 P 2
~ (An (a; p)

- Gn (a; p)) ;:;;---"-=-1..- (An-1 (a; p) - Gn-1 (a; p)) (n> 2),
Pn-p, Pn-,-p,

G-1 konveksna i 3-konveksna (konkavna) prema tome da Ii G taste (opada).ako je

Dokaz. Jednostavnosti radi, stavimo g=G-1 i Bk=Ak(G(a);p)=G (Gda;p))
(1 <;,k <:;,n). Za n> 2 definisimo

D(al''''' an)=~(An-Gn)-~I1~-(An-1-Gn-1»)
Pn-p, Pn-'-P1

i, za 0 <:;,k <:;,1,

Dk(x)=D(al"" , ak) kada je aktl =. . . =a,,=x.

Tada, koristeci osobine 3-konveksnih (konkavnih) funkcija, zakljucujemo
da je Dk neprekidna i diferencijabilna funkcija, kao i

D~ (x) = G' (x) (Pn(Pn-Pk)
(g' oG (x) - g' (Bn»)

Pn-P,

-
Pn-I(Pn=-,~J)) (g' oG (x) - g' (Bn-I)) )

Pn-'-P1

+ Pk (Pn - P1)(Pn-1 - Pn)(G (x) - Bk) [G (x), Bn' Bn-1; g']).

Ako je G-1 konveksna funkcija, tada je [G (x), Bn; g'];:;; 0; ako je G ras-
tuca (opadajuca) funkcija, tada je G' (x) ;:;;0 (<:;,0) i G (x)

-
Bk;:;;0 (<;' 0); najzad,

ako G-1 3-konveksna (konkavna) funkcija, tada je [G(x), B, Bn-I; g'];:;;O (<;,0).

Stoga, pod uslovima teoreme imamo D~ (x);:;; 0 ako je x;:;; ak' odakle sleduje
da je
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PRIMEDBE: 3° Kako su An' An-I' Gn, Gn-, simetricni po a"..., an-I' P"
..,

'Pn-I' teo-
rema 25 moze se formulisati i ovako: Ako G i p ispunjavaju pretpostavke teoreme 25 i ako
je a nekonstantna n-torka, uz uslov an ~max (a" .. . , an -

,), tada je

(30)

Pn-12(Pn-Pj)
.' "

. .
gde je An ~

2 . (J Je defllllSanO pomocu aj ~ mill (a" ... , an - I»)'Pn (Pn-,-Pj)
P -

4° Lako se vidi da je An>~' pa stoga nejednakost (29) daje precizniju donju granicu za
Pn

A -Gn n ; medutim, na zalost, An je granica koja se ne moze dostici.
An-I-Gn-,

5° Ako se u (30) An zameni sa bilo kojim <(~An)' u opstem slucaju postoji n-torka za
koju nejednakost ne vazL Tako stavljajuci G (x) ~ log x, a, = l-e:, a2= . . . ~ an = 1, nalazimo

1- P1_(l-e:)P'/Pn
Pn

kolicnik

=-

1- ~ -(l-e:)P'/Pn-1
Pn-I

pa za e:-+O desna strana opada ka An' Ovo pokazuje da se u (30) ne moze An zameniti ni
sa jednim An' > An'

6° Bullen [4] i Diananda [3] su primetili da ne postoji odgovarajuCi rezultat za Popoviciuovu
nejednakost. Sledeci primer to pokazuje: Neka je al ~ . . . ~ an - 2~ 1, an

-
, = an ~ e:, tada je

An/Gn n-l
lim -0 ako je An>-.

n--++oo (An-I/Gn- ,rAn n

n-l
Drugim recima, eksponent - koji se pojavljuje u Popoviciuovoj nejednakosti u

n
slucaju jednakih tezina (IIA5) ne moze se poboljsati ako se pretpostavi da je al ~ . . . ~an'

5. GENERALIZACIJE NEJEDNAKOSTI HOLDERA I MINKOWSKOG

5.1. U 2.1 proucava]i smo uporedljivost sredina sto je dovelo do nejednakosti
koja je uopstenje nejednakosti (r; s) (nejednakost (III.26). Stoga je prirodno
postaviti pitanje da ]i druge g]avne nejednakosti izmedu potencijalnih sredina,
tj. nejednakosti (UL28) i (III.30) koje odgovaraju nejednakostima HiM imaju
ana]ogone za opstije sredine koje su ovde razmatrane.

Najpre cemo dati jednostavnu genera]izaciju teoreme 111.21(b), nejedna-
kosti (111.30) (Aumann [3J, Jessen [2]).

Teorema 26. Neka su FiG neprekidne striktno monotone funkcije definisane na
istom intervalu i neka je H = Gof-I. Tada za sve nizove aj = (alj' . . . , amj)(1 ~j ~ n),
ai = (ail' . . . , ain) (1 ~ i ~ m) i nizove p i q vazi

(31 )

aka i samo aka kvaziaritmeticka H-sredina je konveksnafunkcija na skupu nizova
za koje je definisana.

Dokaz. Lako se vidi da je nejednakost (31) u stvari posledice osobina H datih
u teoremi.

9 Sredine i Sa njima povezanc ncjednakosti
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PRIMEDBA: 1° Jednostavni uslovi koje treba da zadovoljava H da bi ispunjavala uslove u ovoj
teoremi dati su u teoremi 32.

5.2. Sada cemo posmatrati opstiji problem. Da bismo izlozili ideju, pretposta-
vicemo da imamo tri kvaziaritmeticke sredine:

Ln(h; p)=L-l ctPkL(bk)); L: [/1' 12]--*R;

Mn(C;P)=M-l (i PkM(Ck) ); M:[ml'm2]--*R.
k~1

(32)

Od interesa je da se vidi kada vaze nejednakosti oblika

f (Kn (a; p), Ln (h; p)) ~ Mn(j(a; h); p),

ili suprotne nejednakosti, gde je f: [k1, k2] X [/1' 12]--*[m1, m2] neprekidna funk-
cija i:

Najvazniji primeri takvih funkcija su

(i) f(x, y) = x+ y, (ii) f(x, y) = xy.

U slucaju (i) nejednakost (32) nazivacemo aditivna, a u slucaju (ii) multi-
plikativna.

PRIMEDBA:2° Nejednakost (111.28) je primer multiplikativne nejednakosti; nejednakost (111.30)
je aditivna nejednakost.

Zbog velike opstosti nejednakosti (32) mnoge nejednakosti koje su po
izgledu sasvim razlicite, u nekom smislu su ekvivalentne i to vredi rasCistiti pre
nego sto predemo na nasu glavnu teoremu.

(A) Jedna nova nejednakost moze se dobiti iz (32) menjajuci f na sledeci nacin:

Neka je cr: [ml' m2]--*[jl' j2] striktno rastuca neprekidna funkcija i stavimo
g=croj, J=Mocr-l. Tada (32) postaje

(33)

ako je cr opadajuca funkcija, vazi suprotna nejednakost.

PRlMEDBA: 3° Posebno, uzimajuci cr~M kada je J~ 1 i g~h~Mof, iz (33) nalazimo

h (Kn (a; p), Ln(a; p»)~An (h(a; b); p),

Hi suprotnu nejednakost, prema tome da Ii je M rastuca ili opadajuca funkcija.

(B) Umesto promene f mozemo izmeniti a i h u (32) na sledeci nacin:

Neka je x:[k[, k2]--*[sl' S2]' A: [11' 12]--*[t1' t2] striktno monotona nepre-
kidna funkcija i neka je C= x a, d = Ah, g: [sl' S2]x [tl' t2]--*[ml' m2]' pri cemu
je g definisano sa g(s, t)=f(X-l(S), A-l(t)). Takode stavimo S=KoX-l i
T=LoA-l. Tada (32) postaje

(34)
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PRIMEDBA:4° Posebno, ako je S=I, T=1 i g=j, gde je j(s, t)~[(K-1(s), L-1(t» uzeeemo
x = K, A= L. Tada (34) postaje

j(An(c; p), An(d;p»~Mn(j(c; d);p).

Definicija 27. Za nejednakosti koje su izvedene iz nejednakosti oblika (32) po-
mocu konacnog broja primene postupka (A) ijili (B), reCi cemo da su ekvivalentne.

PRIMEDBE: 5° Nije tesko videti da je relacija izmoou nejednakosti uvedena definicijom 27
jedna relacija ekvivalencije.

6° Nije takode tesko ustanoviti da je svaka muItiplikativna nejednakost ekvivalentna nekoj
aditivnoj nejednakosti. Pretpostavimo da je [(x, y)~xy i da su domeni K i L u R+. Tada,
primenjujuCi (B) sa x = A~ log na (32), koje u ovom slueaju glasi Kn (a; p) Ln (b; p)~Mn (ab; p),
imamo Sn(c;p)+Tn(d;p);;;'Un(c+d;p), gde je c~loga, d=logb, S=Koexp, T=Loexp,
U~Moexp.

1 1 1
7° Posmatrajmo nejednakost (III. 28) sa q, r, s>O i - + -~-:q r s

M~] (ab; p) ~M~ql (a; p) M~] (b; p).

Tada, na osnovu primedbe 6°, stavljajuCi x =
eq, y ~ er, Z

= eS, dobijamo sledecu ekviva-
lentnu aditivnu nejednakost (koristeei skalu sredina definisanu u primedbi 1.4°);

(35)

1 1 1
ako je -+-~- (x, y, z>I).

logx logy- log z

8° Jasno je da transformacije (A) i (B) prevode striktnu nejednakost u striktnu, pa stoga
ako je poznat slucaj jednakosti za jednu od nejednakosti, lako se moze odrediti slucaj jedna-
kosti za svaku od ekvivalentnih nejednakosti. Prema tome, polazeCi od slucaja jednakosti za

1 1 1
(III. 28), dobijamo da je (35) striktno osim ako je - + - = - i xa je proporcional-

logx log y log z
no sa yb.

9° Aditivna nejednakost (III. 30) ekvivalentna je muItiplikativnoj nejednakosti:

n n n
exp

L: Pk
(log ak)P exp

L: Pk (1og bk)P ~exp
L: Pk (1og ak bk)P

k=1 k=I k=1

(p>I).

5.3. Sada cemo navesti jednostavne potrebne i dovoljne uslove za vazenje (32).

Teorema 28. Potreban i dovoljan uslov da nejednakost (32) vati je da je funkcija H,

definisana sa H(s, t)=M(J(K-1(s), L-l(t»)), konkavna; akoje H konveksna,
u (32) vaZi suprotna nejednakost.

Dokaz. Primenjujuci transformaciju (A) u obliku primedbe 3° i zatim transfor-
maciju (B) u obliku primedbe 4°, dobijamo nejednakost ekvivalentnu sa (32):

H(A (e; p), A (d; p») ~A (H(e; d); p)

a ovim je bas izrazena Cinjenica da je H konkavna funkcija.

PRIMEDBE: 1° Dacemo neke primere ove teoreme.

(i) Ako je (s, t) ~ H (s, t) = K-1 (s) L - I (t) konkavna funkcija, tada (32) daje sledecu gene-
ralizaciju (III. 28) (za r= 1):

(36) An (ab; p)~Kn (a; p) Ln (b; p).
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Posebno, ako je H(s,t)~sl/ptllq, H je konkavna ako je p, q>I i ~+~~I; ako je
p q

p, q<I i pq~p+q, H je konveksna; u oba slucaja (36) se svodi na (III. 28) sa S=e1, tj. na H.

r r r r
(ii) Ako je H(s,I)~srlplrlq, H je konkavna ako i sarno ako je-~O, -~O i n_-+-~I

q p p q
i (32) se svodi na (III. 26).

(iii) UzimajuCi H (s, 1) ~ (sill' + fllp)p, zakljucujemo da je H konkavna ako je p> 1 i tada se
(32) svodi na (III. 30), tj na nejednakost M.

(
log z log z )(iv) Konacno, stavljajuci H (s, I) ~ exp -log s + --log 1 ,imamo da je H konkavno
logx logy

1 1 1
ako je - + -- ~- i tada se (32) svodi na (35).

logx logy log z

2° Iz diskusije 0 konveksnim funkcijama dye promenljive (I. 5.2) sleduje da je cesto korisno
pretpostaviti da takve funkcije imaju neprekidne parcijalne izvode prvog i drugog reda. Funk-
cije koje se srecu u praksi obicno ispunjavaju ove uslove.

Posledica 29. Ako je p pozitivna n-torka, HIJ" <0 (ili Hzz" <0) i HIJ" Hn"-
- (HI2")z>O, u (32) vazi jednakost ako i sarno ako je a1 = . . . = an i b] = . . . = bn'

Dokaz. Neposredno iz I. 5.2.

PRIMEDBE: 3° Ako, medutim, imamo Hll"~O (ili H22"~O) i Hll" Hn"-(HI2'')2~O, postoje
i drugi slucajevi jednakosti. Mogucno je preciznije reci 0 tim "drugim slucajevima" (videti:
Beck [1]).

4° Posmatrajmo jedan primer koji je ranije bio diskutovan, naime: H (s, I) = sriI' trlq; tada je

~ (-' -I ) 2 (-'- -1 ) r2

( r r )Hll" (s, I) H,/' (S, I) -(H12" (s, I»)' ~ s- I' 1
q

- 1- - - -- .pq q p

r r r r
Ocevidno, ako je --~O, -~O, -+--~I, tada je Hll"~O, H2,"~0 i Hll" H2z"-

P q P q

-(HI2")' <0, pa je H konkavna funkcija kao sto je to ranije tvrdeno. Ako je u ovom slucaju
r r r r

->0, ->0, -+-<1, iz posledice 29 sleduje da jednakost u (32) nastupa ako i sarnop q p q
r
-+

P q

u H kada je r ~ 1), da bismo odredili slucaj jednakosti, moramo posmatrati kvadratnu forrnu

Hll" (s, I) h2 + 2 H12" (s, t) hk + Hn" (s, f) k2

r
ako je aj = . . . ~ an i bj ~ . . . ~ bn. Pretpostavirno Ii, rnedutim, da je 1 (kao

koja, u ovorn slucaju, irna oblik

-s% 1~ ~ (~_~ )2,
pq s 1

h s
sto postaje nula ako je - ~ - ,

k 1
aP i bQ proporcionalni.

i stoga, kao u Uvodu 5.2, jednakost u (32) nastupa ako su

Posledica 30. Ako je f(x, y)=x+y u slucaju H(s, t)=M(K-1(s)+L-1(t)) i
K' L' M'ako je E=-, F=-, G=--, pri cernu su svi K', L', M', K", L", M" po-
K" L" M"

zit ivni, tada (32) vazi ako i sarno ako je

(37) G (x + y) ~ E(x) + F(y).
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Dokaz. Uslovi u ovom slucaju postaju

I I
--- < ---

G (x -+-y) = E (x)
, I I

< ----
G(x+y) = F(y)'

I ( 1 1 ) 1
G(~ -+-y) E-(x) -+-FeY)

;:;;
E (x) F (y)

,

odakle se bez teskoce dobija rezultp,t.

PRIMEDBA:5° K, L, M odreduju E, F, G re3pektivno, Vazi i obrnuto. U stvari, imamo, na
prime~,

x u

K (x)~
l' J

exp
(J Ed;!))

du, 1'>0,
a a

Razmotrimo neke primere.

(i) Ab je E ~cF~ G ~ D, tada (37) izrazava cinjenicu da je D superaditivna funkcija, sto je
tacno ako je x f-+ D (x)/x rastuca funkcija (1.5),

Na primer, uzimajuci D(x)~1'x (1'>0), imamo K(X)=X1+(lfcJ i (32) daje (111.30) ako
1

se stavi c -- ,

p-l

Ako umesto toga uzmemo D (x) ~ tg x, kada je K (x) ~ -cos x, tada (32) dovodi do
nejednakosti

arccos
C~l

.okcosak )+ arccos
C~I

Pk cos bk )~arccos
C~I

Pk cos(ak + bk») .
7t

sa O;:;;ak, bk;:;;-- (I ;:;;k;:;;n).
4

(ii) Druga mogucnost je da uzmemo da su sve tri funkcije konstantne: E ~ e, F ~ <1>, G ~ y,
gde je, recimo, y~e-+-<I>. Tada je K(s)~xS, L(s)~yS, M(s)~zS, sa x~e'f', y~e'f<P, z~e'fY
i (32) dovodi do (35).

Posledica 31. Ako je f(x, y)~xy, kada je H(s, t)=M(K-I(s)L-I(t)), i akoje

A(x)=
K'(x)

B(x)=
L-,-(X)___, C(x)=---,\,{'(x)----

K(x)+xK"(x)
,

L'(x)-+-xL"(x) M'(x) +xM" (x)
,

tada, ako su funkc!je K', L', M', A, B, C pozitivne, (32) vazi ako i sarno ako
je C(xy)~ C(x)+ C(y).

Dokaz pos]edice 31 je slican dokazu posledice 30 (Beck [I D.

PRIMEDBE: 6° Kao u prethodnoj primedbi
x u

J
' (J' dt )du

Na primer, K (x) ~ C exp .
tA (t) u

a

i ovde A, B, C odreduju K, L, M respektivno.

a

7D Ako u ovom slucaju uzmemo A ~ or.,B ~~, C ~ y, y~or. +~, tada se (32) svodi na (111.27),
1 I 1

gde je P ~
-

, q ~ , r
- -.

or. ~ y

5.4. Kao drugu primenu teoreme 28, mogucno je dobiti uslove pod kojima je
Fn(a; p) konveksna funkcija kao funkcija od a (1.5.2.).

Teorema 32. Ako F irna neprekidne izvode drugog reda i striktno je rastuca i
striktno konl'eksna, tada je Fn(a; p) konveksna funkc!ja od a ako i sarno ako je
F' konkal'na funkcija.
F"



(39) K(x) = xk (x), L (x) = x I (x),

ili
x x

(40) K(x)= Jk, L(x)= JI.
o 0
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Dokaz. Na osnovu neprekidnosti, Fn (a; p) je konveksna ako i samo ako nejed-
nakost

(38)

vazi za svako a i h. PrimenjujuCi teoremu 28 za K = L = M = F i f(x, y) =
x+ y

,
2

zakljucujemo da (38) vazi ako i samo ako je H(s, t)=F(~ F-l(S)+~ F-l(t))

konkavna funkcija. Na osnovu 1.5. lako se vidi da ce to biti ako i sarno ako je

(x+Y )F'
2

:2 ~ (F' (x)
+}!.'

(y)

),

F" (x;Y)- 2 F" (x) F" (y)

Cime je dokaz zavrsen.

PRIMEDBE: 1° Glavne rezultate iz ovog odeljka dobio je Beck [1], mada je jedan manje uspesan
pokusaj dobijanja rezultata lipa (32) ucinio Cooper [1], [2].

2° Nejednakost (38) je jedno uopstenje nejednakosti M.

5.5. Nejednakost (36) generalise H; ova druga nejednakost kazuje da (36) vati
ako je, za neko iX>O,

Pri trazenju direktnijeg uslova nego sto je uslov da funkcija K-1 (s)L -1 (t)
bude konkavna, rnoglo bi se postaviti pitanje: Postoje Ii neki drugi parovi in-
verznih funkcija k i I koji bi mogli biti korisceni? Da ovo nije slucaj, sleduje
iz sledece teoreme:

Teorema 33. Neka je k striktno rastuca funkcija sa neprekidnim drugim izvodom
definisana na R +, k (0) = 0 i neka je I njoj inverzna funkcija. Ako su K i L
definisane sa (39) ili (40), tada ako (36) vazi za svako a i h, funkcija k je
potencijalna funkcija i (36) se svodi na H.

Dokaz. (a) Kako je na osnovu teoreme 28 funkcija K-1 (s) L -1 (t) konkavna,
na osnovu teoreme 1.27 je (K-1)"~0, (L-1)"~0 i, za svako x, y;;;;O,

(41) (K-1)' (x) (L -1)' (y)2 ~ K-1 (x) L -1 (y) (K-1)" (x) (L -1)" (y).

Dalje, prema (39), imamo x = K(K-1 (x) = K-1 (x) k (K-1 (x), te je

K-1 (x) = l ( x )=
K-1(x) X

l( x )K-1(x) X K-1(x) K-1(x)

i, na osnovu (39), x = L ( x ), tj.
K- 1 (x)

(42) L-1 (x) K-1 (x) = x.
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DiferencirajuCi dva puta, nalazimo

(43) (K-1)" L -1 + 2 (K-1)' (L -1)' + K-1 (L -1)" = O.

Primenjujuci (41) za x=y, iz (43) dobijamo

tj.

Ovo implicira

(K-1)" L-1=K-1(L-1)"= _(K-l)'(L-l)', (K-1)" L-1 + (K-1)' (L-1)'=0,

tj. (K-1)' L -1 je konstantno, sto na osnovu (42) povlaci da je i x
(K-1)' (x)

K(x)
konstantno, pa je K-1 potencijalna funkcija od x.
(b) Kao i u prethodnom slucaju K-1 (s) L -1 (t) je konkavna, pa stoga nejed-

nakost (41) vazi; medutim, koristeCi (40), ova nejednakostje u stvari
k(IX)I(~)

IX~ k' (IX) l' (~)

;;;;1, gde smo stavili x = K (oc), y = L (~). Kako je 1 inverzna funkcija za k, ovo
se moze napisati u obliku

-"SrJ)- ~ _"iJL
rxk'(IX)- yk'(y)

(y= l(~)).

Kako su oc i y proizvoljni,
xk'(x) je konstantno, pa je k potencijalna funk-
k(x)

clja.

PRlMEDBA: 10 Deo (b) teoreme 33 pripada Cooperu [3]; videti HLP, pp. 82-83.

6. KONVERZNE NEJEDNAKOSTI

U ovom odeljku konverzne nejednakosti iz 111.5 prosirene su na kvazi-
aritmeticke sredine. Rezultate je dobio Beck [1].

Teorema 34. Neka su FiG dve striktno monotone funkcije i G rastuca, koje su
definisane na intervalu em, M], F striktno konveksna u odnosu na G, f: em, M]
x em, M] -+ R neprekidna, striktno rastuca po prvoj promenljivoj, striktno opa-

dajuca po drugoj promenljivoj i f(x, x) = C (m;;;;x;;;; M). Tada za sve (odgovara-
juce) n-torke a i p
(a) vaii

(44)

sa jednakoscu ako i sarno ako su svi ai jednaki uz Pi>O;

(b) postoji najmanje jedno 6 (0<6< 1) takvo da je

(45)

Ako je 6 jedinstveno, jednakost u (45) vaii ako i sarno ako postoji
IC{I,... , n} takvo da je L Pk=6 i ak=M (kEI), ak=m (k~I).

kEI
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Dokaz. (a) Ovo je neposredna posledica teoreme 8 i osobina f

(b) Kako je m ~ ai~ M (1 ~ i ~ n), iz Ierne 2 (d) sleduje da za neko
<1) imamo ai=G2(m, M; lXi' I-IX;), i stoga je

(46) Gn(a;p)=G2(m,M;~, 1--~),

(47)

ci=F2(m2' M; lXi' I-IX;) (1 ~i~n), Fn=(c;p)=F2(m, M; ~, ~-~).

Na osnovu teoreme 8 je c ~ a, pa je, prema lemi 2 (b), Fn (c; p) ~ Fn (a; p), tj.

Fn (a; pFo'z:12(m, M; ~, I - ~).

Stoga, primenjujuCi (46) i (47) i osobine f, imamo

f(Gn(a,p), Fn(a;p»)~f(G2(m, M; ~, I-~), F2(m, M; ~, 1 ~~»).

OznaCimo desnu stranu poslednje nejednakosti sa A(~) (0 ~ ~ ~ 1). Tada
je A neprekidna funkcija, A(0) = A(1) = C i, s obzirom na (a), A(~);::::C (0 ~ ~ ~ 1).
Stoga postoji najmanje jedna vrednost ~, recimo e, u kojoj ), dostize maksima1nu
vrednost. Ovim je zavrsen dokaz nejednakosti (45).

Da bi vazila jednakost u (45), mora vaziti jednakost u (47), ;to daje
c=a i F2(m; M; lXi' I ~IXi)=G2(m, M; lXi' I-IXi) (1 ~i~n).

Medutim, kako je m #-M, na osnovu hipoteza imamo IXi= I, ili IXi= 0
(1 ~ i ~ n), odakle dobijamo slucaj jednakosti.

PRIMEDBE: 1° Osnovni primeri funkcije f su (x, y) f-i>x- y i (x, y) f-i>x(y ako je C ~

°
i C~ 1

respektivno.

° Primetimo da je bitno razliCit slucaj nenegativnih teZina od slucaja pozitivnih teZina.

3° Ako je f(x, y)~x(y i ako je

G (x) ~ Xs (s*O), G (x) ~ log x (s ~ 0);

F(x)=xr (r*O), F(x)~logx (r~O),

gde je r<s, tada se teorema 34 (b) svodi na teoremu III. 41.

4° Zaf(x,y)=x-y i G i Fkao u 3°, teorema 34 (b) svodi se na teoremu III. 44.

6.2. U primedbilII. 5.1.2° navedena je Beckenbachova generalizacija [3]. Sada
cemo pokazati da odgovarajuca generalizacija postoji i za prethodni opsti slucaj
i da se Beckenbachov rezultat dobija kao posledica ove generalizacije.

Ako je a=(bl'... bs, Cl' ... , cn--.), stavimo b=(bl'...' bs), c=(cp
. . . , cn-s). Tada je a = (b, c). Slicno postupamo i sa tezinama p, kada mozemo
lzraziti p u obliku p = (q, r).

Teorema 35. Neka su F, G, f isti kao u teoremi 34. Neka je, dalje, a = (b, c)
n-s

niz iz em, M] i p=(q, r) nenegativan niz sa cr= I-Ps= 2: rk.
k~l

Tada za odgo-

varajuce c i r:
(a) Postoji bar jedno Y (m ~Y ~ M) takvo da je

(48)

ako je y jedinstveno, tada jednakost u (48) vazi ako i samo ako za svako Ci za
koje je Pi>O, imamo Ci=Y.
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(b) 'Postoji bar jedno 6 (0)6>cr) takvo da je

(49) f(Gn (a; p), Fn (a; p))

;;;J(Gs+z(h,m,M; q,6, 1-6), Fs+z(h,m,M;q,6, 1-6));

ako je 6 jedinstveno, jednakost vazi ako i samo ako postoji Ie {I, . . . , n} takvo
da je L Pk=6 i ak=M (kEI), ak=m (ke::I).

kEI

Dokaz. (a) St ' G ( . Ps+ 1 pn )aVlmo x = n-s C, -;;-' . . . , -;; . Tada je

Gn (a; p) = Gn (h, c; q, r) = Gs+ 1 (h, x; q, cr).

Ak' F ( . Ps+ 1 pn ) d'o Je z = n-S c, --;-- , . . . , -;; , ta a Imamo

Na osnovu pretpostavki i teoreme 8 je z;;;;x,
Ierne 2 (b),

(50)

Fn (a; p) = Fs+ I (h, z; q, cr).

pa je, stoga, na osnovu

(5 I) Fn (a; p) = Fs+ 1
(a, z; q, cr):'£ Fs+ 1(h, x; q, cr).

Odavde, koristeci uvedene pretpostavke, (50) i (51) impliciraju

f( Gn (a; p), Fn (a; p)) ;;;;J(Gs+ 1
(h, x; q, cr), Fs+ 1(h, x; q, cr)).

DajuCi x vrednost y za koju desna strana ove nejednakosti postaje mini-
malna, dobijamo (48). SIueaj jednakosti se neposredno utvrduje.

(b) Ovaj dokaz je sIiean sa odgovarajucim dokazom u teoremi 34.

PRIMEDBA:5° Primetimo da teorema 34 (a) pokazuje da u opstem slucaju desna strana od
(48) predstavlja poboljsanje ocigledne donje granice, naime C.

Posledica 36. Neka su date pozitivna n-torka p i pozitivna m-torka h (l:'£m :'£.n).
Za sve (n-m)-torke C=(Cm+l"",cn) i zasvakor, s (-oo;;;;r:'£s:'£+oo) vazi

M~) (h, c; p) M~) (h, b; p)
>

M~](h, c; p) - M~) (h, b; p)
,(52)

gde je svaki element h, osim u kombinaciji r = - 00, s = + 00, dat sa

(r = - 00, - 00 < s < + 00),

= max h (- 00 <r< + 00, s = + 00);

ako je r = - 00, s = + 00 svako od bj je proizvoljno s tim ito mora da je
min h:'£~;;;; max h. U (52) vazi jednakost ako i samo ako je Cj= ~ (m + 1 :'£j:'£n),
osim u slucaju r = - 00, s = + 00 kada jednakost vazi ako i samo ako je
min h;;;;cj:'£.max h (m + 1 ;;;;j:'£n).
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Dokaz. U svim slucajevima, osim za r = - 00 ili s = + 00, ovo je neposredna
posledica teoreme 35 (a) za f(x, y) = x/y, i gde su FiG stepeni logaritamske
funkcije.

Kao tipican slucaj kada je neko od r ili s beskonacno, posrnatr2jmo slu-
caj - 00 <r< + 00, r*O, s= + 00, i uocirno funkciju f definisanu sa

max (b, c)
f(cm+p ..., cn)= [] .

M: (b, c; p)

Jednostavna izracunavanja daju

pa stoga (52) vazi u tom slucaju sa jednakoscu ako i sarno ako je Cj=

= rnax b (m + 1 ::£j::£n).
Ako je r = - 00, posmatrajmo funkciju f definisanu sa

max (b, c)
f(Cm+I' ..., cn)=~--'

mm (b, c)

Iz definicije b u ovom slucaju sleduje min (b, b) = min b, max (b, b) = rnax b.
Kako je min (b, c)::£min b i max (b, c) ~ max b, rezultat vazi u ovorn slucaju sa
jednakoscu kao sto je i tvrdeno.

Posledica 37. Neka je O<m<M, p pozitivna n-torka, Pn= 1 i b pozitivna u-tor-
ka. Za svaku (n-u)-torku c takvu da je m::£Cj< M, u + 1 ::£j::£n i proizvoljno
r, s takvo da je - 00 ::£ r< s::£ + 00, imamo

(53)
M~] (b, c; p) M~~2 (b, m, M; q, a-IX, IX)

<~] . -~] . 'M n (b, c, p) M u+2 (b, m, M, q, a-IX, IX)

gde je q= (PI' .., , Pu)' cr= 1- Pu'

oc=o (8<0), oc=8 (0::£8::£cr),

gde je 8 dato sa

oc=cr (8)cr),

8 = ~
[

r
C~ I

Pk bkr + a mr)

-

s
C~ 1

Pk bks + a mS )

]
,

s-r Mr-mr MS-ms

za r, s konacno i rs* 0. Ako je r = °
ili s = 0, tada je 8 definisano kao gran i-

cna vrednost (54) pod pretpostavkom da je parametar koji je razlicit od nu/e ko-
nacan; 8 =

°
ako je r konacno i s = + 00; 8 = cr ako je r = -

00 i s konacno i
8 = cr/2 ako je r = - 00, s = + 00. (Ako je u =

°
tada je 0::£8::£cr). lednakost u

(53) vazi: za konacno r i s ako i samo ako postoji Ie {m + 1, . . . , n} takvo da
je L h=oc, ck=M (kEI), ck=m (kEEl); za r= -- 00 is konacno aka i sarno

kEf
ako vaze prethodni us/ovi i min b = m; za r konacno i s = + 00 ako i sarno ako
vaze prethodni us/ovi i max b = M; za r = - 00 ako i samo ako je min (b, c) = m,
max (b, c) = M.

Dokaz. Ako su r i s konacni, ovo je posledica teorerne 35 (b); ostali slucajevi
se direktno proveravaju.

(54)
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7. GENERALIZACIJE KVAZIARITMETlCKIH SREDINA

L. Losonczi ([1] i [2]) je generalisao kvaziaritmeticke sredine na sledeci
......

naCin: Pretpostavimo da je I zatvoren interval iz R i da I <I>:In---7(R~t, <1>=

= (<1>1'.. . , <l>n)'<l>j:I ---7 R~ (1 ~ i ~ n); M: 1---7R strogo monotona funkcija. Stavimo

(55)

PRIMEDBE:1° Ako je <15konstantno, recimo It (a) = (PI, . . . , Pn) za svako aEIn, tada se (55)
svodi na (1).

2° Drugi jednostavan slueaj je ako je I})I ~ . . . =
I})

n = I}).Tada se (55) svodi na

. -
_1

[

k~ll})(ak)M(ak»

)
Mn (a, I}»)- M n- .

L I}) (ak)

k~1

3° Specijalan slucaj za M (x) ~ xp i I}) (x) ~ x" daje

(56)

(57.1)

(57.2)

Ako je M (x) = log x, imamo

Ove sredine za at ~

°
svode se na obicne potencijalne sredine sa jednakim tezinama

tj. M~; 0](a) = M~P](a). Dresher [1] je prvi ispitivao ove sredine.

4° Stavljajuci da je "$ = (ql x", .. . , qn x"), sredine (57) mogu se prosiriti na tezinske sredine

(58) (p""O, -00 <p< +00),

(p = 0).
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Naravno, M!:;
0] (a; q) ~ M~P] (a; q).

5° Primer naveden u prethodnoj primedbi takode je generalizacija kontraharmon'jske s:edi-
ne iz ]II.4. U stvari, M~I; r-I] (a; q) ~ H~] (a; q).

Sada cemo izIoziti jedan rezuItat koji prosiruje teoremu 28 na ove opsti-
je sredine (Losonczi [2], Bullen [I 3]).

Teorema 38. Neka su K, L, M: I-+R diferencijabilne funkcije, $, ;V,z: In-+(R:)n,
f:P--)-1 diferencijabilna funkcija. Tada, ako je a, hE In, vazi

(59)

ako i samo ako je, za sl'ako u, 1', S, t iz I i I ~ i ~ n,

(60) (Mof(U, v)-M of(t, S»)(Zio/(U, !) )M' of(t, s) znol(t, s)

-s;(K (u)-K (t»)<I>i (u)

't s c (L (v)-L (S» )Y;(v~
't s-

K' (t) <I>n(t) II
( , )

L' (5) Yn (5) 12 (, ).

U (59) i (60) istol'remeno ~ moze da se zameni sa ~ i/i sa =.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je M rastuca funkcija. SIucaj kada je opadajuca,
razmatra se sIicno. Ako je 1 ~i~n, stavljajuCi aj=u, ak=t(k#-i), b;=I', bk=s
(k#-i) u (59), naIazimo

(61) xiof(u, I') (M of(u, v) - M of(Km Ln))

~ i xkof(t, s) (M of(Km Ln)- M 0f(t, s»).
kc:f:;
k I

--. -+

Ovde Km Ln oznacavaju Kn (a; <1» i Ln (h; y;) respektivno, gde a i h zado
voIjavaju gornje usIove. Kako su M i f diferencijabiIne funkcije, imamo

M of(Kn' Ln) - M 0f(t, s)

= (M' 0f(t, s) + ~J ((It' (t, s) + EJ (Kn -
t)

+ (Iz'(t, s)+zJ (Ln-s»),

gde Ek-+O kada (Kn, Ln)-+(t,s) (k= 1,2,3).

Ako definicije Xi'
..J;i prosirimo stavIjaj uci Xj = Xn (i ~ n), ',k = Yn (i ~ 11), ni-

je tesko dokazati da je Iim Kn~ t, Iim Ln = s i stoga Ek-+ 0 kada n-+I- 00
n-++ 00 n---'Jo-i-00

(k = 1, 2, 3). U stvari, imamo

Iim (Kn-t) i xkof(t, S)= (K(U)-K(t» )<I>j(u)znof(t,s),

n--.+oo k-;d K' (t) <I>n(t)
k~1

(62)

I ' (L ) ~ f( .) (L (V)-L(S» ) '~j(v) zmo/(s, t)
1m n - S L.., Xko t, s = '.

n--.+oo k""j
.

L'(s) Yn(s)
k~1

KoristeCi ove rezultate, iz (61) i (62) dobijamo (60).
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---> --->
Stavljajuci u=aj' v=bi' t=Kn(a; <1»=Kn, s=Ln(b; tji)=Ln u (60) i

n tako dobijenih jednaCina, dolazimo do nejednakosti

M (Mn (f(a, h);--:X»-Mo/(Kn, Ln)
:S 0,

M' o/(Kn, Ln)

odakle nalazimo (59).

Prirodno, znak nejednakosti u
ili znakom jednakosti, ako i sarno
mula.

(ii)
sabirajuci

(59) ili (60) moze da se zameni suprotnim,
ako je to uradeno i u drugoj od ovih for-

PRIMEDBE: 6°
svodi na

Ako su i~;V ~ -; konstantne funkcije (videti p~imedbu 1°, nejednakost (60) se

Mo/(u, v)-Mo/(b, s) K(u)-K(t) L(v)-L(s)_~_n <;: f' (t s) + f' (t s).
M' o/(f, s) - K' (I) l' L' (s)

"

Ako sada pretpostavimo da K, L, Mil imaju neprekidne druge izvode, poslednja
nejednakost je ekvivalentna, za svako h i k, sa

HII" h' + 2H,/' hk + H,/' F;';O,

gde je H funkcija definisana u teoremi 28. Ovo u stvari znaCi da je ova kvadratna forma
negativno definitna, sto je ekvivalentno sa tvrdenjem da je H konkavna funkcija (Dvod 5.2.).

Prema tome, u svim slucajevima teorema 38 se svodi na teoremu 28.

7° Neka je Ej = {(u, v, f, s) I za ove vrednosti u (60) vazi jednakost} (1 <£i;';n). Gornji dokaz

pokazuje da jednakostu (59) vazi ako i sarno ako je (aj,bj,Kn(a;<Ii),Ln(h;~»EEj(l:;:';i;';n).

Teorema 38 moze se prosiriti na slucaj I: 1m-+ I.

Posebno, iz teoreme 38 mozemo izvesti uslove pod kojima su ove opstije
sredine komparabilne.

Posledica 39. Sa oznakama iz teoreme 38 imamo Mn (a; XJ;'; Kn (a; $) za svako
a~ln ako i samo ako je, za svako u, tEl i I ;';i;';n,

M(u)-M(t) Xj(u) K(u)-K(f) <l>j(u)
--<;: -.

M'(f) Xn(t) - K'(t) <l>n(t)

---+ ~ ~---'1-
Posebno: (i) ako je <1>= X, sredine Mn (a; <1» i Kn (a; <1» su kompararabilne

ako i samo ako je K rastuca (opadajuca) i M je konveksna (konkavna) funkcija
u odnosu na K; (ii) ako je M = K, <1>1= . . . = <1>n= <1>,Xl = . . . = Xn= X, sredine

Mn (a; X) i Mn (a; $") su komparabilne aka i samo ako je : monotona funkcija.

Dokaz. Tvrdenje ncposredno sleduje iz teoreme 38 za f(x, y)===x. Partikularan

slucaj (ii) je ocigledan. Partikularan slucaj (i) sleduje iz cinjenice
M(u)-M(t)

M'(t)

<;:
K(u)-K(t) , za rastuce K, ekvivalentno sa Cinjenicom da je M konveksno

K' (t)
u odnosu na K, (primedba I.5.3°).

PRIMEDBE: 9° Rezultati iz prethodne posledice mogu se bez teskoca prosiriti: za svako F: I -+ 1,

nejednakost Mn(F(a);-;);';F(Kn (a; $» vazi ako i sarno ako je

(_M of(a)-~~!(t) )Xj(u)
;'; (K(u)-K(t) )<l>j(u)-

F' (f).
M'oF(f) Xn(t) K'(f) <l>n(t)



142 IV Kvaziaritmeticke sredine

10° Jedan drugi, veoma vazan, partikularan slueaj je I(x, y) ~ x + y. Tada iz teoreme 33

izlazi da je Kn(a; ID)+Ln(b; ;j;)~Mn(a+b; 5:'")ako i sarno ako je, za l~i~n, u, v, s, tEl,

M(u+v)-M(t+s) X;(u+v) K(u)-K(t) <I>;(u) L(v)-L(s) 1Ji;(v)
~ ---+ ---.

M' (t +s) Xn(t H) - K' (t) <I>n(t) L' (s) IJin(s)

Posledica 40. Akoje p ~ 0 i I ~ 0(~max {I - p, O}ili p<O i I -p ~ 0( ~max{1, - p},
tada je

(63)

M!r exl(a + b; q) ~ M~P;ex](a; q) + M!:';
ex]

(b; q).

Ako je p~O i -p~O(~min{1-p, O} ili p<O i O~O(~min{l, -p},
u (64) vazi suprotna nejednakost.

Dokaz. Za K = L = M, q;="$ = X i X(x) = (ql X (x), .. ., qn X (x», nejednakost (63)
postaje

(64)

G(u+v, t+s)~G(u, t)+G(v, S) (G(X, y)= (M(X)-M(Y) )X(X) ).
M' (y) X(y)

V ovom slucaju imamo M (x) = xP ili log x, X(x) = xex, te je

G(X,y)=; ((~y+"'-(;n (p#O), G(x, y)=Y(;)"'log; (p=O),

tj. G (x, y) = y r (xjy), gde je

r(t)=~-(tP+CX-tex) (p#O),
p

Bez teskoca se proverava da (63) implicira da je r konveksna funkcija,
pa je rfl(t)~O za t>O (0(, p zadovoljavaju prvi skup uslova).

Drugi skup uslova implicira da je r konkavna funkcija, sto opet povlaCi
(65) sa obrnutim znakom nejednakosti.

(65)

r (I)= texlog t (p= 0).

PRIMEDBE: 11° Treba istaci da nejednakost (63) ne pravi razliku izmedu ID,l Xi --;
~ (q,

'P"
. . . , qn'Pn),f ~ (q,lJi" . .. , qn IJin)'X: = (q,

X"
. . . , qn Xn) za neku pozitivnu n-torku q.

12° Ako je IX~ 0, kao sto smo videli, M!:';
0] (a; q) = M!:'] (a; q), pa se prvi skup uslova svodi

na p~ 1. Stoga (64) generalise (III.29).

13° Ako je p = 1, IX= r-l, kao sto smo ustanovili, vazi M~I; ,-I] (a; q) ~ H~](a; q), pa se prvi
skup uslova svodi na 1 ~r~2; stoga (64) generalise (111.52).

Ako pretpostavimo da je 1= R, kao i da je M dva puta diferencijabilna
i X diferencijabilna funkcija, tada (65) moze da bude reseno na naCin koji je
u sustini jedinstven.

Posledica 41. Ako je 1= R, M dva puta diferencijabilna i ako je X diferencija-
bi/na funkcija, tada je, za svako a, bERn,

-+ -+ -+
(66) Mn(a+b; X)~Mn(a; X)+Mn(b; X)

ako i sarno ako je x(t)=a+bt za neko a, b (b#O), tj. ako i sarno ako je
-+

Mn (a; X) = An (a).

Dokaz. Kao i u prethodnoj posledici, (66) ce vaziti ako i samo ako (65) vazi
za svako u, v, s, tER. Pretpostavimo da je t= 0, u>O. Tada (65) moze da se
predstavi u obliku

_G(u+v, s)-G(v, s)-~ G(u, v)-G(O, 0)
.

u u
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Ako u--+O, odavde dobijamo da je, Gj'(v, s)~G/(O, 0) za svako v, s.
Medutim, ako je u>O, na sliean naCin dobijamo G/(v, s)~G/(O, 0). Prema
tome, G[' (v, s) = G/ (0,0) = a. Slieno, Gz' (u, v) = Gz' (0,0) = b, paje G(u, v) = au + bv,
G(a, u)=O, a+b=O, tj.

(67) M(x)-M(y)X(x)=a(x-y).
M' (y) X(y)

StavljajuCi y = 0, odavde nalazimo

M (x) = M (0) + ax (0) M' (0) ~.
X(x)

Zamenjujuci ovaj izraz u (67), dobijamo

xx(y)-yx(x)
- a(x- y).

X(y)-gx' (y)

Za y=O dobijamo a= 1. Za y= 1 nalazimo X(x)=Ax+B. Kako jeX>O,
imamo A = 0, B> O. Iz (68) nalazimo M (x) = M (0) + M' (0) x.

Prema tome, ove sredine se svode na artimetieku sredinu, kao posledica
teoreme 3.

(68)

Posledica 42. Neka su K, M: 1--+ R dve difereneijabi/ne strogo monotone funkcije i
-+ -+ -+ -+ aM (x) + b<1>,X: In --+ (R~)n. Tadaje Mn (a; X) = Kn (a; <1»za svako aEln ako je K(x) = M ( de x)+
i <l>i(x) = k Xi (x) (eM (x) + d), gde konstante a, b, e, d, k zadovoljavaju uslov

k(e2+d2)(ad-bc):f=0. Ako je c:f=O, _.cl- nije jednako K i!! nije jednako M.
e e

Dokaz. Koristeci slucaj kada nastupa jednakost u teoremi 38 i primedbu 9°,
vidimo da prethodna jednakost vazi ako i samo ako je, za 1 ~ i ~ n,

M(u)-M(/) Xi(U) K(u)-K(t) <l>i(U)

M' (I) Xn (I) =
K' (t) <l>n(1)

.

FiksirajuCi t = toEli stavljajuci

(u)=
M(u)-M(1o), x(u)=K(u)-K(1o),

[.L
M' (10) K' (10)

bez teskoce se vidi da za u, t ( :f=to)E I vazi

([J. (u)-[J. (I) ) [J. (I)
= (x (u)-x (I) )x (1) .

[J.' (I) [J.(u) x' (I) x (u)

F ' k ' ." d ---I- d b " K( ) aM(u)+b
1 SlraJUCI OV e t=t[-;-to' olJamo u = (u:f=to)' gde se kon-

eM(u)+d
stante mogu odrediti polazeci od vrednosti M, M', K, K' u to i t). Formula,
na osnovu neprekidnosti, vazi i kada je u = to' pa kako K nije konstantno,
imamo e2+d2>0 i ad-be:f=O. Ako je e:f=O izraz moze da se predstavi u obliku

K(u) - -~= - ad-be,

e e' M (u) + de

odakle se dobija poslednji uslov u tvrdenju teoreme. ZamenjujuCi izraz za K
u (69), dobijamo

(<I>i (U) ) 1 (<I>n(t)

) 1

Xi(u) CM (u) + d Xn(1) CM (I) + d

(69)

(u:f=t).
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Prema tome, leva strana je konstantna (i kao funkcija od u i od i).
Ovim je zavrsen dokaz ovog dela teoreme. Suprotno tvrdenje se lako proverava.
o ovome videti: Aczel i Daroczy [1], Bajraktarevic [1], Danskin [1], Daroczy [1],
Daroczy i Losonczi [I].

PRIMEDBA: 14° Mada glavni rezultat ovog odeljka pripada Losoncziu [1], mnogi drugi parti-
kularni rezultati za sredine ovog tipa dobili su ranije drugi au tori. Posebno sve reference
iz III. 4.1 0 kontraharmonijskoj sredini su relevantne.

Darocsv i Losonczi [I] uveli su i opstije sredine. Navescemo sarno neke od
rezuItata koji se odnose na sredine koje je uveo Losonczi jer se iz ovih sredina
kao specijalan slucaj dobijaju sredine koje je definisao Daroczy.

Neka je 1 dati interval. OznaCimo sa E (I) skup svih funkcija K: P - R
takvih da je za svako xEI funkcija YH>-K(x, y) neprekidna, strogo rastuca
na I i K (x, x) = 0. Posmatrajmo jednaCinu

n

L rpi(ap y) = 0,
i~1

n
gde je rpiEE(I), aiEl (i= I, ..., n). Funkcija k:- L rpi(ai; y) je po pretpo-

i~1
stavci strogo rastuca i k (min a) ~

°
~ k (max a), tako da posmatrana jednacina

ima jedinstveno resenje po y takvo da je min ai ~y ~ max ai. Ovo resenje zva-

cemo -;= (rpl' . . . , rpn)sredina i oznacavacemo Mn (a)'I"
Za rp;= rp(i = I, . . . , n) dobijamo simetricne sredine koje je uveo i ispitivao

Daroczy [1].
Za rp(x, y) = rp(y) - rp(x), gde je rp: 1- R neprekidna i strogo rastuca

funkcija na I, dobijamo (55).

Niz ; = (rpp . . . , rpn), gde je rpiE E (I), naziva se reproduktivan niz ako
sledeca jednakost vazi

k
Jim (M(am)rpm-t) m=<I>(t) L rp;(ap 1),

m~+oo i=1

gde je <I>negativna funkcija koja zavisi od rp i

am=(al,..., ak, t,..., t),
~

m

Skup svih reproduktivnih nizova oznacavacemo sa R (I).
Sledeci Losoncziev rezuItat predstavlja generalizaciju prethodnih rezultata

IZ ovog odeljka.
Pretpostavimo da su I, 1[, 12 proizvoljni intervali, I: I) x 12- I proizvoljna

diferencijabilna funkcija na II x 12 i rpkE R (I), ~kE R (I)), Xi<E R (12) reproduktivni
nizovi. Nejednakost

Mn (f(a, b))'I'~ I(Mn (a)y, Mn (b)J

vaii za svako aEIln, bEI2n (n= 1,2,...) ako i sarno ako je

rp: (f(u, v), l(t, s)) ~ rp: (u, t) i. I(t, s) + X: (v, s) _of(t, s)
o t 0s

za svako u, tEll; v, sEI2(k= I, 2,.. .), gde je rpic(x, t)=<I>(t)rpdx, t).
Ako su ovi uslovi uspunjeni jednakost u (ex) vaii ako i sarno ako je

(ai' bi' Mn (a)y, Mn (b)x) E E; (i = I, . . ., n), gde je Ek skup (u, v, t, s) takvih da
vaii jednakost u (ex).
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8. NEKE DRUGE NEJEDNAKOSTI

Dva pododeljka koja sleduju mogle su da dodu odmah iza odeljka 0
potencijalnim sredinama. Medutim, koriscenje kvaziaritmetickih sredina znatno
pojednostavljuje razmatranje i to je razlog sto se nalaze na ovom mestu.

8.1. Teorema Godunove. SledeCi jednostavan rezuItat (Godunova [I]) ima inte-
resantne posledice.

TeoJ'ema 43. Neka je F: R~ -+ R~ neprekidna strogo rastuca funkcija takva da
je F-1 konveksna funkcija i limF(x)=O ili - 00. Pretpostavimo da su a=

x--->-o

= (al' az. . , ,) i b = (bl' bz, ...) dva pozitivna niza i da je za svako n ~ 1,
n +~

qn=(qln,..., qnn) pozitivna n-torkatakva daje L qkn=1 (n~l) i L bnqkn~
k=1 n~k

~ C (k~ 1). Tada je

(70)
+~ +~

L bnFn (a; qn) ~ CLan'
n=1 n=1

Ako je C = lim ~ i bb konstanta u (70) je najbolja mogucna.
n--->-+~ n k~1

Dokaz. Iz teoreme 8, za svako n ~ 1, dobijamo
n

Fn(a;p)~An(a;pn)= L Pknak'

k=1

Prema tome, imamo

(71)
+~ +~ n +~ +~ +~

L bnFn(a; pn)~ L bn L Pkak= L ak L pnbn~C L ak>
n~1 n~1 k=1 k=1 n=k k~1

sto je i trebalo dokazati.

Ako sada stavimo ak=I(1~k~m), ak=O(k>m), tad a iz (70) izlazi

C~
~ Jl bn+:l bnF-l (F(I)

k~1
Pkn) ~ ~ Jl bn

jer pretpostavke 0 F impliciraju F(1»O, F(O»O i F-1>0. Ovim je
dokaz teoreme.

zavrsen

Posledica 40. Sledece nejednakosti vaze za pozitivne nizove a= (01' oz' ...) i
brojeve p, q> 1:

(a)

(b)

(c)

10 Sredjne i sa njima povezane nejednakosti
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(d)
+00 n ("

. k1t

)
tg(21tf") + 00

"" IT SID - 2-- ak" < 7t 2: ak;
,,=In+1 k=1 k=1

(e)

(f)

Dokaz. (a) Stavimo F(x) =
xlfp, qk"=

qk-l (q-l)
(n, k ~ 1), bk=

qk-I
i na niz aP

q" qk
primenimo teoremu

(b) Kao u slucaju

(c) Za F (x) =
xlfp,

43.

(a), ali za F(x) = log x i mz a.

qk"=
sin (krt/n)

(n,k~I), bk=~(k~l) primenimo teo-
cotg (rt/(2 n») k + I

remu 43 na aP.

Kao pod (c) sarno za F(x) = log x i niz a.

Stavimo F(X)=Xlfp, qk"=.! (n, k~ 1), bk=~(k~ 1) i
n k+1

niz aP (primetimo da je .! ~
~oo I ).

k ,,~k n(n+l)

(f) Kao za (e) sarno za F(x) = log x i niz a.

(d)

(e) pnmemmo (71) na

. (n!)lf" .
"

+00
PRIMEDBE: 1° Kako Je - >e-

"
deo (f) Imphclra Carlemanovu nejednakost 2: Gk (a)<

n+1 k~1
+00

< e 2: ak (videti takode primedbu II. 6.1°).
k=1

(~ )Ct" - k ~k

2° U stvari, ako uzmemo da je F(x)~x1fp Hi F(x)=logx, qk"~' (n, k~l,
(Ct+ ~)n

Ct, ~>O, Ct+~>I); bk=1 (k~l) i nizove aP ili a respektivno, Knoppova [2] generalizacija
Carlemanove nejednakosti sleduje iz teoreme 43 (takode videti Levin [I]).

8.2. Qppenheimov problem. ProuCicemo sledece interesantno pitanje: Ako su
F sredine n-torki a i b u nekom poretku, kada iz toga mozemo zakljuciti da
isti poredak vazi izmedu G sredina od a i b. Pitanje je postavio i, za n = 3 u
slucaju aritmetickih i geometrijskih sredina, resio Oppenheim [I, 2]. Prosirenje
na opste n dali su Godunova i Levin [I]. Jedan drugi odgovor u opstem slu-
caju dao je Vasic [1]. Sledecu diskusiju izvrsili su Bullen, Vasic i Stankovic [1].

Teorema 41. Neka su a i h dve pozitivne n-torke takve da je

O<al~'" ~an, O<bl~... ~bn,

ai~bi (1~i~n-m, l<m<n), ai~bj (n-m+2~i~n).

Zatim neka je p druga pozitivna n-torka iF: R +-+ R monotono rastuca i
konkavna funkcija, takva da je x 1-+x F' (x) rastuca funkcija. Ako je

(72)

(73) An(h; p) ~ An (a; p),
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tada za O<IX~I-Pn-m vazi
P"

(74) An(F(b); p) -IXF(An(b; p) ~ An(F(a); p) -IXF(An(a; p)).

Ako je IX= 0, rezultat vat; bez pretpostavke da je x 1-+x F' (x) rastuca funk-
cija. Ako je F strogo rastuca, F' strogo opadajuca ; x 1-+XF' (x) strogo rastuca
funkcija (iii, IX= 0, tj. F' je strogo opadajuca), tada jednakost vati u (74) ako i
sarno ako je a = b.

Dokaz. Jednostavnosti radi stavimo, za O~A~ 1, Ck=Abk+(l-A)ak' Tada iz
(72) imamo O<Cl~'" ~cn. Ako stavimo <I>(A)=An(F(c);p)-IXF(An(c;p)),
(74) postaje <I>(I)~<I>(O), pa je dovoljno dokazati da je <I>'(A)~O. Podimo od

(75)

i uocimo drugi clan na desnoj strani ove jednakosti.
n

L Pk(bk - ak) ~ 0 i, na osnovu monotonije niza c,
k~l

Na osnovu (74) je

n n

LPkCk> L PkCk~Cn-m+l(Pn-Pn-m)'
k=l k=n-m+l

tako da drugi clan u (75) nije veCi od

(76)

~ IXCt Pk(bk- ak))
1-~

F'(cn-m+l)
~C~l

pdbk - ak))F'(Cn-m+l)'

P"

gde smo iskoristili monotoniju funkcije x 1-+xF' (x). Posmatrajmo sada prvi clan
desne strane u jednakosti (75). On je jednak sa

n-m n

L Pk(bk-ak)F'(ck)- L Pk(ak-bk)F'(Ck)
k~l k=n-m+l

(77)

gde smo primenili monotoniju funkcije F'.
Iz (76) i (77) sleduje <1>'(A)~ O. Ako je IX= 0, (76) moze da se izostavi

i rezultat proistice jer je F' ~ 0, tako da je izraz u (77) nenegativan.

PRIMEDBA: 10 Bez teskoca utvrdujemo da je nejednakost (74) obrnuta ako je F opadajuca i
konkavna i x H>X F' (x) opadajuca funkcija. Ako je F konveksna i rastuca i x H> X F' (x) ras-
tuca funkcija, tada ako u (73) vazi suprotna nejednakost i nejednakost (74) je suprotna (u
oba slucaja ako je ex= 0 uslov za funkciju x H>x F' (x) je nepotreban).
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Posledica 42. Neka su a i h pozitivne n-torke koje zadovoljavaju (72) i neka je p po-
zitivna n-torka. Ako je - 00 <s< + 00 i ako je M~](h; p):;:;;M~](a; p), tada za t<s

iO~IX~ l-Pn-m (t#O), vaii
Pn

((M~] (h; p)y -1X(M~](h; p)ytt :;:;;((M~](a;p)y -1X(M~](a;p)ytt.

Ako je t = 0, pod istim pretpostavkama vaii

(
M~] (h; P»)'"Gn(h; p) :;:;; [] Gn(a; p).
M: (a;p)

Ako vaii suprotna nejednakost u (76) i ako je t>s, tada u (78) i (78')
vaie suprotni znaci nejednakosti. lednakosti u (78) i (78') vaie ako i sarno ako
je a = h.

Dokaz. Neposredno se dobija iz teoreme 41 i primedbe 10 ako se za F uzmu
redom funkcije x 1-7x', x I-7logx i x 1-7eX.

(78)

(78')

PRIMEDBA:2° Slucaj n ~ 3, PI ~ Pz ~

P3' S ~ 1, IX ~ 2/3 u (78') razmatrao je Oppenheim [1].
Posmatranjem specijalnog slucaja on je ukazao da kada je s ~ 0 analogna nejednakost (78'),
gde je Gn zamenjeno sa An' ne mora da vazi u opstem slucaju. Korektna forma je, kao sto
smo videli, data sa (72).

Slucaj IX= 0 . teoreme 41 ili posledice 42 daje odgovor na postavljeni
problem.

Posledica 43. Neka je F: R+ --+R strogo rastuca konkavna funkcija i neka su
a, hip pozitivne n-torke pri cemu a i h zadovoljavaju (72). Tada, ako je

(79)

vaii

(80)

Ako je F' strogo opadajuca funkcija, tada jednakost u (80) vaii ako i sarno
ako je a=h.

PRIMEDBE:3° Ova posledica je ekvivalentna sa sledeeim: Ako a i b zadovoljavaju (72) i
ako je G:R+--+R strogo rastuca funkcija tad a ako je Gn(b;p):;:;;Gn(a;p), imamo

Fn(G(b); p):;:;;Fn (G(a); p).

4° Na osnovu primedbe 3° zakljucujemo da posledica 43 ostaje u vaznosti ako se pretpo-
stavi da je F konveksna i opadajuca funkcija. Ako je, medutim, F konveksna i rastuca funk-
cija i ako u (79) vazi suprotna nejednakost, tada u (80) vazi suprotna nejednakost.

5° Bullen, Vasic i Stankovic [1] oslabili su uslove (72) za vazenje posledice 43. Medutim,
tada primedba 3° prestaje da vazi i stoga ovaj opstiji rezultat ima manju primenu.

Posledica 44. Neka su a i h dve pozitivne n-torke koje zadovoljavaju (72), i P
pozitivna n-torka. Ako je - 00 <s< + 00, tada:

(a)

(81)

(b)

(82)

ako je M~](h; p):;:;;M~](a; p)

M~](h; p):;:;;M~](a; p);

ako je M~](a; p):;:;;M~](h; p)

M~](a; p):;:;;M~](h; p).

i t <s, tada je

i t>s, tada je



(i) M~](a; p)<M~](b; p) U<s),

(ii) M~](a; p»M~](b; p) U>s),

(iii) M~] (a; p) = M~] (b; p).
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lednakost u (81) i (82) nastupa ako i sarno ako je a = b.

Dokaz. Neposredno proistice iz po sled ice 43 sa F (x) = x', log x ili eX i uzi-
majuci u obzir primedbu 4°

PRIMEDBA: 6° Slucajevi n ~ 3, s = 1, t = 0 (s ~ 0, t = 1), P, ~ P2= P3 posledice 44 prvobitno je
diskutovao Oppenheim ([1l. [21) na jedan potpuno drugaciji nacin.

Posledica 45. Pretpostavimo da su a i b dye pozitivne n-torke takve da jedna nije

preuredenje druge i da je p takode jedna n-torka. Ako je M~-oo](a; p)<
<M~-OO](b; p), M~+oo](a; p»M~+oo](b; p) i ako a i b u nekom preuredenju

zadovoljavaju (72), tada postoji jedinstveno s (- 00 <s< + 00) takvo da je

Dokaz. Ovo nepos red no sleduje iz posledice 44 i neprekidnosti M~] kao funk-
cije od s.

PRIMEDBA:7° Ocigledno je da sa rascenjem 0( nejednakost (74) postaje stroza. Stoga je posle-

dica 44 preciznija od posledice 45.

U opstem slucaju (74) ne mora da vazi ako je IX> 1 - Pn-m . Na primer,
Pn

neka je n = 3, Pj = P2= P3 i 0 < aj ;::;:;a2;::;:;a3' 0 < bj ;::;:;b2;::;:;b3; tada, da bi vazilo (72),
mora da je aj;::;:;bl' b3;::;:;a3, pa posledica 42 u slucaju s = 1, t = 0 kazuje da
ako je b2 + b2 + b3 ~ aj + a2 + 03' tad a je

(0 ;::;:;
~

;::;:; 2).

Medutim, ako je aj=bj=l, a2=a-l, a3=b2=b3=a sa a>2, tada je

Stoga ako je ~> 2 i ako je a dovoljno veliko, tada je A> 1, sto daje trazeni
kontraprimer. .

8.3. Fanova nejednakost. Jedna nejednakost, koja je u vezi sa (74), pojavljuje
se pod sasvim razlicitim okolnostima u sledecoj teoremi:

Teorema 46. (a) Neka je F:I-+R konveksna funkcija reda 3 i neka su aj>
bj E I (1;::;:;i;::;:;n)takvi da je

(83) max (a);::;:;min (b),

Ako je p pozitivna n-torka, tada je

(84)

Ako je F strogo konveksna funkcija reda 3, jednakost u (84) vazi ako
i sarno ako je aj = . . . = an (tada je i bj = . . . = bn).
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(b) Obrnuto, ako neprekidna funkcija F zadovoljava (84) za svako n i bilo koju
od 2 n tacaka koje zadovoljavaju (83) (pri cemu svi ai nisu jednaki) i sve pozi-
tivne n-torke p, tada je F konveksna funkcija reda 3. Ako pri ovim pretpostav-
kama u (84) vazi stroga nejednakost, F je strogo konveksna funkcija reda 3.

Dokaz. Primetimo da se oznake koje cemo koristiti kao i osobine konveksnih
funkcija reda 3 mogu naCi u Uvodu.

(b) Stavimo n=2, al=x, az=bz=x+(3h/2), bl=x+3h, p]=l, pz=2. Tada
se (84) svodi na 6 h3 V3(F; x + 3 h, x + 2 h, x + h, x):;;:;0. Kako nase pretpostavke
povlace da ova nejednakost vazi za svako x, h>O, sleduje da je F konveksna
reda 3.

(a) Mozemo pretpostaviti da je al~az~'" ~an~bn~bn-I~'" ~bl. Dace-
mo dokaz primenom matematicke indukcije. Neka je n = 2. Ako je F konveksna
funkcija reda 3, vaZi

(85)

gde je XO>X3' XI>X4' xz>xs (ako je F strogo konveksna, ova nejednakost je
stroga).

Stavimo xo=bl' xz=bz, XI=Az(b;p), x3=az, xs=al' x4=Az(a; p). Ako
je al+bl=az+bz i al<az~bz<bl' nejednakost (85) se svodi na (84) za n=2
(stroga nejednakost ako je nejednakost (85) stroga).

Pretpostavimo da je rezultat dokazan za n = 2, 3, . . . , m - 1. Tada je

na osnovu induktivne pretpostavke. Poslednji izraz je, na osnovu slucaja n = 2,

Slucaj kada je F strogo konveksna funkcija reda 3 i slucaj kada nastupa
jednakost utvrduje se na osnovu gornjeg dokaza.

PRIMEDBE:1° Nejednakost (84) moze se dobiti iz (72) za (J(~ 1.

2° Ako je F konveksna funkcija reda 3 u (84), vazi suprotna nejednakost.

3° Ako je F(x)~xr, tada je F"'(x)=r(r-l)(r--2)xr-" pa je (videti Dvod 5.3) F strogo
konveksna reda 3 ako i sarno ako je 0<r<1 ili r>2; ako je r<O Hi 1<r<2, F je strogo
konkavna funkcija reda 3. Obe funkcije x f-+ F (x) ~ log x i x f-+ F (x) ~ eX su strogo konveksne
reda 3.

Posledica 47. Neka su a i b dye pozitivne n-torke koje zadovoljavaju (83) i neka
je p takode pozitivna n-torka. Tada imamo
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a) ako je s>O, t<s ili t>2s, ili s=O, t>s lli s<O, s>t>2s, tada je

(86) ((M~] (b; p)Y
-

(M~](b;p)t) r't

~ ((M~] (a; p)Y - (M~] (a; p)Ytt

M~Jcb;p)
Gn(b;p)~ Gn(a;p)

M~l (a;p)

(toFO),

(t = 0);

(b) S>O, s<t<2s ili s=O, t<s ili s<O, t>s, tada u (86) vaze suprotne ne-
jednakosti.

lednakost u (86) vazi ako i sarno ako je a1= . . . = an (u korn slucaju je i
b1=... =bn).

Dokaz. Neposredno sleduje iz teoreme 46 za funkcije iz primedbe 3°.

PRIMEDBE: 4° Posledica 47 je analogna posledici 42.
. I

5° Ako stavirnoPl="'=Pn, s=l, bi=l-ai' 0<a('£;2 (l~i~n), nejednakost (86) postaje

(87)

n n

n ai n (I-a;)
i=1 i~1

(.5: ai)
n

;;;;

(.5: (I-ai» )
n'

1=1 1=1

sa jednakoseu ako i sarno ako je a[ = . . . ~ an, Ovo je Fanova nejednakost [II (videti BB,
p. 5; M, pp. 66-70). Njegov rezultat generalisali su u obliku teorerne 8 Levinson [1] i Popo-
viciu [61. Takode videti: Bullen [141, Vasie i Janie [I], Chan, Goldberg i Gonek [I].

9. KLASICNE SREDINE PROIZVOLJNIH NIZOV A

Do sada smo pretpostavljali da su elementarne klasicne sredine (potenci-
jalna sredina, aritmeticka, geometrijska i harmonijska sredina) sve definisane za
pozitivne n-torke. Prosta razmatranja pokazuju da konveksna funkcija koja se
koristi za izvodenje (r; s) (r, SoFO) iz (7) ili (10) ili nije definisana za negativne
vrednosti promenljive, ili menja karakter ili zadriava karakter. U prvom slucaju
- svi r, s izuzimajuCi celobrojne vrednosti ili racionalne vrednosti sa neparnim
imeniteljima - sredine nisu definisane i ne moze se nista reCi. U drugom slu-
caju - r, s neparne celobrojne vrednosti ili racionalne vrednosti sa neparnim
imeniocima - vrednosti promenljivih moraju biti ili sve pozitivne ili sve nega-
tivne; ali tada prosta promena znaka svodi problem na slucaj kada su sve
pozitivne i ne preostaje nista novo za posmatranje. Poslednji slucaj: parne celo-
brojne vrednosti od r, s; ovde imamo u stvari posla sa apsolutnim vrednostima
i opet niceg novog nema.

Ako se dozvoli da su izvesne vrednosti jednake nuli, tada se lako vidi da
su nejednakosti striktne sem u slucaju kada su sve vrednosti 0. Prema tome,
pretpostavimo daje an=O, ai>O (1 ~i~n-l). Akoje r<s (roFO, SoFO), imamo

M~](a; p) = (P~:l
r

M~~1 (a;p) ~ (P;:t
r

M~~1 (a; p)

= (P;:l r-s M~] (a; p)<M~] (a;p).
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Tada izgleda da su mogucna prosirenja za a na generalnije n-torke od vrlo
malog interesa. Od veceg interesa je mogucnost da se dozvole opste teiine; na-
ravno Pn=l=Opostavlja izvesna ogranicenja u pogledu tezina, ali sledeca jedno-
stavna lema zahteva jedno drugo, vaznije, ogranicenje.

Lema 48. Ako je aj ~ . . . ~ an, tada je

1 n
a :S:- "

p .a.:s:a
1- L I 1- n

Pni=j

ako i samo ako je

(88) (1 ~k~n).

Dokaz. Na osnovu Abelove sumacione formule lmamo

odakle neposredno proizilazi dovoljnost uslova (88). S druge strane, ako je
aj =. .. =ak= 1, ak+l=. . . =an=O (1 ~k~n), dobijamo da je uslov (88) po-
treban.

PRIMEDBE: 10 Ovaj uslov je vec bio upotrebljen u (1.45), da bi se prosirilo J, teorema I. 32.
20 Ova lema pokazuje da ako se upotrebe opste tezine, tada je potrebno da se uvede pret-
postavka (88) da bi aritmeticka sredina zadrZala jednu od svojih osnovnih osobina.

Ovo i teorema I. 32 sugeriraju sIede6u generalizaciju nejednakosti (r; s):

Teorema 49. Ako su a pozitivna n-torka (aj ~ . . . ~ an) i p realna n-torka koja
zadovoljava (88), tada:
(a) sa oznakama i uslovima leme 6 vazi (7),
(b) sa oznakama i uslovima teoreme 8 vazi (10),
(c) ako je r<s, vazi (r; s).

Uslovi jednakosti su upravo oni koji se nalaze u odgovarajuCim rezultatima.

Dokaz. Neposredno sleduje iz dokaza koji je izlozen uz teoremu I. 32 (videti:
Bullen [8]).



Poglavlje V:

Simetricne sredine

1. DEFINICIJE I JEDNOST AVNE OSOBINE

U ovom poglavlju posmatracemo sredine koje su pridruzene raznim tipo-
virna simetricnih sredina i njihovim generalizacijama. Ovo je potpuno drugaciji
tip generalizacija aritmeticke i geometrijske sredine od onih koje su posmatrane
u poglavljima III i IV. Simetricne funkcije se prirodno pojavljuju u ispitivanju
algebarskih jednacina (videti, na primer, Uspensky [1, odeljak IX]). Mnogi od
ovih rezultata poznati su vec dugo vremena - osnovna nejednakost (7) pripada
Newtonu (videti Campbell [lD. Osobine ovih sredina ispitivane su u mnogim
osnovnim referencama (videti: BB, pp. 33-35; HLP, 2.18-2.22; M. 2.15) i,
naravno, u raznim clancima (na primer, Muirhead [4]; Fujisawa [l] je ponovo
pronasao dokaze mnogih fundamentalnih rezultata).

Definicija 1. Neka je a pozitivna n-torka i r (1 ~ r ~ n) prirodan broj. Tada je
r-ta simetricna funkcija n-torke a definisana sa

(1)
r

e~] (a) = 2 ! T1 aj";
r j~l ~

r-ta simetricna sredina n-torke a definisana sa

(2)
(

e~] (U)

j

I/r

[r] ~

PIl (a) =
(:)

.

PRIMEDBE: 10 Gornja definicija r-te simetricne sredine nije jedina koja je uobicajena. U
mnogim referencama (videti HLP, p. 51; M, p. 95), navodi se sledeca definicija:

(3)

Opravdanje za ovu promenu je da p~] ima vi~e osobina koje se ocekuju od sredina

nego sto ih ima p~], kao na primer osobine iz Ierne 2. Posebno, ako je a, = . . . = an= a, ima-

mo P!~](u) = a. Medutim, mnoge aIgebarske osobine lakse se iskazuju pomocu p~] (videti (10».

Iz tog razloga, kao i zbog tradicije, nastavicemo da koristimo p~] isto kao i p~].

20 Kada je to potrebno, rang r u gornjim definicijama moze se prosiriti na sledeci nacin:

(r>n, r<O).

153
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3° rota simetricna sredina za ekstremne vrednosti r, poklapa se sa drugim sredinama:
p~1] (a)

= An (a), p~n] (a) = Gn (a). Stoga izgleda prirodno oeekivati da
p~] (1 ~r~n) ima

jednu skalu komparabilnih sredina na cijim se krajevima nalaze aritmeticka i geometrijska
sredina i koja je potpuno razlicita od skale za potencijalne sredine M~] (O~r~ 1). Potvrda
ovog ocekivanja bice data u tekstu koji sleduje, a posebno u teoremi 6.

4° Veoma je vazno primetiti da se simetricne sredine mogu generirati na sledeee nacine:

(4)

(5)
D

(1 + ai x) =
Jo

e~k] xk
=

k~O G
)p~kl xk.

5° Mogucno je, takode, definisati tezinske simetricne sredine. Neka je p pozitivna n-torka;
tada je

(6) (
err] (ap)

)
I/r

P~](a;p)=
n

e~] (p)

rota simetricna sredina od a sa tezinama p. Medutim, kako osobine (6) nisu potpuno zado-
voljavajuce, necemo iscrpno posmatrati ove sredine (0 njima videti Bullen [1]).

6° Pomocu elementarnih simetricnih funkcija mogucno je dati jednostavnu formulu za tan-
gens zbira od n elemenata (Pietra [1]):

(n~2).

n n+1 n-1
gde je k~m~- (ako je n parno) j

k=- m~- (ako je n neparno).
2 2' 2

Sledeca jednostavna lema, koja prosiruje slicne rezultate za aritmeticku i
geometrijsku sredinu (teoreme 2.2 (d) i 2.5) pomaze da se potvrdi primedba 1°.

Lema 2. Ako je a pozitivna n-torka i r (1 ~ r ~ n) prirodan broj, tada je

min (a) ~ p~] (a) ~ max (a),

sa jednakoscu ako i sarno ako je al = . . . =an.

2. ODNOSI IZMEDU ELEMENT ARNIH SIMETRICNIH
FUNKCIJA I SREDINA

2.1. Sledeci jednostavan rezultat je toliko [undamentalan da cemo dati vise
njegovih dokaza.

Teorema 3. Ako je a pozitivna n-torka i r (1 ~ r ~ n - 1) prirodan broj, tada va!i

(7)

(8)

( [r ( »)2> [r-I] ( ) [r+ I] ( )Pn a =Pn a Pn a ,

( [r] ( ))2
>

[r-I] ( ) [r+1] ( )en a en a en a.

Nejednakost (7) je stroga osirn ako je al = . . . = a".
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Dokaz. (a) Dokazi nejednakosti (8).
(i) Nejednakost (8) je posledica nejednakosti (7) koja se moze, primenom (3),
napisati u obliku

(9) (e~]Y ~ (r + l)(n-r+ 1) e~-I] e~+I].
r (n-r)

Primetimo da je numericki faktor na desnoj strani (9) veci od 1, sto
daje (8).

(ii) Moze se dati i direktan dokaz nejednakosti
r-s r+s

e~-I]e~+I]-(e~])2 je 2: 0/ 2: Ok' Koeficijent
k~1 k~r-s+1

(8). Opsti clan u razvoju

uz ovaj clan je C~l)-(~S)
i on je negativan.

(b) Dokaz nejednakosti (7).
(i) Dacemo najpre dokaz metodom indukcije. Ako je n = 2, nejednakost (7)
se svodi na GA (videti primedbu 3°). Pretpostavimo da je nejednakost (7), za-
jedno sa slucajem jednakosti, dokazana za 1 ~ r ~ m - I, 2 ~ m ~ n - I; dalje
pretpostavimo da svi 01' . . . , on-I nisu jednaki medu sobom. Primetimo da
vaze sledece jednakosti:

(10)
[r] n-r [r] r [r-I]

Pn =-Pn-I +-OnPn-1 ,
n n

gde je 1 ~r~n-I. Stoga, za 1 ~r~n-I, imamo

(11) n2 (p~-I] p~+1] - (p~])2) = A + BOn+ Con2,

gde je
A = ((n - r)2 - 1) P~::} p~~l] - (n - r)2 (p~~1)2,

B=(n-r+ I)(r+ l)p~_::Pp~~I+(n-r-l)(r-l)p~-=-12]p~!l]

2 ( ) [r-I] [rl
- r n-r Pn-I Pn-I,

C = (r2 - I) p~-=-?JP~~I - r2 (p~-=-/])2.

Na osnovu induktivne pretpostavke je

(12) ( [r] )2 >
[r-11 [r+l] ( [r-I] )2

>
[r] [r-2] [r-I] [rJ

>
[r-2] [r+l]

Pn-I Pn-I Pn-I, Pn-I Pn-IPn-l, Pn-I Pn-I Pn-I Pn-I ,

odakle sleduje

A ( [r] )2 B 2 Ir-I] [r]
C ( [r 1])2

< - Pn-I, ~ Pn-I Pn-I, < - Pn-=-I ,
te je

2 ( [r-I] [r+l] ( [r])2) ( [r] [r-I] )2
n Pn Pn - Pn < - pn-I-OnPn-1 .

Ovim je, u ovom slucaju, dokazana nejednakost (7).
Ako je 01= . . . = On-I 0;/=On' nejednakost (13) postaje jednakost jer je tada

isti slucaj sa nejednakostima (12). Medutim, desna strana u (13) moze se pred-
staviti u obliku

(
[r]

)

2

- ( [r-I] )2 Pn-I
- - - ( [r-IJ )2 ( - )2 0Pn-I On - Pn-I 01 On < ,

P
[r-I]
n-I

(13)

Cime je zavrsen dokaz.
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(ii) Veoma jednostavan dokaz nejednakosti (7) moze se izvesti polazeCi od
n

teoreme 1.5. Iz (4), ako je I(x, y)= f1 (x+akY)' primenom uzastopnog diferen-
k=1

ciranjaf, dobijamo g(x,y)=p~-I]X2+2p~]xy+p~+I]y2. Kako su sve nule
funkcije I realne, realne su i nule funkcije g, na osnovu teoreme 1.5. Stoga
imamo

[r-I] [r+I]
< ( [r])2

Pn Pn = Pn .

Kako nule funkcije g mogu biti jednake sarno ako su sve
jednake, neposredno se dobija slucaj jednakosti u (7). 0 ovome
Campbell [IJ.

nule funkcije I
dokazu videti

PRIMEDBE: 1° Muirhead [1] i Dougall [1] dokazali su identitet

( [r])2 [r+l] [r-I] 1 n~1 (2k )(r, k)
p -p p

= L.., -.n n n

r(r+l)(:)C:l)k~O
k k+l

gde je

(r, k) = 2: (r-ff
al )(~+ff aj)(ar+k-ar+k+I)2,

J~I J~r-k

pri eemu se sumiranje proteze na sve proizvode koji se mogu dobiti iz al,..., an' Ovaj
identitet daje neposredan dokaz nejednakosti (7).

2° Jolliffe [1] je dokazao jedan drugi identitet iz koga takode sleduje nejednakost (7):

gde C~=; predstavlja zbir proizvoda od r-l faktora uzetih izmedu n-2 faktora

od aj i aj' Swniranje se vrsi po svim mogucnim clanovima ovakvog oblika; C~=i
se slicno.

razlieitih

definise

3° Mozemo primetiti da dokaz (ii) nejednakosti (7) pokazuje da (7), pa stoga i
svaku realnu n-torku (a[, . . . , an)'

4° Jecklin [4] je izveo slede6u nejednakost koja je sHena Sa (9):

(e[rJ)2~
2(:)

n

(:)-1

(8), vazi la

n

2: (-1)/+1 e~-I] e~+I].

/=1

Ako je r = 1, ova nejednakost se svodi na (9) (sa r = 1).

5° Dokaz (ii) nejednakosti (7) pokazuje da je teorema 3 ekvivalentna jednom ranijem rezul-
tatu 0 polinomima: posledica 1.7. U ovom obliku rezultat je prvi put, bez dokaza, bio
formulisan od strane Newtona u Arithmetica Universalis [1, p. 347-349]. Prvi dokaz je dao
Maclaurin [1]. Ova nejednakost je kasnije vise puta ponovo olkrivana. Pomenimo sledece
radove u kojima je ona dokazivana: Sylvester [1], SchI6milch [II, Hamy [1], Durand [1],
Darboux [2], Fujisawa [1], Bonnesen [1], Angelescu [1], JolJiffe [1], Newmann (HLP, 53-54).
Pereljdik [1], Ness [1]; Dunkel ([1], [2]) je detaljno razmatrao ovu materiju. Takode treba
pom~nuti i Keloga [1]. Interesantan dokaz dao je Segre [1].
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(b)

Dokaz. Ovi rezultati su neposredne posledice nejednakosti (8).

Posledica 5. (a) Ako je 1 ~ r<s ~ n, tada je p~-I]p~] ~p~]p~-I]
ako i sarno ako je al = . . . = an,

(b) Ako je 1 ~r~n-l i p~-I]>p~], tadaje p~]>p~+I].

sa jednakoscu

(c) Ako je 1 ~r+s~n, tada je p~+s]~p~]p~] sa jednakoscu ako i sarno ako
je al = . . . = an,

Dokaz. (a) i (b) su neposredne posledice (7), dok je (c) implicirano sa (a).

PRIMEDBE: 6° Posledica 5 implicira posledicu 4 u strozoj formi isto tako
plicira (9), nejednakost strozu od (8).

p[r+n]

7° Iz posledice 5 (a) proizilazi da je ~ opadajuca funkcija od r.
p~]

kao sto (4) im-

2.2. Sada cemo izloziti osnovni rezultat ovog odeljka.

Teorema 6. Ako je a pozitivna n-torka i ako su r i s prirodni brojevi, tada je

(14)

sa jednakoscu ako i sarno ako je al = . . . = an,

Dokaz. (i) Ako je 1 ~ t ~ r, iz nejednakosti (7) izlazi

(p~-I]p~+I]Y ~(p~])2t.

MnozeCi sve ove nejednakosti medusobno (za t = 1, . . . , r), dobijamo
(p~+l]y ~ (p~Jy+1 tj.

(15)

odakle sleduje (14). Slueaj jednakosti je oCigledan.

(ii) Interesantno je da se (14) moze dokazati, polazeCi od slabije nejednakosti
(8). Metod dokazivanja je sliean sestom dokazu GA (Crawfordov dokaz).

Pretpostavimo da je 0 < al ~ . . . ~ an i al -=1= an, Zamenimo a sa b, gde je

bl = p~J (a), bk = ak (2 ~ k ~ n
- 1) i bn je izabrano tako da je p~J (a) = p~J (b).

Ako dokazemo da je, za svako s>r, p~J (b»P~J (a), rezultat sleduje iz Craw-

fordovog dokaza GA. Neka je c = (a2' . . . , an-I) ( = (b2, . . . , bn-I))' Tada je,
na osnovu definicije 1,

[rJ ( ) [r-2] ( ) ( ) [r-IJ ( ) [rl ( )en a = al an e n-2 C + al + an e n-2 C + e n-2 C

b b
[r-2] ( ) (b b ) [r-IJ ( ) [rl ( )= I nen-2 C + 1+ n en-2 C +en-2 c.

(16)

Prema tome, nalazimo

(bl b. - al an) e~-=-iJ(c) = - (b1 + bn - aj - an) e~-=-J1(c),
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kao i

(bl e~.:::}] (c) + e~-=-i](c») bn = al an e~_::}] (c) + (al + an - bJe~-=-p (c).

Kako je an> bl (lema 2), ovaj poslednji identitet daje bn> O. Medutim, vazi

e~] (b) - e~] (a) = (bl bn - al an) e~-=-i](c) + (bl + bn - al - an) e~-=-i](c),

8to, na osnovu (16), ima isti znak kao izraz

(
e

[s-I] (c) e[r-I] (c)

)(bl + bn - al - an) ~-=-~]() - ~r-=-~]() .
en-2 c en-2 c

Drugi faktor je, prema posledici 4 (a), negativan. Isti je slucaj i sa prvim
faktorom jer je, prema (16),

sgn{bl +bn- al - an}= sgn{bl bn- al an}

= sgn{bl (bl + bn - al - an) + 01 an - bl bn}

= sgn {(bl - al)(bl - an)} = - 1.

Ovim je dokazano da je e~](b»e~](a), 8to je ekvivalentno sa P~](b)
>P~] (a), a to je i trebalo dokazati.

(iii) Direktan dokaz nejednakosti (15) dao je Pereljdik [1]. Jednostavnosti radi,
stavimo

ek=e~k](a), (ekY=e~=e~~I(a;), eV=(e~Y. itd.

Neka je s:> 0 i posmatrajmo one a za koje je er = s:. Nadimo za koje od
njih er+1 ima maksimalnu vrednost. Pokazacemo da er+1 ima jedinstveni mak-

simum kada je al = . . . = an= a. Neka je tada, recimo, s:= (~ )ar i

e S ee ) =(n+l )ar+l=
(,:1) s:(r+1)/r

r+l- r+1 max r (:)'/(r+l)
,

8to je, prema (3), jednako sa (15). Zbog jedinstvenosti ekstremuma odavde
sleduje i slucaj jednakosti.

Posmatrajmo sad a u(a) = er+1 + A(er- s:).Tadaje~ = e~ + Ae~-I (1 ~ k ~ n).
oak

Za maksimum je potrebno da je
0 U . . . = ~ = 0, odakle je
oa1 0 an

ek
A =

-_.!.~

e~-I

Odavde sleduje

A=
-i~ e~

l~
e~-I'

Ovaj identitet pokazuje da je Asimetricna funkcija od a, pa je stoga invari-
jantna u odnosu na permutaciju ai i aj (1 ~ i, j ~ n). Stavimo k = 1 u (17) i
primenimo (10). Na taj naCin dobijamo

el,k+a el.k
-A =

r k r-I (2~k~n).
e ~:...~ + ake rl~1

(17) (1 ~k~n).
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Dakle, -A=
A+Bak
B + Cak '

01 1 Ok i koristeCi simetriju
A+Ba1 - A+Bak

--- ,
B+ Ca, B+ Cak

gde A, B, C i D ne sadrie 01 i Ok' PermutujuCi

u A, imamo

tj.
(18) (2~k~n).

Stoga, preuredujuCi a, imamo dye mogucnosti: ili je 01= . 0 . = on' ili za
neko i imamo °1=1=°2' ...,0i+'I' 01=Oi+2='" =On0

"Pretpostavimo da su uslovi iz drugog slucaja ispunjeni. Tada iz (18) izlazi

pa je

(19)

(2~k~i+ I),

(2~k~i+ 1).

PonavljajuCi gornji postupak za k = 2, iz (19) i (10) izlazi

(3 ~ k ~ i + 1),

pa je, stoga, posta posmatramo drugi slucaj,

(3;;;k~i+l).

Ako je r ~ n - i-I, ovaj postupak na kraju daje

el.2,..., i+1 .
r n-l-r

-A= =-01'el, 2,..., i+1 rr-I

sto je, zbog simetrije u A, u kontradikciji jer je 01 =1=02'. . . , 0i+I'
Za r = n - p> n - k - 1 ovaj postupak dovodi do

e
1,2, ., ., P

ap+I (ap+2' . . an)
"A-

r
-- - el,2,...,p el,2,...,p+l+a el,2,...,p+I'

r-I r-I p+1 r-2

sto je opet u kontradikciji sa 01 =1=0p + 1 .
. da da

Prema tome, IZ - = 0 0". = - = 0 proistice 01= . 0 0 = an, Preostaje da
da, dan

se pokaze da je ovaj maksimum er+1 odgovara slucaju er = Eo Jednostavna
izracunavanja daju

d2u=
i~

e~-I d2
°i +

i~
(A- at)

j~l
e:-!2 daj) dOi

(n-z )
= -~-z ar-l (n-r) i d20i+n(r-l) (i dai)

2

)<0,
r (r-1) i~1 i=1

cime je zavrsen dokaz.
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PRIMEDBE: 1° Osnovna nejednakost (14), koju cemo zvati S (r, s) potice od Maclaurina [1].
Nju su dokazali, verovatno nezavisno, i Schlomi1ch [1] i Dunkel [2]. Drugi dokaz koji smo
naveli je iz HLP, p. 53. Interesantan dokaz nalazi se u Segreovom clanku [1].

2° Nejednakost (14) je jedna generalizacija nejednakosti GA i, u stvari, njen dokaz daje
istovremeno i jedan dokaz za GA. Dalje, (14) daje jednu potvrdu primedbe 1. 1°.

3° Drugi dokaz teoreme 6 moze se bez izmene preneti na slucaj tezinskih sredina definisanih
pomocu (6) ako se pretpostavi da su a i p slicno uredeni (Bullen [1]).

4 ° Nejednakosti S (r; s) moze se dati jednostavna geometrijska interpretacija. Pretpostavimo

da je n ~ 3 i neka su ap a2, a3 ivice paralelepipeda. Tada je p~l] (a) ivica kocke koja ima isti

obim, p~2] (a) ivice kocke iste povrsine i p~3] (a) ivica kocke iste zapremine. S (r; s) kazuje

da je p~I]>p~2]>p~3] osim ako je a1~a2~a3' Ovo se moze prosiriti na n-dimenzionalni
slucaj (Jecklin [6]).

2.3. Posto je izveo posledicu 1.7 Mitrinovic [6] je dobio interesantne genera-
lizacije nejednakosti (8) i posledice 4 (b) (videti primedbu 2.1.5°), koje ce u
ovom podode1jku biti izlozene.

Oznaka za diferencije koje cemo koristiti definisane su u 1.4.1.

Teorema 7. Neka je a pozitivna n-torka, r i v
(a) Ako je l-;;;'r~n-l, O-;;;'v-;;;,k-l, vazi

(20) (Llv elr-v])2 ~ (Llvelr-v-l]) (Ll v elr-v+l]).

(b) Ako je, pored toga,

(21) (- I)PLlPelr-v+l]>0

celi brojevi.

(1-;;;'p~v),

tada je

(22) ( - I)VLlvelr-v]> O.

Dokaz. (a) Primeniti posledicu 1.7 na polinom
n

(x-l)Vn (x+aJ
i~l

(b) Ovaj rezultat moze se dokazati indukcijom po v. Ako je, v = 1 tvrdenje je
u stvari identicno sa posledicom 4 (a). Pretpostavimo sada da je tvrdenje doka-
zano za 1 -;;;,v -;;;,k - 1. Iz (a) dobijamo

(Llk-l elr-k+l])2 ~ Llk-l elr-k] Llk-l elr-k+2],

sto je na osnovu induktivne pretpostavke ekvivalentno sa
jj.k-l Ir-k+l] jj.k-lelr-k+2]e

>jj.k-lelr-k] - jj.k-lelr-k+l]'

Pretpostavka (21) za p = v = k je ekvivalentna sa
(-I)k-lLlk-le[r-k+2]>( _1)k-lLlk-lelr-k+l].

Kako je na osnovu (24) za p = k - 1, v= k desna strana nejednakosti (24)
pozitivna, nejednakost (24) implicira

(23)

(24)

(25)
jj.k-l elr-k+2]

jj.k-l elr-k+ I] > 1.

Iz (23) i (25) izlazi

(26)
jj.k-lelr-k+l]

jj.k-l elr-k] > 1,

sto, ponavljajuci argumentaciju u suprotnom pravcu, implicira (22) za v = k.
Ovim je induktivni dokaz zavrsen.
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PRIMEDBE: 1° Ako je v = 0, (20) se svodi na (8) i, kao sto smo primetiJi ranije, ako je v = 0
iz teoreme 7 (b) dobija se posledica 4 (b).

2° Prirodno, slicni rezuItati vaze za simetricne sredine i oni se dobijaju generalizacijama ne.
jednakosti (7) i posledice 5 (b).

v n

3° Posmatrajuci polinome oblika II (x-OCj) x II (X + ai) i primenjujuci posledicu 1.7 mogu
j~1 1=1

se dobiti opstiji rezuItati (videti Mitrinovic [6]). Tako, na primer, primenjujuci posledicu 1.7
n

na (x-oc) II (x+ai)' imamo
i=1

tj. za svako realno oc vazi

oc2(e[k-2] e[k]- ( e[k-I] )2)+oc ( e[k-I] e[k]-e[k-2] e[k+I] )n n n n n n n

+( e~k-I] e~+I]-( e~k]?) ~O.

Prema (8) koeficijent uz oc2je nepozitivan, pa je

(e[k-I] e[k] -e[k-2] e[k+I])Z ~4 (e[k-I] e[k+I]-( elk])Z) (e[k-2] e[k]-(e[k+I])2).

Posledica 8. Neka je a pozitivna n-torka, 'a = (a2, . . . , an), i pretpostavimo da je

(-I)VLlV'e[r-v-2]>0, (-I)VLlv'e[r-v-I]>O i (-I)vLlV'e[r-v]>o.

(27)

Tada je

Llve[r-v-I] Llve[r-v+l]
- (Ll ve[r-v])2 ~ Llv'e[r-v-I] Llv'e[r-v+l]

- (Ll v'e[r-v])2,

gde je 'e[r-v] = ;:-::7] ('a), itd.

Dokaz. Stavimo x= al i oznacimo levu stranu nejednakosti (27) sa f(x). Tada
je desna strana jednaka f(O). Jednostavna izracunavanja daju

f" (x) = 2 (Llv' eCr-v-2]Llv' err-v] - (Llv' e[r-v-I]/),

pa je, prema (20), f" (x) ~ O. Dakle, f' (x) ~f' (0), pa je dovoljno dokazati da
je f' (0) ~ O. Dalja jednostavna izracunavanja daju

f' (0) = Llv' e[r-v-2] Llv
'
e[r-v+l]

- Llv' e[r-v-I] Llv' err -v].

Na osnovu pretpostavki i primenjujuCi (20), nalazimo

Llv 'e[r-v-I] Llv' e[r-v+ I] ( - 1)v Llv' e[r-v-2] :$ (Ll v 'e[r-v])Z (
- I)V Llv' e[r-v-2]

~ ( - I? Llv' err-v] (Ll v' e[r-v-I])2,

tj. f' (0) ~ O.

PRIMEDBA:4° Nejednakost (27) moze se poboljsati koristeci najpre a;' umesto fa i zamenjujuci
zatim desnu stranu minimumom uzetim po i (1 :$i~n).

Posledica 9. (a) Ako je LlPe[r-p]>O (0~p~2s), tada je Ll2se[r-2s+1]>0.

(b) Ako je LlPe[r-p]>O (0~p~2s+ 1), tada je Ll2s+le[r-2s]>0.

Dokaz. SIucaj s= 0 svodi (b) na posledicu 4 (b).

11 Sredioc i sa ojima povezanc nejednakosti
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Pretpostavimo sada da vazi IIp err-pI> 0 (0 ~ p ~ 2 s - 1). Tada imamo
1l2S-le[r-2s+I]>0, pa vazi 1l2se[r-2s+I]>0 ako je 1l2se[r-2s]>0. Prema (19) vazi

(1l2 s-I e[r-2s+ 1])2 ~ 112 s-I e[r-2 s] /l2 s-I e[r-2s+2J,

sto je, na osnovu induktivnih pretpostavki, ekvivalentno sa

(28)
.6'>s-I e[r-2s+ I] ,l2 s- 1 e[r-2 s]

2: .
,l2 s- 1 elr-2s+2] - ,l2 s-I e[r-2s+ I]

Kako je 112s e[r-2 s]> 0 ekvivalentno sa /l2 s-I e[r-2 s]> /l2s-1 e£r-2s+IJ iIi,
prema induktivnim hipotezama, sa

(29)
,l2S-1 e[r-2 sJ

1< ,
,l2S-1 e[r-2s+1]

iz (28) i (29) sIeduje /l2s-1 e[r-2s+21<1l2s-1 e[r-2s+I], odakleje 1l2s-1 e£r-2s+IJ>0.
Ako sada, umesto prethodnog, pretpostavimo da /lPe[r-p]>O (0:£p~2s)

implicira 112s e[r-2s+ I] > 0, tada slicnom argumentacijom mozemo dokazati da
imamo 1l2s+1 e[r-2sJ>0 ako je /l2s+1 efr-2s-1]>0.

Ove dye indukcije daju dokaz gornje posledice.

3. NEJEDNAKOSTI TIP A RADO-POPOVICIU

Posto je osnovna nejednakost S(r; s) (nejednakost (14») generalizacija ne-
jednakosti GA, prirodno je postaviti pitanje kada su mogucne generalizacije
tipa Rado-Popoviciu. Potpuni analogon nejednakosti Popoviciu dobio je Bul-
len [1] i on je izlozen u teoremi 12. Rezultati tipa Rado su mnogo nekom-
pletniji. Nasuprot slicnom prosirenju nejednakosti (r; s), nasi rezultati ne sle-
duju iz opsteg rezultata vec svaki mora pojedinacno da bude dokazan. Medu-
tim, tehnike koje su koriscene su iste one dye osnovne koje su primenjene i za
dokazivanje teoreme II.18, tj. primena elementarnog diferencijalnog racuna i
primena S (r; s) na pogodno izabrane nizove.

3.1. Kao u II.3.4, ako je a=(ap..., an+m)' stavimo a=(an+p..., an+m)'
e~l = e~J (a), itd.

Sledeca lema prosiruju identitete (10).

Lema 10. Sa gornjim oznakama imamo

(a)
s

-[sJ ,,[S-IJ [IJ
en+m = L en em

1=0

(s ~ min (n, m»)

(s>max(n, m»)

(m<s:£ n);

(b) ako je l<s<n+m, u=max(s-n, 0), r=min(s, m) i

(O~t~s),

vazi

(30) [sJ r [s-IJ -It]
pn+m= L A(s, t) p" Pm"

t=u



3. Nejednakosti tipa Rado-Popoviciu 163

Dokaz. (a) sleduje neposredno iz (1). Primenom (3) lako se vidi da (1) impli-
cira (6).

PRIMEDBE: 10 Ako je an+ I = . . . ~ an+m =~, (30) se svodi na

(31)
r

P~~m ~ L A(s, t) p~-t] W,
t=u

i, ako je, pored toga, al = . . . ~ all = 0(, irnarno

(32)
r

P~~m = L A(s, t) O(S-t W.
t=u

2° Identiteti (10) s]eduju iz ove Ierne kao partikularni sIucajevi (staviti m ~ 1 i zarneniti n
sa n-l).

Posledica 11. Ako je niz a rastuCi, tada je isti slucaj i sa nizom (p~r](a),

Dokaz. Ako je m = I, tada je u = 0, r = 1 i (30) postaje (videti

p~\a), . . .).

(10) ):

Is] n+ l-s Is] s [s-I]
Pn+1 =

1
Pn +-

1
an+IPn

n+ n+

8to je ekvivalentno sa

Is] [s] S [s-I]

(

p~]

)Pn+l- Pn =-
1

Pn an+I-~'
n+ Pn

[s]

Medutim, iz S (s; r) izlazi ~S"--I]< An. Stoga je
Pn

Is] Is] S [s-I] ( A )Pn+I-Pn ~-Pn an+l- n'n+l

Kako je ova nejednakost stroga osim za al = . . . = an, ovo implicira po-
sledicu 11.

Teorema 12. Neka je a pozitivna n-torka, neka su r, k (1 ~ r<k ~ n + m) celi
brojevi, u=max(r-n,O), v=min(r, m), w=max(k-n,O), x=min(k, m).
Tada: (a) ako je v~w ; r-u<k-x, vati

(33) (P~~m (a)

)
k

:2 (
p~-u] (a)

)
k-X

(~J:;] (a)

)w.

p~k~m(a) - p~k-X] (a) P!:] (a)

(b) ako je v ~ w, vat;

( p~2m (a)

)
k

< (
pJ:;] (a)

)
w

p[k] (a ) = p[w] (a )
.

n+m m;

Prikazimo (33) u obliku

(34)

Dokaz.
p[k] r ( p[r] )k

L = ( n+m

)
:S: n+m

= R.p~k-x] p};:'] - (p~-U]r (k-x)j(r-u) (PJ:;]) wrjv

PrimenjujuCi (30) i S (r; s), dolazimo do

(P~~m)k=Ct ,,-(r, t)p~-rrp~]r ~C~
,,-(r, t)(p~-u])<r-t)j(r-u)(pJ:;]rjVr(35)

11*
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Ova nejednakost je stroga osim ako je al = . . . = an +m' Medutim, u iz-
vesnim slueajevima ovaj korak je nepotreban; na primer, ako je r = 1 i k = n + m,
sve sredine koje se pojavljuju u (33) su ili aritmetieka ili geometrijska.

Iz (32) sleduje da je ovaj poslednji izraz (kr)-ti stepen r-te simetriene sre-
dine od b, gde je

b -
( [r-u] ) I/\r-u) (1 <.< ) b .= (-[V] ) I/V

i - Pn = I =
n, I Pm (n+ 1 ~i~n+m).

Prema tome, S (r; s) i (32) daju

(P~~mY ~ (~ A(k, t) (p~-U]lk-l)/(r-U) (p~]Y/v
r

=
(p~-U]) r (k-x)/(r-u) (p~]r/v t~ A(k, t) (p~-U])<x-t)/(r-u) G~]yr-W)/J .

Ova nejednakost je striktna osim u slueaju p~-u] = p~], kako u prethodnoj
primeni nejednakost S (r; s) nije dovodila do striktne nejednakosti, to ne moze
biti ni ovde slueaj. Medutim ako, kao 5tO je napred navedeno, prethodna pri-
mena S (r; s) nije potrebna, tada moze ovde postojati striktna nejednakost.

Iz ovog poslednjeg izraza imamo

Na sliean naCin, polazeci od (30), dolazimo do

(36)

gde smo koristili S (r; s). Ova nejednakost je stroga osim ako je al = . . . = an+m'
Dalje imamo

(P~"2m)' ~ (p~k-X])' G!:]), ttA (k, t) (p~k-X]Yx - t)/(r-x) (p!:])(t-W)/w

r '

8tO neposredno daje

Medutim, na osnovu S (r; s) i hipoteza u (a), vazi T~ S. Ova nejednakost
je stroga osim ako je v=w i r-u=k-x, ili al = . . . =an+m' Ovim je zavr8en
dokaz (a).

Dokaz tvrdenja pod (b) je sliean.

PRIMEDBE;30 Mada slucaj kada vazi jednakost u (33) i (34) nije posebno istaknut, iz do-
kaza se moze videti kada jednakost vazL

40 Ako je r ~ 1 i k ~ n + m, nejednakost 33 postaje

!lto je, u stvari, partikularan slucaj teoreme II. 25 (b) za jednake tdine.

pera
Rectangle
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5° Ako je k = s + I, n ~ I, m = q, r-';;'s, tada (34) postaje

(P~~1)
S+1

> (
p~]

)
s

p[s+l] = pIs]
,

q+1 q

sto je direktna generalizacija nejednakosti Popoviciua (11.44) u slucaju jednakih tezina.

(37)

Rezultat koji je sliean sa (37) moze se dobiti za elementarne funkcije
(videti Mitrinovic i Vasic [9]).

Teorema 13. Ako je a pozitivna n-torka, r i s (1 -,;;,r < s -,;;,n) prirodni brojevi i
O-';;'p-';;'q,tada je

(38)
(

e~] (a)

)

p

> (
e~] (a)

)
q

[r] ( = [r] ( )
.

en+1 a) en+1 a

Dokaz. (i)
funkciju

Pretpostavimo najpre da je p<q. Stavimo an+! = X i posmatrajmo

( e[r] )p ( e[r]+x e[r-I] )p

f( ) n+1 n n
X~ X = ( e[s] )q = ( eLs]

+ x
e[S-I] )q .

n+1 n n

Tada je

( [r] )P-I

f ' ( )
e n+1 (( ) [s-II [r-I] Is] [r-I] [r] [S-I] )X =

( Is] )q+1
p-q en en-I x+pen-Ien-I -qen-Ien-I .

en+1

Ako bi izraz u zagradi bio negativan, imali bismo l' ~ O. Ovo ce biti ako je

<0 (prema posledici 4 (a)).

Dakle, kako je X = an + I> 0, imamo l' (an)< 0, pa je stoga

f(an+l)< Hm f(a"+l)'
Un+1---+0+

sto je u stvari (38).

(ii) Ako je p = q, dokaz je sHcan i jos jednostavniji.

Teorema 14. (a) Ako je a pozitivna n-torka, s prirodan broj i 1 -,;;,s -,;;,n, tada je

(39)

(b) Ako su: a pozitivna n-torka, s, k, I prirodni brojevi, n ~ s > k ~ 1, n ~ s> I ~ I,
),,>0 ili 1 -,;;,k<s<l-,;;,n i ),,<0, tada je

elk] (a) -Ae[l] (a) eLk](a)-Ae[l] (a)
n+l n+1

<
n n

e~~1 (a) e~] (a)

Ako je 1 -,;;,l<s<k-';;'n, ),.<0 ili 1 -,;;,s<k-';;'n, 1 -,;;,s<l-';;'n, ),,>0, vaze su-
protne nejednakosti.
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(c) Ako je a pozitivna n-torka, s prirodan broj, 1;;;;s ;;;;n + 1, fL> 0, onda vazi

(
e[s] (a)

)
S-I

ell] (a)+!J.-~-
(e~~I(a)+!J.Y>

n e~-I](a)

sSe~~I(a) = (s-1)s-le~-I](a)'
(40)

. d k
.,

k
. k

. 1

(
[1]

( )
e~] (a)

)
saJe na oscua 0 I sarno a 0Je an+I=-- fL+en a -s I .

s-I e~-
] (a)

PRIMEDBE:6° Ako je p = s = 1 i q
= n, nejednakost (39) svodi se na (11.34) za slucaj jednakih

tezina.

7° Za s ~ n + 1 nejednakost (40) postaje

( ]

n

A
n+1

(An+l + !J.)
n+1

~
n+---;;-!J.

,
Gn+. Gn

a to je (11.47) za slucaj jednakih tezina.

3.2. Teorema 12 moze se posmatrati kao resenje problema prosirenja Popovi-
ciuove nejednakosti na simetricne sredine. Ovakvo potpuno prosirenje Radoove
nejednakosti nije poznato. Sledece parcijalno prosirenje dali su Mitrinovic i
Vasic [7J.

Teorema 15. Ako je a pozitivna n-torka, r (1 ;;;;r ;;;;n + 1) prirodan broj i A> 0,
tada vazi

(41)

(P~](a»)'

)(p~-I] (a»)'-I '
( plr] )r

sa jednakoscu ako i samoako je a =n+IAr/(r-l)plr-I]- n+l-r n .n+]
r

n
r (p~-l]Y-I

Dokaz. Stavimo x = an +] i posmatrajmo funkciju f, definisanu sa

~ n (p~l] (a) -
(n+ I)(r-I) Ar/(r-l)p~-I] (a)

-
n+ l-r

rn rn

( [I] Ir] )f(x)=(n+1) Pn+I-APn+1

[1] (n ->-I-r Ir] r [r-IJ )
I/r

=npn +x-(n+ 1)A. pn +-Pn x .
n+1 n+l

T d
.

f k" d f'
.

k'
n+ I-r p~]

B vk' kI'a a Je un cIJa e InIsana a 0 Je x~ - r p~-I]'
ez tes oca za JU-

cujemo da ova funkcija ima jedinstveni minimum za

(p[rJ)r
=n+l Ar/(r-I)p[r-I]- n+l-r n

x
r

n
r (p~-I])'-I'

PRIMEDBE:1° Za r ~ n + 1 nejednakost (41) postaje

(n + 1)(An+ I-A Gn+ I)~n (An-ACn+ l)/nGn),

8to je, u stvari, (II. 46) u slucaju jednakih tezina i za !J.= I.

r Od interesa je na sHean nacin generalisati (41) zamenjujuCi p~ltl sa P~tl'
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4. MARCUS-LOPESOVE NEJEDNAKOSTI

U slucaju potencijalnih i nekih opstijih kvaziaritmetickih sredina postoje
osnovne nejednakosti koje se odnose na vrednosti ovih sredina za n-torke a + b,
a i b (videti teoremu III.22 i odeljak IV.5). Sada cemo ispitati kada jedna takva nejed-
nakost postoji za simetricne sredine. Osnovni rezultat, nejednakost (44), potice
od Marcusa i Lopesa [1]. Ona je posledica opstije nejednakosti (42) koju je
zveo McLeod [1] i, nezavisno od njega, Bullen i Marcus [1].

Teorema 16. Ako su a i b pozitivne n-torke, r i s (1 :£r:£s:£n)
jevi, tada je

(42)
(

e~] (a + b)

)

I/r
~

(

e~] (a)

)

I/r
+ (

e~] (b)

)

I/r

e~-r] (a + b) - e~-r] (a) e~s-r](b)'

prirodni bro-

sa jednakoscu ako i sarno ako su a i b proporcionalni ili ako je r = s = 1.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je r = I. Tada mozemo pretpostaviti da je
2:£ s:£ n i da a i b nisu proporcionalni. Stavimo:

<I>s(a,b)=gs(a+b)-gs(a)-gs(b),

n

An= L: ai'
i=1

n

Bn = L: bi;
i~1

tada je

Cime je zavrsen dokaz za s = 2. Neka je sad a s> 2. Sledeci identiteti se pro-
veravaju bez teskoce:

n
[S]( ) "

[S-I]( ')sen a = L..,aien-l ai ,
i~1

(~)
[sI

c
) [s-I] ( ')

[s]
( ' )en a =aien-I ai +en-I ai ,

(y)
n

(n -s)e~](a) = L: e~~I(a;'),
i~1

n
[s]

( ) A
[s]

( )
"

2 [s-2) ( ')sen a = nen a - L..,ai en-I ai'
;=1

Odavde se lako izvodi

pa smo sada u situaciji da damo dokaz u ovom slucaju primenom matema-
ticke indukcije pO s. Na osnovu induktivne pretpostavke vazi nejednakost

15,-1(a;' + b/) ~g'-1 (a;') + gS-l (b/)
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sa jednakoscu ako i sarno ako je a/ proporcionalno sa b/. Stoga je

1 ~ (~~- +
b/

--
(aj+bY )(43) <l>s(a, b) ~- L, , , , ,

s j~1 aj+gs-l(aj) bj+gs-l(bj) aj+bj+gs-l(aj +bj)

= ~ i (ajgs-t (b/)-bjgs-t (a/»)2
::::O.

s j~1 (aj+gs-l (a;'» (bj+gs-l (b/»(aj+bj+gs-, (a/)+gs-l (b;'»

Ako a/ nije proporcionalno sa b/, za najrnanje jedno i prva nejednakost
u (43) je stroga, pa je <l>s(a,b»O.

Ako je, pak, za svako i, a/ proporcionalno sa b/, tj, ako je a/ = Ajb/
za neko Aj> 0, tad a je

(ajgs-l (b/) - bjgs-I (a/)Y = (aj - Ajbj)2 g s-I (b/)2,

sto je pozitivno jer a nije proporcionalno sa b. Stoga je i u OVOIDslucaju
<l>s(a,b»O.

Ovirn je zavrsen dokaz za r = 1 (1;0;;s ;0;;n).
Ako sada posrnatrarno slucaj r> 1, na osnovu (42) za r = 1, irnarno

(
e~](a+b)

)
llr

= (,

r e~-HI](a+b»

)
llr

:2:
(

r

(
e~-HI](a)

+
e~-HI](b)\

)I/~

e~-r] (a+b) jI] e~-J] (a+b) - D e~-J] (a) e~-j (b) J

Odavde, prerna H (u obliku (3.8»), dobijarno

= (

e~] (a)

)

llr
+ (

e~S](b)

)
llr.

e~-r] (a) e~-r](b)

Slucaj jednakosti neposredno sleduje iz prethodnog slucaja za r = 1 i iz H.

(

e[S] (a)

)
llr

PRIMEDBE:10 Nejednakost (42) kazuje da je funkcija a f-7 -i'~ konkavna.
en (a)

20 Nejednakost (42) takode kazuje da je aj f-7 ~~] ~ (1 ;o;;i;o;;n)rastuca funkcija. Medutim,
e~-r](a)

ovo se moze direktno dokazati na sledeci nacin. Neka je f (ap . . ., an) ~ e~s](a)/e~-r] (a),

Tada na osnovu (~) iz prethodnog imamo

e[s-r] (a) e[s-I] (a.') -e[s-r-I] (a.')
1'.'( ) =

n n- t I n--I I
I al''''' an

(e~-r](a»)2

e[s-r] (a.' ) e[s-I] (a.' ) -e[S] (a.' ) e[s-r-I] (a.' )

=
n I n-I I n-I I n-I ':2: 0,

(e~-r](a)Y -

gde smo iskoristili posledicu 4 (a).

Posledica 17. Ako su a i b pozitivne n-torke i r (1 ;o;;r;o;;n)prirodan broj, tadaje

(44)

sa jednakoscu ako i sarno ako je r = 1 ili ako su a i b proporcionalni.
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Dokaz. Dobija se iz teoreme 16 za s = r.

PRIMEDBE:3° Gornji dokaz dali su Marcus i Lopes [1] i Bullen i Marcus [1]. Metod McLeo-
da [I] je potpuno razlicit.

4° Nejednakost (44) je generalizacija slicne nejednakosti za geometrijske sredine (111.31), koja
se iz (44) dobija za r ~ n.

5. GENERALIZACIJE SIMETRICNIH SREDINA

5.1. Simetricne sredine su partikularni slucajevi mesovitih sredina uvedenih u
III. 4. 5. U stvari, p~kl(a)=M(k,O;k). Sada cemo koristeCi primedbu III.4.4°,
izvrsiti sledeca uporedenja:

Gn(a)~M (0, 1; I)~M(O, 1; 2) ~... ~M(O, 1; n-I)~M (0,1; n) ~An (a),
II VII \~I II

(45) Gn(a)~M(l,O; n)~M(l,O;n-I) ~...~M(l,O; 2) ~M(l,O; I)=An(a),
II iIIl All II

Gn (a) ~ M (n, 0; n)~M (n-I, 0; n-I)~... ~M (2,0; 2) ~M (1,0; 1) ~An (a).

SledeCi problem se postavlja sam po sebi: da Ii postoje neke druge rela-
cije izmedu simetricnih sredina u poslednjem redu i mesovitih aritmetickih i
geometrijskih sredina iz prvog reda.

Carlson, Meany i Nelson su postavili u [2] hipotezu: Ako je k + I> n,
tada je

(46) M(k, 0; k)~M(O, 1; I).

Ako bi ovo bilo tacno, serna (45) bi mogla da se napise u sledecem obliku:

Gn(a)~M(l, 0; n)~M(l, 0; n-I) ~...~M(l, 0; 2) ~M(l,O; I)=An(a)
II All iIIl II

Gn(a)~M(n,O;n) ~M(n-I,0;n-I);;,...;;;;M(2,0;2) ~M(l,O; 1)= An (a)
II All All II

Gn(a)=M(O, I; I)~M(O, 1; 2) ;$;...~M(O,I;n-I)~M(O,I;n)~An(a).

Za n=3, (46) se svodi na M(2, 0; 2)~M(0, 1; 2), ili (uporedujuci Sa
(III.64»:

(47) (ab + ~c+cat2 ~ (a
+ b) (b;C) (c+a)t3.

Dokaz nejednakosti (47) (Carlson [5]) glasi:

(a+b) (b + c) (c + a) = (a + b + c) (ab + bc+ ca) - abc

= (a + b + c) (ab + bc+ ca) - (abc)1/3 (abc)2/3

8
~- (a+b + c) (ab +bc+ ca)

')

~ 8 (ab+~+car2,

gde smo primenili GA i S(r; s). Dobijeni rezuItat je ekvivalentan sa (47).

5.2. Sledece, neznatno razlicite sredine, proucavali su razni autori: Smith [1, p.
440, ex. 38], Hamy [1] i Ness [1].
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Neka je a pozitivna n-torka i stavirno

S[r](a)-~ L' ( i a )
1/r

(1 ;£r;;;;'n).n -

(:) r

.
j~1 ~

Na osnovu (r, s) irnarno S~] (a);£ p~] (a) sa jednakoscu ako i sarno ako
je r = 1, n ili at = . . . = an, Kako je, ocigledno, S~] (a) =

p~n](a) = Gn(a),
S~I](a) =

p~l](a) = An (al, sledeca analogija sa S (r; s) pokazuje da ovaj oblik
dovodi do druge skale uporedljivih sredina izrnedu aritrneticke i geornetrijske
sredine,

Teorema 18. Ako je a pozitivna n-torka, r i s (1 ;;;;'r<s;£n) prirodni brojevi,
tada je

S~] (a);£ S~] (a)

sa jednakoscu ako i sarno ako je al = . . . = an,

Dokaz. (i) Prvi, jednostavan i direktan dokaz potice od Hamya [1]. Ako pret-
postavirno da a nije konstantno, dovoljno je dokazati da je

(
q+1

)
I/(q+l) n-q (

q

)
I/q

L! n ajj < - L! n a~ .
q+l j=1 q+l q j~1

(48)

Posrnatrajrno tipicni clan zbira na levoj strani nejednakosti (48). Za njega
na osnovu GA irnarno

(al' . . aq+I) 1/(q+l}
= (a2' . . aq+I)I/q (al a3. . . aq+I)I/q . . . (al . . . aq)l/qy/(q+l)

«a2" .aQ+,)I/q+... + (a," .aq)l/q.
q+l

Prirnenjujuci isti po stupak na svaki clan zbira na levoj strani nejednakosti

(48), zakljucujerno da je taj zbir rnanji od (q+ 1)( n ) clanova oblika
q+l

1 (n
q

)
I/q

M d '
.. (n ) I'v'

.
h V I bl ' k- aj, . e utIrn, pOstOJI sarno raz ICltl canova ovog 0 I a, pa

q+l j~1 'j q

se, zbog sirnetrije, svaki pojavljuje jednak broj puta, tj. (n - q) puta. Ovirn je
zavrsen dokaz nejednakosti (48).

(ii) DrugaCiji dokaz dao je Dunkel [2]. PrirnenjujuCi (r; s), ako a nije kon-
stantno, irnarno

Ako na al/(HI} prirnenirno S(r; s), dobijarno

KornbinujuCi ove dye nejednakosti, nalazirno trazeni rezuItat.
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5.3. Potpune simetricne sredine. Izraz e~](a), koji je definisan pomocu (1),
moze se prikazati i u obIiku

(49)
n

J;] (a)
= LIT a/j,

i=1

gde se sumiranje vrsi po svim (;) n-torkama (iI' . . . , in) sa ij = 0 ili 1 (1 -;;;;.j-;;;;.n)
n

i L ij = r. Prirodna generalizacija je rota potpuna simetricna funkcija od a:
j~1

n
e~] (a) = L IT a/j,

i~1

(n+r-l ) k
. .

h l 'h b
.gde se sumiranje vrsi po svim

r
n-tor ama nenegatlvnJ ce 1 roJeva

n
takvih da je L ij = r.

j~1

Potpuna simetricna funkcija moze se takode definisati na nacin analogan
sa (5), naime

IT
n

(1 - ) -1-
+.; [k]

k-
~oo (n+k-l ) [k]

k
aix - L. en X - L. qn X.

i~1 k~O k=O k
(50)

r-toj potpunoj simetricnoj funkciji pridruzuje se rota potpuna simetricna
sredina definisana sa

Lema 19. Ako su ai, . . . , an razliciti realni brojevi, tada je

(51) e~k](a)
= [a; Xn+k-I].

Dokaz. RazvijajuCi racionalnu funkciju, koja se pojavljuje na levoj strani jedna-
kosti u (50), u parcijalne sabirke, dobijamo

(52)

gde je

A,= (_1)n-i+1 V(a;') ain-I
I V (a)

Jednakost (52) neposredno dovodi do (51).

(1-;;;;.i-;;;;'n).

2m

(k+n+i-l )
,

Posledica 20. Ako je k paran broj, L bi z' ~ 0, bzm~ 0, i ako a nije
i=O n-l

konstantno, vazi

2m

"
b,e.lk+l]z.>O.

~ l I I
i~O

Ako je k neparan broj i ako a ~ 0 nije konstantano, vazi isti rezultat.
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Dokaz. Iz Ierne 19, ako je

2m [k+i]
F(Y)=2:biCn yp

i~O

2m

I(x) = Xn+k-l
2: b;(Xy)i,

i=O

izlazi F(y) = [a;I(x)]. Prema tome, tvrdenje da je F pozitivno ekvivalentno je
sa tvrdenjem da je I strogo (n - I)-konveksna funkcija. Kako je I polinom
stepena ne manjeg od n, prema teoremi 1. 39 I ce biti konveksna funkcija
red a n-I ako i sarno ako je J<n-l)~O, kada je [a;/(x)]>O za svako nekon-
stantno a. Medutim, u vaznosti je

( 1 k
n

(k+n+i-l ) .
In-)(x)=(n-I)!x

i~ n-l
bi(xy)',

odakle rezultat neposredno sleduje.

PRIMEDBA: 10 Ovaj Popoviciuov rezuItat [1] je osnova prvog dokaza sledece teoreme.

Teorema 21. Ako je a pozitivna n-torka, r i s (1 ;;;;r;£ s) prirodni brojevi,
imamo Q~] (a);£ Q~] (a) sa jednakoscu ako i samo ako je a1= . . . = an,

Dokaz. KoristeCi metod dokaza (i) teoreme 6, dovoljno je dokazati da je

(53)

sa jednakoscu ako i sarno ako je 01= . . . = an, Ovo je analogon nejednakosti (7).
Prvi dokaz nejednakosti (53) (Popoviciu [1]): Ako u posledici 20 stavimo m = 1 i

(~) . 2

(k+n+i-l ) .
bi= k .

1) '
Imamo 2:

1 b.z'= 1 +2z+z2=(l +Z)2~0.

( +n+l- i~O n-
,

n-l
Na osnovu posledice 20, ako je a ~ 0, nalazimo

2m

L bi
C~k+i] Zi

=
q~k]

+ 2q~k+1J z + q~k+2] Z2 ~ 0
i~O

sa jednakoscu ako i sarnO ako je a1 = . . . = an. Stavljajuci k = r - 1, ovo
implicira (53).
Drugi dokaz nejednakosti (53) (Schur: HLP, p. 164): Ako je

A = {(x!, .. . , Xn-l) IXi> 0 (1 ~ i;£ n - 1), Xl + . . . + Xn-l < I},

tada za xn = 1 - Xl - . . . - Xn-l dobijamo

q~](a)=(n-l)!J(a1Xl+'" +anxn)'dxl" .dXn-l'
A

Nejednakost (53) je neposredna posledica integralnog oblika nejednakosti C.

PRIMEDBA:2° Formula gore navedena dovodi do opstijeg rezuItata od teoreme 21: Ako je a
n

nekonstantna realna n-torka, (ada je kvadratna forma L q~+S](a) Xr Xs strogo pozitivna;
r, s=1

n
ako je a nekostantna pozitivna n-torka, tada je forma 2:

q~+s+1] (a) Xr Xs strogo pozitivna.
r, s=l
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5.4. Koristeci ideju iz III. 4.3 i sIicno kao 5tO su uradili Gini i Zappa [I],
mozemo definisati biplanarnu kombinatornu (p, q) potencijalnu sredinu reda
(c, d), gde su c i d (l ;£c-:£n i I ;£d;£n) prirodni brojevi, naime

1

.

(

(;)L! tr ail

j

Pc_qd

(P
lcl (ap

»)
PC~qd

qP'
c, q, d

(a) =
c J~

=
n

n

(n )
d pldJ (aq) .

L! ITaip n

C d j~1
J

PRIMEDBE: 1° Ocigledno, B~'
c; 0, d

=
p~] i B~'

I; q, 1
= Be::'

q].

Sledecu teoremu dokazali su Gini i Zappa [I].

Teorema 22. Neka je a pozitivna n-torka, c i d prirodni brojevi.

(a) ako je 1;£ d;£ d + m;£ n, tada je ~ (d) = B~'
d+m;I,d(a) opadajuca funkcija;

(b) ako je I ;£d<c-:£n, tada je y(c)=B~'c; I,d (a) opadajuca funkcija.

Dokaz. (a) Ovo je neposredna posledica primedbe 2.1.7°.
(b) Iz definicije se Iako dobija

1

B~'
c; I, d

= (fr BI, u; I, U-I )C-d

\u=d+1

i stoga, prema (a), ovo

B~'
c; I, d> B~'

c; I, c-I.

Dalje je

predstavlja geometrijsku sredinu rastucih nizova, te je

1 c-d-I

B~'
c; I, d

= (B~'
c; I, c-Iy-d

(B~'
c-I; I, d)~,

5tO pokazuje da je B~'
c; I, d

tezinska geometrijska sredina brojeva B~'
c; I, c-I i

B~'
c-I; I, d. Kao 5tO smo videli, B~'

c; I,d nije manje od prvog od ovih brojeva
koji, na osnovu teoreme 2.5, prema5uje drugi, cime je dokaz zavrsen.

PRIMEDBA: 2° U dokazu (b) zakljucili smo da je

BI, c; I, c-IS:;BI, c; I, dS:;BI, c-I; I, d
n - n - n

'
i odatle se, za k>O i c<d, dobija

5.5. Whiteleyeva teorema. Identiteti (5) i (50) sugeriraju sIedecu generalizaciju
simetricnih i potpunih simetricnih funkcija i sredina:

Neka je a realna n-torka, s (eft 0) realan, k prirodan broj. s-ta funkcija
reda k, t~'

s](a), definisana je sa

(54)

+00 n

L t!;<'S](a) Xk= IT (I +aix)S
k-O i=1

(s>O),

+00 n

L t~k,S](a)Xk= IT (I -aix)'
k=O i=1

(s<O),
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dok je s-ta sredina reda k koja je pridruzena ovoj funkciji definisana sa

(55)

1

[

t[k. sJ (a)

]

k
W~.,] (a)~

"(7)

(»0), (s<O).

"Alternativna definicija za t~k.sJ(a) je tlk. sJ (a) = 2: IT A. a.ijn
;=1

lj J
'

Ai=(-IYC) (s<O),

gde je

(56) (s>O),

i gde se sumiranje vrsi po svim nenegativnim n-torkama (iI, , . . , i,,) takvim
"da je 2: ij=k.

j~1

PRIMEDBE:1° Po analogiji sap~1 i q~J pisacemo w~k.sJ umesto (W~k.S])k.

2° Ako je s ~ 1, tada je: A~ 1 ako je i ~ 0 i A= 0 u drugim slucajevima je, stoga, prema (56),
t~k.1]

= e~kJ; ovo takode neposredno sleduje iz (54).

3° Ako je s~-l, tada je Ai=1 za svako i i stogaje t~k. -Ij=c~kj(a). Ovo, takode, nepo-

(ns ) (-ns+k-l )sredno sleduje iz (54). Primetimo da je (-I)k
k = k

za s<O,

4 ° Ako je s< 0, svi koeficijenti u t ~k.
sj

su pozilivni. Ako je s > 0 i s nije ceo broj, tada pod
uslovom O~k < s + 1 situacija ostaje ista; medutim, ako je s ceo broj, tada je jedino potreb-
no da bude O~k~ns. Time se objasnjavaju izvesna ogranicenja u teoremama koje ce kasnije
biti formulisane.

5° Na kraju, primetimo da se t ~k.sJ moze izraziti u obliku integrala (BB 1.35). Tako, ako
je s<O i ako je It I dovoljno malo, imamo

+00

(1 )S
1

r
_x(1-Qit) -s-I d-ait ~- e x x,r (-s) .

o
pa je

fr (l-a;f)s=
1

" J exp (- i ai(l-ait) )
i~1 (r (-s) i~1

R"+

"IT -s-I d dxi Xl'" X".
i~1

(57)

OdatIe,

t~.sJ (a)~
1

J (i Xiai )
k

exp (- i Xi)k! (r(-s)" i~1 i~1

R~

"IT -s-I d dXi Xl'" X".
i=1

U ovom odeljku prosiritemo razne osobine simetricnih i potpunih sime-
tricnih sredina na ove opstije sredine. U sledeCim odeljcima, posmatrajuCi jos
opstije sredine, ove osobine bite uopstene.

PoCi cemo od sledeteg jednostavnog rezultata koji uopstava lemu 2 i
opravdava ime sredina.

Lema 23. Ako je a nenegativna n-torka, k (1 ~ k ~ n) prirodan broj, s*O, tada
ie min (a) ~ W~k,sj(a) ~ max (a) sa jednakoscu ako i sarno ako je al = , , . = an,

Dokaz. Ovo se neposredno dobija iz (54) i (55).
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Pre nego sto predemo na generalizacije
navescemo nekoliko lema (Whiteley [2]).

Lema 24. Ako je s>O, vazi

~ t
[k,s]

+ ~ t [k-I,s]=
t

[k-I,s]
n ai n S n

dai dai

drugih osobina simetrienih sredina,

i, za s<O,

Dokaz. Ako je s<O, iz (54) sleduje

+OO

(d [k,S] ) k -sx n

2: -tn x =- I1 (l-akx)S,
k~O dai I-aix k=1

tj.

Ako je s>O, dokaz je shean.

L 25 ~ d [k, s]
k

[k-I,s]
ema . L.,- Wn = Wn .

i~l dai

Dokaz. SumirajuCi rezultate iz Ierne 24 po i, i primenjujuCi Eulerovu teoremu
o homogenim funkcijama, dobijamo trazeni rezultat.

Lema 26. Ako je s<O, vali W~I,S]~W~2,s].Ako je s>O, vazi obrnuta nejedna-
kost. U oba slucaja jednakost vazi ako i sarno ako je a1 = . . . = an,

Dokaz. Kako je

(W~I'S](a)2=~ (.i ai )
2

=~(.i a/+2~.aiaj )
'n ,~I n ,~I I<J

(W [2, s] ( ) 2
=

s-I ~ 2
+

2s
'"n a L., a. L., a. a.,

n(ns-I) i=1
I

n(ns-I)i<j
I J

dobijamo sledeCi rezuItat, iz koga neposredno sleduje lema 26:

=~ 2: (ai-aj)2.
(ns-I) i<j

Glavni rezultat je generalizacija teorema 6 i 21:

Teorema 27. Ako je s>O, k i I celi brojevi takvi da je 1 ~k<l<s+ 1, gde s
nije ceo broj, ili 1 ~ k < I~ ns ako je s ceo broj, tada za a ~ 0, vazi

(58) W~l, s]
(a) ~ W~k, s]

(a);

ako je s<O, vaz; suprotna nejednakost. U oba slucaja jednakost vali ako; sarno
ako je a1 = . . . = an,
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Dokaz. Iz dokaza teoreme 21 i dokaza (i) teoreme 6 sleduje da je dovoljno
dokazati sledeCi Whiteleyev rezultat (2] koji generalise (7) i (52):

Teorema 28. Aka je s>O, k (l ~k<s) cea braj, pri cemu
1 ~k<ns aka je s cea braj, tada za a;?;O vazi

(59) (W~k,
s]

(a»2;?; W~k-l, s]
(a) W~k+l, s]

(a).

s nije ceo braj, ili

Ako je s<O, vazi supratna nejednakast. U aba slucaja jednakast nastupa
aka i sarna aka je a1 = . . . =an.

Dakaz. Ako je n = I, rezuItat neposredno nalazimo za svako k. Posebno, ako
je k = I, rezultat se svodi na lemu 26. Dokaz se zavrsava dvostrukom induk-
cijom po kin. Pretpostavimo da je pozna to da rezultat vazi za svako kin'
(n' <n) i sve cele brojeve k' i n (k' <k) i stavimo

A { ,
>0 '

[k-l,s] [k+l,s] I}= a Ia 1 Wn Wn =.

Tada, pri datim uslovima, A je kompaktan podskup od Rm i stoga
(w~k,s](a»2 na A mora da dostigne svoj maksimum ili minimum prema tome
da Ii je s<O ili s>O. Prema Eulerovoj teoremi 0 homogenim funkcijama je

~ ~ ( [k-l,s] [k+l'S] ) - 2k
[k-l,s] [k+l'S]- 2kL. ai Wn Wn - Wn Wn - ,

i=1 oai

tako da se u A svi parcijalni izvodi od w~k-l, s] W~k+l, s]
ne anuliraju simultano.

Pretpostavimo najpre da je M dostignuto u (ap ... , an), gde je ai>O, 1 ~i~n.
Primenimo Lagrangeove uslove u toj tacki:

o ( [k,S])2 , 0 ( [k-l, s] [k+l, S]) - 0- Wn - /\ - Wn Wn -
oai oai

(l ~i~n),

(60) 2
[k,s] 0 [k,s]_, ( [k+l,s] 0 [k-l,s]

+
[k-l,s] 0 [k+l,S] )Wn -Wn -/\ Wn -Wn Wn -Wn

Oai Oai oai

Pomnozimo svaki od identiteta (60) sa ai, saberimo ih i primenimo Eu-
lerovu teoremu 0 homogenim funkcijama. Na taj nacin dobijamo A= M. Isko-
ristimo (60) da bismo dobili jednu gornju granicu za A. Saberimo identitete
(60) i primenimo lemu 25. Tako dobijamo

2 k W~k,s] W~k-l, s]
= A(k - I) W~k+l,s]W~k-2, s]

+ (k + I) W~k-l,
s]W~k,S]).

Odavde, posle uproscavanja, nalazimo

(61)
W[k+I, s] w[k-2, s]

2k-A(k+ I)=/..(k-I) :[k-l,S] :[k,S] .
n n

Kako je

jednakost (61) postaje

k-l
2k-A(k+I)=-.

fl-

Ako u (62) zamenimo induktivne pretpostavke: fL~ 1 ako
nosno fL;?;1 ako je s < 0, dobijamo A~ 1 ako je s > 0, odnosno
s < 0, Cime je dokaz zavrsen.

(62)

je s>O, od-
A;?;1 ako je
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Ako je, rnedutim, 11= 1, tada je [L= 1, tako da se indukcija takode
moze primeniti na slucaj jednakosti.

Posmatrajmo sada slucaj kada je maksimum M dostignut u jednoj 1acki
koja irna sarno p (p<n) koordinata razlicitih od nule. U tom slucaju je
M = (w1k,sJ(a,)2j(w1k-l, s]

(a') w1k+1.s]
(a'), gde je a' p-torka sastavljena od onih

koordinata koje su razlicite od nule, Prema induktivnoj pretpostavci je M;£ I,
Cirne je dokaz zavrsen.

PRIMEDBE:6° Iz primedbi 2° i 3° sleduje da je (59) generalizacija (7) i (53). Medutim, za
razliku od (7) (videti primedbu 2.1.3°), uslov a>O je esencijalan. Ovo se vidi posmatranjem
slucaja s~-I, n~2, k~2, i a1~-a2'

Posledica 29. Aka je s> 0, k cea braj i 1:;;;;k <s, gde s nije cea braj ili 1:;;;;k <ns
aka je s cea braj, tada za a:;;;:0 vazi

Aka je s<O, vazi supratna nejednakost.

Dokaz. Ova je neposredna posledica (59) i cinjenice

lovirna (:r!(k:I)(k:sl) vece od 1 aka je s>O, tj.

Posledica 30. Aka je s>O, k i I celi brajevi i 1 :;;;;k<l<s aka s nije cea braj
ili 1:;;;;k < I<ns aka je s cea braj, tada za a:;;;:0 vazi

da je pod navedenirn us-

rnanje od 1 ako je s < O.

Za s<O vazi abrnuta nejednakast.

Dokaz. Ovo sleduje iz (59) na isti nacin kao sto (8) sleduje iz (7).

Whiteley je generalisao posledicu 17 na sledeCi naCin:

Teorema 31. Ako je s>O, k ceo braj, k<s+ 1 aka s nije cea braj, tada za
a :;;;:0, h:;;;:0 vazi

(63)

Aka je s<O, vazi supratna nejednakast. Nejednakast je straga asim aka je
k = 1 ili aka su a i h praparcianalni.

Dokaz. (i) Nejednakost (60) je ekvivalentna sa jednom analognom nejedna-
kosti kada se w zarneni sa t i iskoristi oblik (57). To je neposredna posledica
integralnog oblika M (videti M, p. 57).

(ii) Direktan dokaz, primenom metoda slicnom onom koji je koriscen u do-
kazu teoreme 28, dao je Whiteley [2]. Medutim kako se moraju razlikovati
slucajevi s<O, s>O kada s nije ceo broj i slucaj kada je s ceo broj, do!(az je
znatno duii. Kraci dokaz opstijeg rezuItata bice dat u sledecem odeljku.

PRIMEDBE:7° Ako je s ~ 1, nejednakost (63) se svodi na (44). Ako je s ~ -1, nalazimo ana-
logan rezultat za potpune simetricne sredine, koji je dobio McLeod [II:

12 Sredine i sa njima povezane nejednakosti
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8° Ako je s ~ -I>, gde je I> dovoljno mali pozitivan broj, tada je

n
t~k, -6]

= 2: aik+O(1)2),
;=1

pa primenjujuci (63) i pustajuCi da I>-->-0, zakljucujemo da (63) implicira M.

9° Nejednakost (63) je ekvivalentna iskazu da je povrsina w~k,
s](a) ~ 1 u

"kvadrantu" Rn konveksna za s>O i konkavna za s<O.
"pozitivnom"

5.6. Pretpostavimo da je a nenegativna n-torka, 6>0, (Xi,.(1 :;;;:,i-;:;'n;j= 1,2,...)
niz pozitivnih brojeva i definisimo ~i,j (1 :;;;:,i:;;;:,n, .i = 1, 2,J. ..) sa

1 r
(Xi. r =, TI ~i,j"r. j~1

Definisimo, kao sto su to uradili Whiteley [3] i BuI!en [9], funkciju
a f-+g~](a) reda k pomocu

+00 n +00 n

[
+00 fr [3i,j

]2:
g~k](a) Xk = 61] (1 + ~ (Xi,r (aixr )= eIJ 1 + 2: j~I--;~ (aix)' .

k~O /-1 r-I /-1 r~1 r,
(64)

PRIMEDBE:1° Funkcija t~'
s]

iz prethodnog odeljka je partikularan slucaj od g~kl. Dovoljno
je uzeti [3i,rs-j+1 (s>O), [3i,r-s+j-1 (s<O).

~ -->-
2° Opstije, ako je cr pozitivna ili negativna n-torka, redom stavimo [3i,j = cri-j + 1 (cr>O),

[3i,j=-cr;+j-1 0<0). Ovaj slueaj g~] obelezavacemo sa t~;ol. Ako je -; konstantno i
jednako s, tada je t~;

0]
~ t~' s]. Ove funkcije mogu se definisati direktno pomocu jednakosti:

+00 n +00 n

2: t~; olxk~ TI (I +aix)Oi (-;>0), 2: t~k;O]xk=
TI (l-aix)Oi (-;<0).

k~O i~1 k=O i~1

Ove funkcije i njima pridruzene sredine uveo je Gini [5]. Njihovu primenu u statistici
ispitivaIo je vise autora: Gini i Zappa [I], Zappa ([I], [2]), Pizzetti [I], Pietra [I]. Oni su pri-
menili ove sredine da bi definisali razne biplanarne sredine (videti: 5.4). Medutim, kako je
znacaj ovih sredina bio u tome da se nadu pogodne statisticke sredine, ovi autori su izgleda
definisali viSe novih sredina, ali nisu dovoljno ispitivali njihove osobine. Kasnije je Menon
([3]) i ([5]) proucavao ove funkcije i nasao veliki broj njiho'lih osobina. Posebno, Menon je
uopstio teoreme 27 i 28 na ove opstije sredine.

Sto se tice t~, sl (videti primedbu 5.5.4°), izvesna ogranicenja moraju da se stave za

k da bi se obezbediIo da koeficijenti t~k, 01 budu pozitivni. Ako je --;<0, tada k moze biti

proizvoljno; kada je ;;'">0, tada je I-;:;'k:;;;:'1 + min;' kada min -; nije ceo broj. Ako je min cr
ceo broj, komplikovanije je postaviti ogranicenja i za tog razloga se ovaj slucaj obicno izo-
stavlja iz razmatranja (Menon [3], [5]). Medutim, za dokazivanje je potrebno sarno da su
koeficijenti pozitivni, te se svode na ovaj slucaj kada se zna da koeficijenti nikad nisu nega-
tivni, tj. ako je cr, = . . . = crn= s, dovoljno da bude 1 :;;;:'k:;;;:'ns,kao sto smo videli.

3° Menon [6] je dao dalje prosirenje prethodnih primera. Neka je O:;;;:'q<1. Tada je q-bi-
nomni koeficijent definisan na sledeei nacin:

[

S

]

k 1 qS-i+1

[

S

]
~ TI - . (k>O), ~I (k=O),

k ;=1 I-q/ k [:]=0 (k<O).

Ako q-->-I, taoa [: ] -->-(: ). Ako je -; poziti'lna n-torka, definisimo e~k; 0] (q; a) i

elk; 01(q; a) pomocu glkl (a) pri cemu je (f.i r jednako
[

cri

]
i

[

cri+ r-I
]

respektivno. Menonn n 'r r
[6] je prosirio teoremu 28 na sredine pridruzene ovim funkcijama.
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4° Menon [7] je koristio q-binomni koeficijent da bi generalisao p~] na sledeei nacin:

err] (a)
p[r] n

n,q(a)~TI .

Odavde je P~]I (a) ~p~] (a) i p~]o (a) ~ e~] (a). Na osnovu toga sto je [;] logari-

tamski konkavno (videti posledicu 30), Menon je dokazao nejednakost (p~]q)2~p~~I]p~~I].
Ova nejednakost sadrZi obe nejednakosti (7) i (8) kao specijalne slucajeve.

Originalan dokaz teoreme 31, koji je dao Whiteley [1], koristi teoremu 29 (ili 27). U
razmatranom generalnijem slucaju, takvi rezultati ne postoje, ali kao sto je Whiteley [3] po-
kazao, nesto slabiji rezultati su dovoljni.

U slucaju s>O nejednakosti (59) i (58) impliciraju sledece slabije, ali jednostavne ne-
jednakosti (sa ogranicenjima za k i I koja su data u teoremama 27 i 28):

65)

(66)

Ako je s< 0, vaze suprotne nejednakosti. Upravo ovi rezultati bice generalisani nize i
tada ce biti upotrebljeni da bi se dobila teorema ciji je specijalan slucaj teorema 31.

Za s>O nejednakosti (65) i (66) impliciraju jos slabije ali jednostavne nejednakosti:

(67)

(68)

( t
[k, S])2;:o-t

[k-I, s] t [k+ I, s]
n - n n ,

Ako je s<O, mogu se analogno izvesti nejednakosti suprotne nejednakostima (67) i (68).
Medutirn, kao sto cerna kasnije videti, nejednakosti (67) i (68) vaze i za s~-1.

Teorema 32. (a) Ako je a nenegativna n-torka i ako je u (64)
logaritamski konkavno za svako i (I ~ i ~ n), ili ekvivalentno

j-1
~i,j-l ~~ ~i.j]

(69)

tada je

lXi.r (r = I, 2, . . .)

(1 ~ i~n, j= 1,2, .. .),

g~k](a)2 ~g~k-lJ (a) g~k+l] (a) (k ~ I),

g~k](a)l/k~g~\a)l/l (1 ~k~l).

Ako je umesto toga lXi,r(r= I, 2, ...) striktno logaritamski konkavni niz za
svako i (l ~ i ~ n), ili ekvivalentno

(70)

(71)

(72)

tada je

(73)

(74)

~i.j-l ~ ~i,j (l~i~n,j=l, 2,...),

[k]
( )2>k+1 [k-I] ( ) [k+I] ( )gn a = gn a gn a,

k

(1 ~r~k).

Ako se uzme u obzir pretpostavka 0 logaritamskoj konveksnosti, nejednakosti
(72), (73) i (74) su suprotne.

12*
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Dokaz. (a) U slueaju pozitivnih nizova nejednakost (70) se dokazuje jednos-
tavnorn indukcijorn po n polazeci od teorerne I. 8 (a). Posrnatranjern jednakosti
(64) zakljueujerno: Ako je neko od aj = 0, rezuItat sleduje iz nejednakosti za
rnanje vrednosti n.

Nejednakost (71) rnoze se izvesti iz (70) na osnovu iste argurnentacije kao
u teoremi I.

(b) Dokaz je isti kao pod (a) sarno urnesto teorerne 1.8 (a) treba prirneniti
teorernu 1.5.

Slucaj jednakosti. Na osnovu prirnedbi koje s!eduju iza teorerna I 5 i I 8 rnozerno
da ueinirno sledece primedbe:

(i) Nejednakost (70): jednakost vazi ako i sarno ako je al = . . . = an= 0 ili
ako je aj = 0 (i -=I-j) i rf..j,k

2
= rf..j,k-I rf..j,k +I' U ostalirn slueajevirna nejednakost

je stroga.

(ii) Nejednakost (71): jednakost vazi ako i sarno ako je al = . . . = an= 0 ili
ako je a;=O i rf..j./=rf..j.s-I rf..j,s+1(l-;£s;;;.k).

(iii) Nejednakost (73): jcdnakost vazi ako i sarno ako je
ako je rf..j/=rf..j,j-I rf..j,j+l(I-;£i-;£n, 15.j-;£k+ I).

(iv) Nejednakost (74): uslovi su isti kao kod (70).

-+
Posledica 33. Neka je a pazitivna n-tarka i a realna n-torka. Tada, aka je k
prirodan braj, vazi

(75)
-+

(a>O);

-+
ako je a<O, vazi suprotna nejednakost;

(76)

(77)

t~'
cr]

(af> t~-l;crl (a) t~+I;
cr]

(a) (aj;;;'-I,I-;£i;5;;n);

(a> 0)

i ako je aj~ 1 (l-;£i-;£n),

(78)

Dokaz. Iz prirnedbe 2° izvodi se zakljueak da ~j,j zadovoljava (72) ako je

;>0 i suprotnu nejednakost ako je ;<0; ako je aj< -I (l-;£i-;£n), ~j,j za-
dovoljava (69). Ovo po teorerni 32 implicira nejednakosti (75) i (76); da su
ove nejednakosti striktne, proizilazi iz diskusije koju srno napred izveli u vezi
sa slueajevirna jednakosti.

Na osnovu primedbe 3° nejednakosti (77) i (78) sleduju iz teorerne 32 (a),

ako dokazerno da su nizovi [:] i [5+:-1] logaritarnski konkavni za s>O. Po-

srnatracerno prvi slueaj; drugi se razrnatra na sliean naein. Kako je

[;r _ (
I-qs-r+l )(l-qs-r )-I,

[

5

][
5

]

l-qr \I-qr+l

r-I r + 1
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l-qS-X+ 1
dovoljno je dokazati da je XH- f (X) = opadajuca funkcija. Zaista je

l-qX

f' (.:r)=_J_(qs-X+](l-qX)+(l-qs-X+]))IOgq<O (O<q<l).
(l-qX)2

PRIMEDBA:50 Nejednakost (76) opravdava primed be uCinjene u vezi sa (67). Naravno, nejed-

nakosti stroze od (25) su poznate ako je -; konstantno. Do svih rezultata iz posledice 33
dosao je Menon ([5] i [6}). On je takode dobio sliene rezuItate za jedan tip funkcija koji
ovde nece biti posmatran, a koji takode generalise t~k. "I (a) (Menon [2]).

Sada smo u mogucnosti da darno generalizaciju teoreme 28, nalme:

Teorema 34. Ako su a i b nenegativne n-torke i
2, . . .) strogo logaritamski konkavno za svako i
(1~i~n,j=1,2,...), tadaje

ako je u (64) !Xi.r (r= I,
(l~i~n), tj. ~i.j-l>~i,j

(79)

] I ]

g~k] (a + b)k ~g~k] (a)7< + g~kJ (b)7< (k ~ 1).

Ako se pretpostavke promene tako da se uzme slaba logaritamska konvek-
snost, nejednakost u (79) se menja u suprotnu. U oba slucaja jednakost nastupa
ako i samo ako je k = 1 ili ako su a i b proporcionalni.

PRIMEDBE:6° Kako gornje diskusije pokazuju, teorema 31 je partikularan slueaj ovog rezuI-
tata i stoga sledeci dokaz upotpunjuje nasu diskusiju ove teoreme. Metod je sHean onome
koji je koriscen u teoremi 28, kao sto je biIo istaknuto u diskusiji teoreme 28. Medutim,
teorema 32 omogucuje da ueinimo suptiIniju upotrebu Lagrangeovih uslova.

7° Primena opstijih funkcija omogucava diferenciranje pri eemu ostajemo u klasi funkcija za
og[kl

koje se rezultat dokazuje. Jer, kao sto se vidi, ako je g~k] funkcija stepena k, tada je --"-
oam

zadovoljavaju (72) (u obrnutomfunkcija stepena k-I; a sem toga, ako koeficijenti g~k](a)
oglkl

smislu), to isto vazi i za koeficijente ~ (I ~m~n).
oam

8° Takode nije tesko dokazati da, ako je a ~ (a', a"), a' ~ (ai, . . . , am), a" ~ (am+l' . . . , an),
tada je

(80)
k

glk] (a) = "
glk] (a') g[k-r] (a" ) .n ~ n n-m

r~O

Dokaz teoreme 34. Dokaz se izvodi indukcijom po k. Ako je k = I, nema sta
da se dokazuje. Medutirn, da bisrno posmatrali slucaj jednakosti sa indukcijom,
moramo poci od k = 2. Posle dva kvadriranja nejednakosti (79), za k = 2
dobijamo ekvivalentnu nejednakost

n

L ~i.] ~j. ] (~i. 2 ~j, 2 - ~i,] ~j.]) (ai bj - aj bY ~ 0,
i,j~]

i>j

koja neposredno sleduje iz (72). Stavimo sada

A={(a,b)!a>O, b>O i g~k](a+b)= I}.

Pri datim uslovima A je kompaktan podskup od R2n. Stoga g~](a)]/k

+ g~k](b)]/k mora u A da dostigne svoj maksimum ili minimum M, prema tome
da Ii vazi (72) ili suprotna nejednakost. Dovoljno je, zbog homogenosti, doka-
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zati da je M;:;;; 1 u prvom i M ~ I u drugom slucaju. BuduCi da se oba slucaja
slicno razmatraju, zaddacemo se sarno na prvom slucaju. Pretpostavimo da je
M dostignuto u tacki (a, b)EA, gde je

ai>O (i = ij, . .., in,), ai = 0 (u ostalim slucajevima),

bj> 0 (j = jj , . . . , jn2)' bj = 0 (u ostalim slucajevima),

uz uslov I;:;;;llj ;:;;;11, I;:;;;112;:;;;11.(Slucajevi kada je llj = 0 i, iii, 112= 0 su trivijalni).
Razlikovacemo nekoliko slucajeva.

Slucaj I: za neko q je aqbq>O. Tada, primenjujuci Lagrangeove uslove na ele-
mente ai' bj koji su razliCiti od nule i postupajuCi kao u teoremi 23, dobijamo

tj.

(81)

g~kJ(h)(I-k)/k ~ g~kJ(h) = Ag~kJ(a + h)(I-k)/k ~ g~k](a + h).
d~ d~

MnozeCi (81) sa ai i (82) sa bj' sabirajuCi po i= ij, .. . , in, i j = jj, ... , jn2
i primenjujuCi Eulerovu teoremu 0 homogenim funkcijama, dobijamo

(82)

(83)

Stavimo sada i = j = q u (81) i (82), dignimo obe dobijene jednakosti na
stepen I/(k - I), saberimo ih i primenimo (83). Tako dobijamo

(84) (
\
~ g~kJ(a))

I/(k-l)
+ (~ g~k](h»)

l/(k-I)

= A
k/(k-I) (~ g~kJ(a + h»)

I/(k-l)
.

daq dbq daq

d
[k]

Prema primedbi 7° ~ je funkcija reda k
- I, zadovoljava (72) i induk-

iJaq
tivna pretpostavka (84) kazuje da je A;:;;;1. Medutim, iz (83) je M = A, pa je
M;:;;;I, sto je i trebalo dokazati.

Slucaj 2: za svako i je aibi=O (1;:;;;i;:;;;I1), sto ce reci da
(jj' . . . , jn2) razliciti podskupovi od (I, . . ., 11). Tada se (79)

g~k\a' h')I/k ~ g~kJ(a')lfk+ g~kJ(h')lIk,

su (ij, . . ., in) i
svodi na

gde je a' = (ai" . . . , ainJ. h' = (bj], . . ., bjn), iii, na osnovu primedbe 8°,

ct g~,\a') g~~-'J (h') fk ~ g~~J(a')I/k + g~~\h')I/k.

Dizanjem na k-ti stepen dobijamo

,t
g~lJ(a')g~~-'](h')~

,t ( ~) g~~\a')'lk g~~J(h')(k-')/k.(85)
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Ako je 1~r~k-1, na osnovu (74) imamo

(k !g[k](a'»'/k (k !g[k](b') ) (k-r)/k
g [r!(a' ) >-~--"' g ~k-r] (h' »

n,
nl

r!'
2

(k-r)!'

odakle (85) neposredno sleduje.

PRtMEDBE: 9° Nije poznato da Ii nejednakost (42) vazi za sve ove opstije forme. Tako, na
primer, nije poznato da Ii vazi nejednakost

(
c~'](a+b)

)
1/r

S
(

c~J (aL_

)
t/r

+ (
~X]~

)
1jr.

c~-r!(a+b) - c~-r](a) c~-rJ(b)

10° Primenjujuci teoremu 34 na funkcije t~;
cr], mogucno je prosiriti teoremu 36 na ove

funkcije, kao sto je sugerirao Whiteley [1, p. 50].

5.7. Muirheadove nejednakosti. Navescemo sad a jednu generalizaciju elementar-
nih simetricnih funkcija koja se bitno razlikuje od generalizacije ovih funkcija
koje smo do sada posmatrali.

Neka je --; nenegativna n-torka, a pozitivna n-torka, tada je Muirheadova
simetricna IX-sredina definisana sa

(86)

gde je

t

An(a;~=Mn(a;
--;)~'+(ln,

--+ 1
n

(l"
Mn(a; IX)=-, 2! TI ai/

n. j~t

PRIMEDBE: 1° Ako je -;
~ (1, 0, . . . , 0), tada je An (a,;) = An(a), dok u slucaju -;

= (1, . . . , I)
--+

imamo An (a; IX)~ Gn (a).

2° Opstije, ako je IXi~ 1 (1 ~i~r), IXi= 0 (r + 1 ~i~n), tada je An (a;-;)
= P~!(a).

(87)

3° Ocevidno, poredak elemenata u
-; nije bitan tako da mozemo pretpostaviti da je -; opadajuce

Glavni cilj pododeljka je nalazenje uslova pod kojima su dye razliCite
Muirheadove sredine uporedJjive u smislu definicije 45. Odgovor je dat pomocu
pojmova uvedenih u 1.4.3.

--+ --+
Teorema 35. Neka su IX, ~ neidenticne n-torke, a pozitil'na n-torka, tada su

Mn (a; ;) i Mn (a; r;) upored(jivi ako i sarno ako je jedna od n-toraka
--; i [3 pre-

uredenje druge. Preciznije,

(88) --+ --+
Mn(a; ~)~Mn(a; IX),

--+ --+ --+
ako i sarno je ~-< IX ili ako i sarno ako je ~ jedno preuredenje n-torke
--+
IX; pod tirn us/ovirna jednakost u (88) vazi ako i sarno ako je at = . . . = an,

Dokaz. (i) Pretpostavimo da (88) vaii za svako pozitivno a i, sto moiemo, da
n n

--+ --+
~ l3i ~ (li

SU IX i ~ opadajuCi. Ako stavimo at = . . . =an=a, iz (88) izlazi d~1 ~ai~1
UzimajuCi velike vrednosti a i male vrednosti a, ova nejednakost implicira (1.32).
Ako sada uzmemo at = . . . =ak=a, ak+l= . . . =an= 1 (1 ~k&n), tada najveci
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k n

stepen od a u Mn (a; [3) je 2: ~i' dok je 2: rxi u Mn (a; ;). Ako sada pretpo-
i~1 i=1

stavimo da je a veliko, (88) implicira (1.33). Stoga je [3-<;.

(ii) Pretpostavimo sada da je r; -<;, ili prema teoremi 1.12
->

preuredenje od rx. Tada, prema 1.4.3, dovoljno je dokazati
gde je S oblika (1.20), pa da (86) vazi.

Neka je S oblika i pretpostavimo, sto je dopusteno, preuredivanjem

->
da je ~ jedno

-> ->
da je ~ = S rx,

-> ->
rx i ~ da je p = 1, q = 2. Tada je

~I = Arxl + (l - A) rxz, ~z = (I - A) rxl + Arxz,

n! 2 (Mn (a; ;) - Mn (a; r;))

~k = rxk (3~k~n);

~o.

Kako je slucaj jednakosti jednostavan, ovim je dokaz zavrsen.

PRIMEDBE:4° Dokaz dela (ii) teoreme 35 daje jedan alternativan dokaz nejednakosti GA i
od interesa je da se metod izlozi sa svim detaljima. U ovom slucaju, koristeci oznake kao u

posledici 36, imamo [3~

(: J) i :
J ~

D Sk> gde je Sk ~

II: ~ II
i K je matrica tipa

(k + I) x (k + I) definisana pomocu

n-k
-- 0
n-k+l n-k+1

o I o

n-k
--
n-k+1

Ocigledno, svako Sk je jednostavno u smislu primedbe 1.4.3.T. Konkretnije neka je

;k~(n-k,I,..., 1,0,...,0) (k i k+1 jednakih 1 i 0 respektivno) (O~k<n), tadaje

' v J '--v---'
k k+!

n-Z

An (an)-Gn (an)~ 2: (Mn(a; ;c.k)-Mn(a; OC(k+l))
k~O

1 n-Z

=- {2: (a. n-k+l-an-k-I) (a. -a.) a. ...a ):2:0
n!k=O \ 11 '2 il'2 '3 'k+2-

(ako je k ~ 0, izvan zagrade u :E! nema clanova).
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->- ->-
Posledica 36. (a) Ako je a pozitivna n-torka, 0: i ~ razlicite negativne n-torke,
->- ->-
Q«~,

(89)

tada je

An (a; ~:£An(b; (3),

sa jednakoS{;u ako i sarno ako je a 1 = . . . = an,
->-

(b) Ako je a pozitivna n-torka, 0: nenegativna n-torka sa najrnanje dva elernenta
razlirita od nule, tada je

(90) --+
Gn (a) ~ An, (a; 0:) ~ An (a)

sa jednakoscu ako i sarno ako je a1 = . . . = an,

Dokaz. (a) Ovo je neposredna posledica teoreme 35 i (86).

(b) Prvi dokaz (Schur, HLP, p. 50). Neka je [3= (~, ..., ~), y=(1, 0,...,0).

Tada je [3=SI;' ;=SzY, gde je

IX]

1
S[=-J,

n

IX,

S -z-

IX,

(J je matrica ciji su svi elementi 1) i rezultat je neposredna posledica teoreme 32.

Drugi dokaz. Direktan dokaz nejednakosti (90) dali su Bartos i Znam [1]. Na
osnovu GA, za svaku permutaciju (iI' . . . , in) imamo

(91)

Sabirajuci (91) po svim permutacijama, dobijamo desnu nejednakcst u (90).
Zatim, primenom nejednakosti GA iz (86) i (87) izlazi

An (a; ~ ~
( n! fr a;/X j)

lln!

= Gn (a),
n J~l

i to je leva nejednakost u (90). Slucajevi jednakosti se dobijaju iz GA.

PRIMEDBE:5° Prirodno, iskljuceni slucajevi iz posledice su bas oni za koje je An,,, = Gn
ili An,,,=An.

6° Jedno interesantno prosirenje Schurovog rezultata (90) dao je Gel'man [1]. Neka je Fm
simetrican polinom od n promenljivih, homogen stepena m i koji ima nenegativne koeficijen-
te. Tada: (IX)I(a) ~ Fm (a'lm) je konkavna funkcija; to je upravo nejednakost (111.8). Pored to-
ga I je simetricna i homogena funkcija stepena 1. ([3) g (a) = log (F (ealm)) je konveksna. Ovo je

tacka jer je, na osnovu C, I(Vab):£ VI(a) V/(b). Tada, zamenjujuCi a i b sa ea i eb respek-
tivno i uzimajuci !ogaritam leve i desne strane, dobijamo tvrdenje.

Koristeci ove primed be, Gel'man je dokazao nejednakosti

(92)

1

G (a) :<:::(Fm(a) )m:<:::M[mj(a).n - Fm(1) - n
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Dokaz. Posmatrajmo najpre desnu nejednakost u (92). Neka je a ~ b 11m; tada je

~/(An (b), . . . , An (b) (zbog konveksnosti funkcije f)

~ An (b) /(1) (zbog homogenosti funkcije f),

~ (M 1m] (a))m Fm (1).

Posmatrajmo levu nejednakost u (92). Neka je ahlm; tad a, kao gore, sarno primenjuju-
ci ([3), imamo

7° Po analogiji sa (90), Bartos i Znam [1] su definisali

i dokazali nejednakosti

(93) --->
Gn (a)~Gn (a; oc)~An (a).

Ova nejednakost je analogna sa (88). Njena leva strana strana sleduje iz (91), ako se
pomnoze sve ove nejednakosti uzete po svim mogucnim permutacijama. S druge strane je,

---> 1
n

na osnovu GA, Gn (a; oc)<::::-~ L! L ocj-aj. ~ An (a), cime je zavrsen dokaz nejednakosti (93).
- n! n j~1

J

Iz slucaja jednakosti u GA nepos red no sleduje da su nejednakosti (93) stroge osim ako je
a1=...=Qn°

8° Isti autori su takode daIi sledece definicije:

(
n n-I

)
lln

G~ (a)~

D j~O

OCjaj+1 ,

gde je ak~ak-n za k>!l. Slicnim postupkom kao u prethodnoj primedbi oni su dokazaIi daje

(94)

Medutim, u ovom slucaju jednakost moze da nastupi cak i ako a nije konstantno.
1

Tako, na primer, ako je aj~i (1~i~4), 2ocl~2oc2~2oc3~OC4~3' tadaje G~(a)~A~(a)~2.

1
Stavljajuci aj ~ i (1 ~i~n), ocl ~ OC2~

2'
OCj~ 0 (3~i~n), iz (94) dobijamo

l~<:::: (2 n)<::::~2n+2)n.

n+1- n - (n+1)

9° Druge izraze, slicne onima iz primedbe 7°, ispitivali su Dokovic i Mitrovic [1]; takode
videti M, p. 284, 3.6.46 i Mijajlovic [1], Mitrinovic i Dokovic [1].
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Posledica 37. Za O<p-;;;;'1 vazi

(95)
-->- -

Mn (a; ~) -;;;;,Mn (a; cx)P

- -ako i sarno je ~-<p cx.

Dokaz. Da je uslov potreban, dokazuje se kao u teoremi 35 (i). S druge strane,

kako je rt-<p;' primenjujuci teoremu 35 i lemu III. 6, imamo

- --> -
Mn(a; ~)-;;;;'Mn(a;pcx)-;;;;'Mn(a; cx)p.

PRIMEDBE:10° Za [3~ (r, 0, . . ., 0), -; ~ (s, 0, . . ., 0), p ~ rls nejednakost (95) se svodi na (r; s).

11° Primer u primedbi 10° pokazuje da 1< p -; u slucaju p> 1 je potreban ali nije dovoljan
us!ov.

Posledica 38. Neka su a i p pozitivne n-torke. Tada

D
C~IPkak~i)-;;;;'D CtPkak~i)

- -->vazi ako i sarno ako je ~-< cx.

Dokaz. Da je uslov potreban, dokazuje se kao u teoremi 35 (i). Ako je, pak,
~ ~ ~ ~

~-< cx, na osnovu teoreme 1.22 imamo ~= S cx za neku dvostruko stohasticku
matricu S=

II
Sij II, pa je

i rczultat sleduje posle mnozenja.

Posledica 39. Ako je a pozitivna n-torka, r (l-;;;;'r-;;;;'n)prirodan broj, tada je

(96)

sa jednakoscu ako i sarno ako je r = 1 ili al = . . . = an,

Dokaz. Neka se
cxI+"'+cxn=l,

~(l-;;;;'i-;;;;'r).Nije
r

-; prolazi kroz A. Dalje -;o=(~, ...,-;-,0, ..., O)-<-;(;EA), pa koristeCi po-

-+ -~ -+
sledicu 36 (a) imamo An(a; cxo)-;;;;,An (a; cx) (cxEA). Kako je, prema primedbi 2,

An (a, ;0) = p~1 (a), rczultat neposredno sleduje iz teoreme 3.2 (a).

A sastoji od nenegativnih n-torki -; definisanih pomocu
cxl~"'~cxn' CXi=O (r+l-;;;;'i-;;;;'n), CXiceo mnozitelj od

tesko videti da je tada Q~Jr-tastepenasredinaodAn(a,;')kada

PRIMEDBE: 12° Ovaj rezultat bez dokaza dao je Zappa [1]. Napisan pomocu oznaka iz 5.5
to je, u stvari, W~k, II (0)-;;;;'W~k, -I (0). Zappa je dao i opstiju nejednakost koristeCi sredine

izvedene iz t~k, aI, videti prim~dbu 5.6.2, koja se, ako je cr konstantno i jednako s, svodi na

W~k, sl (0)-;;;;'W~, ->1 (0) (s>0). Medutim i ovi rezultati su navedeni bez dokaza. U slucaju
konstantnog cr moze se primeniti metod dokaza kao u posledici 39.

13° Generalizacije rezuItata 0 Muirheadovim sredinama dao je Bekisev [1].
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D. S. MITRINOVIC, P. S. BULLEN, P. M. VASIC

MEANS AND THEIR INEQUALITIES

I

This Monograph will consist of two volumes. The bulk of the material occurs
in the first volume; the second, and smaller, volume will contain the theory of Gauss
means, the axiomatics of means, means in the complex domain, integral means, as
well a variety of means not covered in the first volume.

There are many books on inequalities aimed at the student or non-mathemati-
cian. They usually introduce the reader to a particular kind of inequality, such as
geometric inequalities or mean inequalities. The reader of these books is given a
feel for inequalities and is enabled to progress to the more advanced treatises. Such
books exist in several languages. We mention only a few: in English: An Introduc-
tion to Inequalities by BECKENBACHand BELLMAN(1961), Analytic Inequalites by
KAZARINOFF(1961) and Geometric Inequalities by BOTTEMA,DORDEVIC, JANIC,
MITRINOVICand VASIC (1969); in Serbo-Croatian: Nejednakosti by MITRINOVIC
(1965), and Sredine by MITRINOVICand VASIC(1969); in Russian: Neravenstva by
NEVJAZSKII(1947), and Neravenstva by KOROVKIN (1952); and in Bulgarian:
Neravenstva by MANOLOVand DocEv (1967).

Books on inequalities aimed at the professional pure or applied mathematician
are less common. The first such, that brought some order to this untidy field, is
the classical Inequalities by HARDY, LITTLEWOODand POLYA(1934). Important as
this outstanding work was, and still is, it made no attempt at completeness. Rather
it consists of the total knowledge of three front rank mathematicians in a field where
each had made fundamental contributions. Extensive as this combined knowledge
was there were inevitably certain lacunae; some important results, such as STEFFEN-
SEN'Sinequality, were not mentioned at all; the works of certain schools of mathe-
maticians were omitted; and many important ideas were not developed, appearing
as exercises at the ends of various chapters. The later book of the same title by
BECKENBACHand BELLMAN,appearing in 1961, repairs many of these ommissions.
However this book is far from a complete coverage of the field, either in depth,
or in scope. A book that attempts to cover most aspects of the subject, and where
an attempt is made to give all results in their best possible form, together with either
a full proof, or a sketch of the proof, together with references to where a full proof
or proof can be found, is the recent Analytic Inequalities by MITRINOVIC(1970).

Due to the wideness of the topic of inequalities and to the variety of its applica-
tions none of the above mentioned books is complete on all of the topics discussed.
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Most inequalities depend on many parameters and the natural domain for these
parameters is not necessarily obvious, further this natural domain is not usually
the widest possible range in which the inequality holds. Thus an author, even the
most ambitious, is forced to choose; and then what is omitted from the conditions
of an inequality maybe just what is needed for some particular applications. What
appear to be needed are advanced works that pick some fairly restricted area from
the vast subject of inequalities and treat it in depth. Such coherent parts exist; as
HARDY, LITTLEWOODand POLYA showed, the subject of inequalities is not just a
collection of results. However to date no one seems to have written a treatise on
some such limited but coherent area.

This Monograph takes as its subject means and inequalities related to them.
Means are basic to the whole of the area of inequalities and to many of the applica-
tions of inequalities to other fields. To take one example, the basic geometric-arithme-
tic mean inequality can be found lurking, often in an almost impenetrable disguise,
behind inequalities of all kinds. The idea of a mean is used extensively in probability
and statistics, in the summation of series and integrals, to mention but a few of
many of the applications.

The object of this monograph is to provide as complete an account of the
properties of means that occur in the theory of inequalities as is within the authors'
competence. This book finds its origins in the much more modest Sredine mentioned
above, which gives an elementary account of this topic.

A full discussion will be given of the various means that occur in the current
literature of inequalities, together with a history of the origin of the various inequa-
lities connecting these means. A complete catalogue of all the important proofs
of the basic results will be included, as these often indicate the many possible interpre-
tations and applications that can be made. Also an attempt is made to discuss all
the known inequalities involving means. An extensive bibliography for the whole
monograph will be found at the end of the first volume.

It is in the nature of things that some omissions and errors will be made.
The authors ask any mathematician whose results have been quoted inaccurately
or incompletely, or any reader noticing errors or omissions to inform them.
In this way the second volume can be used to repair major omissions and suitable
corrections can be made in later editions. Since there are several authors we can
adopt the philosophy of C. B. ALLENDORFERand C. O. OAKLEYfrom the foreword
of their Principles of Mathematics: "It is hoped that the book is relatively free of
errors, but each author blames the other for those that may be discovered".

It is intended to keep the account of means and their inequalities up to date
between revisions by a periodical review of new results to be published in the Publi-
cations of the Electrical Engineering Faculty of the University of Belgrade, Series
Mathematics and Physics, or in other journals.

May I, 1977.
Belgrade and Vancouver.

D. S. MITRINOYIC,P. S. BULLEN,P. M. VASIC
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