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NEKE FORMULE KOJE SE ODNOSE NA LEGENDRE-OVE
POLINOME

Dragoslav S. Mitrinovic

U ovom Elanku izvedene su nekolike formule iz teo-
rije LEGENDRE-ovih polinoma i, polazeéi od ovih re-
zultata, pokazano je kako se mogu dobiti neki intere-
santni identiteti.

1. Predmet ovog ¢lanka je, izmedu ostalog, izraCunavanje integrala

. 41 dr
Q) f.dx’ Pon (%) -~ Py (x) d,
gde sum, n, r, s prirodni brojevi (r< <s),a Py (x), (v=m,n), Legen-
dre-ovi polmom1 ¢ija je definicija, u Rodrzgues -ovom obliku,
2) Py )= - ey, =0, 1,2 ..)
d v — v! 2v dx" ’ ’, ’ ) )

Odredeni integral (1) moZe se izraCunati na dva nalina: kao polazna
tatka moze se uzeti ili Rodrigues-ova formula (2) ili formule:

dr
(3) EXT Pm (X) 1

M : r
2{(1”;1_] 2) (2m —4v = 2r+5) Pm—2v — r 4 2[ ] (2m»2v—2}\+5)}
v=1 =2

gde je

m-r .
—2—+1, - ako je m—r parno,
m-r—1

2

+1, ako je m—r neparno;
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2 Dragosiav S. Mitrinovié

ds _
(4) dxs P (0=
O h+s-2 -
Z{( s 1 )(2n—4k—28{5)P,,‘zk_s+zn(2ﬂ—2k—2}l+5)}
k=1
B=2
n-s .o
—2—+1, axo Je n—s parno,
gde je N= n-s-1 .
~2___+1, ako je n—s neparno.

Formulu (3), odnosno formulu (4), izveli smo polaze¢i od poznate
formule {videti, na primer, [1], str. 10}

m— 1

V\'_z—
5 K (x) = 2m—4v -V Pm—op_1,
() dx P,,,“x)ﬁv_z0 ( ) 1

koriste¢i pri tome metodu potpune indukcije.

Medutim, pregledaju¢i kasnije literaturu o Legendre-ovim polinomima,
naisli smo na beleSku u Hobson-ovom delu {videti [2], str. 35} iz koje se
vidi da je F. Neumann {3]') izveo ne samo formulu (5), ve¢ takode i formulu
(3). Hobson daje samo definitivni Neumann-ov rezultat, koji se unekoliko
razlikuje od oblika (3) koji smo mi dobili. Primetimo da je na$ oblik savrSe-
niji po formi od Neumann-ovog.

Posle Neumann-a, G. Palan:a {[17], § 9} je izveo jednu formulu
za d'P, /dx" . Medutim, oblik te formule je veoma komplikovan i stoga

nepodesan za primenu. Uostalom, ni sam Palama nije koristio, u ciliranom
radu, formulu o kojoj je re¢, veé se zadovoljio time $to ju je samo naveo.
Izgleda da Palama nije znzo za Neumann-ov rezultat, budu¢i da ga ne
navodi. Evo ove formule:

Gy Gy or
drP,,/derZ‘ 2 E {(2n — i +3)(2n - 4iy - 4iy+5). ..

ilz 1 fz:l [‘r:|
X(Qn—4i, - . =4, +2r+ 1)Pn—2i,—...— %N+ r},
gde 0y, G,,..., 6, imaju vrednosti

61=[£;“1J, (52:[";22[.14-2],'”’ 5, :[n_2i1_"é_2ir~|+r]-

1) Kad je ovaj €lanak ve¢ bio u Stampi, nj=gov pisac je dobio iz Narodne biblioteke
u Lajpcigu Neumann-ovu studiju [3] u kojoj su na str. 62—63 navedene bez dokaza formule
(3) i (4), ali ne u kondenzovanom obliku kako je to ovde uéinjeno. Neumann-ove formule
uneo je Hobson u svoju monografiju [2]. On takode nije dao dokaz ovih formula. Prema
tome, dokaz formula (3) i (4) dosada nije objavljen, koliko je piscu poznato, ve¢ samo kon-
statacija da je formula dokazana (ranije je to uéinio Neumann i sada nezavisno od njega
pisac ovog clanka).
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Neke formule koje se odnose na Legendre-ove poliiome 3

[r] oznatava najveéi ceo broj koji nije veéi od r.

r s
2. Na osnovu formula (3) i (4), proizvodaz—,Pm(x) . dfs P, (x) moze

se izraziti kao linearna homogena kompozicija proizvoda oblika
Pp (x) - Pg(x).
Vodeéi raduna o dobro poznatoj osobini Legendre-ovih polinoma:
+1 ' 0, m==n,
(6) f Pm(X) « Pp(x) dx=] 2

1 Sprl’ m=n,

dolazi se do sledeceg zakljucka.

Ako je m-r parno i n-s neparno, tada, s obzirom na (3), (4) i (6),
izlazi da je integral (1) jednak nuli.

Ako je m-—r neparno i n-s parno, i tada je ovaj integral jednak nuli.

Ova dva zakljucka mogu se saZeti u jedan jedini koji glasi:

Ako je (m—r)—(n—s) neparno, tada je

J= ddr Pp(x) - d — P, (x)dx=0.
—1

MozZemo ovo iskazati i na slededi nacin:
Ako su izrazi m—vr i n--s razlicite parnosti, tada je J=0.

3. Ako su brojevi m—r i n—s bilo obadva parna, bilo obadva ne-
parna, ili krae kazano, ako je razlika

(m-r)=(n-53)
paran broj, integral (1) moZe se izraCunati postupkom koji e niZe biti
izloZen.
Da bismo na$li ¢lanove oblika

A{P,(x))3, (A funkcija od m, n, r, s),

koji se dobijaju pri mnoZenju izraza (3) i (4), s obzirom na strukturu ovih
izraza, namece nam se da razlikujemo slucajeve:

1° m~r_>n-s;
2° m-r<n-s.
Dovoljno je da se u daljem izlaganju zadrZimo samo na jednom od
ov.h sluc¢ajeva, naime uzeemo slucaj 1°.
Prvi ¢lan oblika A {P, (x)}? dobi¢emo polazeti od uslova
n—-S=m-2v-r+2,
odakle je
_(m-n-(n-s)
B 2
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a to je prirodan broj s obzirom na utinjene pretpostavke 0 parametrima
m, n, r, s.
Da bismo izracunali integral (1), dovoljno je uzeti, umesto (3), izraz

() ZL{(W;II )(Qm 4v—2r+5)Pm_2v—,+g}\I—[2(2m 2v—2x+5)}

gde je
L:————(m—r);(n_—sl+l.
Ako se stavi
(m—r)-(n- )_
T Tk

tada (7) dobija oblik

N oy —
®) E:(7(’"‘"”‘”*"“'2))(2n-2s—4k+5)Pn~
k=1 .

r-1 s—2k+2

;
Xn(m+r+n--s—2k—2}\+5)},
A=2

N ima ranije definisani oblik [videti kod formule (4)].
Polaze¢i od izraza (4) i (8), dolazi se do traZene formule

) S dir, Pm(x) - —— P, (x) dx =
2;{(1{:5;2) (% (irz_——r—?z':—ts)1+k+r—2)(Qn_4k_2s+5)

r s
w [Tm+n+r-s-2k-20+5) []@2n- Qk—2p+5)}’
A=2 p=2
gde N, m, n, r, s zadovoljavaju uslove:

n-s

l 3 +1, n—s parno,
N= C

n-s-1

l 5 +1, n-s neparno;

r>=2,s>2 m-r>n-s;

m-r—-n-s parno.

4. Posmatrajmo sada one slu¢ajeve integrala (1) koji nisu obuhvaceni
formulom (9), tj.
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Neke formule koje se odnose na Legendre-ove polinome 5

+1 d +1
J]P,,, (%) - 5 Pa(x)d _j Pr (). 5 L Py ax,
+1 +1
d d, . d a*
Vgld_XPM(X).IYPn(.X)dx’ Jl ECPM(X)-WPn(X)dX,
(s=2).

Tre¢i od tih integrala srece se u literaturi {videti: [4], str. 282 i [5],
str. 309} i njegova je vrednost

d d n(n+1), m>n, m-n parao;
jd Pm(x) - e (x) dx _{O, m>>n, m-n neparno;
+1

J {m(m-H), m<n, n-m parno;
J; P (x) - I Pu(x)dx—— 0, m<_n, n-mneparno.

Da bismo izratunali integral

+1 .
(P - L Parya,
4 dx

koristicemo formulu (4.
Ako je m< n-s i (n-s)—m parno, tada je

1 &
_Sl Pr (x) - o Pn (x)dx

1
2(n-s-m)+s-—

5(2m+1)( o1 )ﬂ(n+m+s 2}1+3)f[P (x))2 dx

p=2

=2 (;_("_S;T)1+S—l) ﬁ(n+m+s—2p+3).

Ako je m >n-s ili ako je m< n-s i n-s—m neparno, tada je

+1 &
Pp (x) * == Pa(x)dx=0.
S P g Pat
Da bismo izra¢unali integral
+1 d
.( ——Pp(x) « — Pa.(x)dx,

uzec¢emo u pomo¢ formule (4) i (5).
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Formulu (5) napisa¢emo u obliku

d M
Z1}Pm(x)_?,2:(2”1—41/'4-3)Pm—Zv—!—I,
v=1
gde je
ﬁ%_‘n. ako je m—1 parno,

M:
m
2 b
Ako je (m—1)—(n—-s) neparan broj, tada integral ima vrednost nule.
Primenom postupka koji smo upotrebili za dobijanje formule (9), a
koji ovde ne¢emo ponavljati, dolazimo do formule

ako je m-1 neparno.

j'dP(x‘ P,,(x)

2 {(2n—23—4k+5) (“Sl ) ﬂ (?n—2k—2}1+5)},

=2
gde prirodni brojevi N, m, n, s zadovoljavaju uslove:
§s>2, m-1_>n-s, (m—1)—(n-s) parno,

n-s .
—2——+1, ako je n—s parno,
Hu-s-1 .
———2———+1, ako je n-s neparno.

Ako je pak
§>2, n-s>m-1, (n—s)—(m-1) parno,

i ako N ima gore navedeno znafenje, tada je

+1
j.dd P (x) - d ——Pn (x) dx=
-1
M | — — 9 s
22{(7("-S—mj1)1+l’+s— )(2m—4p+3) I1 (m+n+s—2p—2}1+4)},
n=1 $- n=2
gde je
m-1 -
—§—+l, za m—1 parno:

M=
m
17’ za m—1 neparno.
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Na kraju navedimo i ovu formulu:

+1 .
J P, x) - %Pn (x)dxz{Q’ m<_n-1, n-m neparno;

0, u ostalim slu¢ajevima.

5. Ako je m =n, formula (9) postaje
+1 dr

ds L
(10) _Ia,—l’n(x)-an(x)dx:

Qi{(kﬂ—Q)(}? (s—1)+ k+r—2>(2n_4k_ 2545)

~ W\ s-1 r—1
xT1 (2n+r—s~?k—2k+5)[;[ (2n-2k—2p+5)},
A=2 n=2 .
uz uslove
r>=2,8>2, s_>r $—r pamno;
N ima ranije definisan oblik — videti formulu (4).

Ako je osim navedenih uslova ispunjen i uslov r=s, tada formula (10)
dobija jednostavniji oblik

(11) T {3(,% P (x)}2 dx=

=1

N 2 s
2y “’”3‘2) @n-4k—25+5) [] (2n~2k—2x+5)2},
“~=, s-1 Nz

gde je s>2 i gde N ima napred dati oblik.

Za r=s=2 formula (9) obuhvata, kao partikularni slucaj, poznati rezultat
{videti: [5], str. 309 ili [4}, str. 308}:
g d

_IE‘?PM(X) . EFP” (x)dx = 2i4(n = Dn(n+1)(n+2)[Bm(m+1)—n(n+1)+6],

pod uslovom da prirodni brojevi m i n zadovoljavaju uslove:
m_>n, m-n paran broj.
Stavimo li u (9) r=y=2, dobijamo
1 g2 d?
(12) T Pm(x) G Pa(x)dx=

—1

2> k(’”‘” +k)(2n—4k+1)(m+n—2k+l)(2n—2k+1),
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gde je
n
5 Zan pamo,
N= n—-1
~5~» Za n neparno.

Ako su m i n parni brojevi, tj. m=2p, n=2v, tada zbir koji se javija
u relaciji (12) dobija oblik

2D k(p—vk) (4 - 4k+1) (e +2v - 2+ 1) (4v - 2+ 1),
k=1
Sumirajmo najpre izraz (p<Cv)

14
E(p,v,p)EZk(p—v+k)(4v—4k+1)(2}1+2V—2k+1)(4""2k+1)'
k=1

Posle izvrSenih transformacija dobija se

P
E(p, v, p)=2p+2v+1) (4v+1)? (p—v)k_Zk
~(Av+ 1) [6p (2u+ 1)~ 14v(2v+1) - 1] Dk
. k=1
P
+8(n+3v+1)(2p-6v—1) D4
k=1

p
+20 (4v-+1) Dkt
k=1

p
~16 > 5.
k=1
Ako se upotrebe formule

4 1 £ 1
D= 5p(p+1), Ekzzgp(pﬂ)(?pﬂ),
k=1 =
P
(13) st— pE(p+1)%, Z M= (p+1)(2p+1) Bp+3p- 1),
k:l :

& 1
2 =150t (0 + 122"+ 2p - 1),

tada, posle izvrSenih transformacija, dobijamo (p>v)
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i a2 d2
(14) d e Pon (0 G Pac () dx=2E(p, v, )
E%V(V-i‘l)(Qv— 1) (2v+ 1) [Bp(2n+1) - v (2v+ 1) +3].

Poslednja formula je u saglasnosti sa sledeCim poznatim rezultatom
{videti na primer [4], str. 308}

+1
> d2 d2 .
(15) _jldeP,,,(x)- — Pa () dx=
(n+2)l )
4_!(n_—2)'[3 m(m+1)-n(n+1)+6], m>n, m-n rarno;
Am+2)L [3n(n+1) m(m+1)+6], m<n, n—m parno;
il(m - 2)! P ST ;
0, u ostalim sluéajewma

Da bismo se u ovo uverili, dovoljno je ovde staviti m=2p, n= 2v.
Ako su m i n neparni brojevi, naime: m=2p+1, n=2v+1, tada zbir
koji se javlja u (12) postaje

22/((}:. v k) (4v - 4k +3) (2 + 2v ~ 2 +3) (4v — 2+ 3).
k=l

Sumiranje tog izraza moZe se izvrditi na napred navedeni naclin.
Su nirajmo najpre izraz (p<{v)

y4
F(p, v,p)sz(p—v+k)(4v- 4k +3) (20 +2v — 2k + 3) (4v - 2k + 3).
k=1

Kada se izvr§e neke elementarne transformacije, debija se:

P
Fp, v, p) = (p - v) (4v +3)2 (2}1+2v+3)2 k

k=1

— (4v+3) [6p(20+ 3) — 14v(2v + 3) — 9] §k2

k=1

p
+8(}1+3v+3)(2}1—6v—3)2k3

D
+20(4v +3) 3kt

Y4
—162k5.

k=1
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Uzimajuéi u obzir formule (13), posle izvrSenih transformacija, dolazi
se do formule (p > v)

1 g2 d2
(16) ) a}:Pz}l_;_](x)-zj—)c—z-sz-+1(X)dXEQF(}l,v,v)
1
3
Dobijeni rezultat je u skladu sa formulom (15), u 5to se uveravamo
ako u (15) stavimo

viv+ 1) (2v + 1) (2v + 3) [Bu(2p + 3) — v(2v + 3) + 5.

m=2p+1, n=2v+1.

Prema tome, formule (14) i (16) mogu se skupiti u jedinstvenu
formulu (15).

6. Izra¢unaéemo sada integral (1) na drugi nacin.
Na osnovu Rodrigues-ove formule (2) moZemo pisati:

+1
dr ds 1
(1) J G Prl) s P () b =y

+1
[ Dt f(x)-Dr s g (x) dx,

gde smo uveli skracenice:

v

szdd L f)=e—1)m, g(x)=(2-1)".

xV

Posmatrajmo sada integral

+1
(18) Inir,nis= | Dn+7f(x) - D1+ 5g(x)dx,
=1

i pretpostavimo da je m—r_>n-s, kako bismo §to lakse doveli u vezu
rezultate iz ovog paragrafa sa onima dobijenim ranije, u § 3 ovog ¢lanka.
Parcijalnom integracijom dobijamo redom ove relacije:

Imyrnps=[DmH7 =1 D' Fog]l  —lmir—ynistr,

+1
Im-|—r—1, n+s+1=[Dm+r—2f * Dn+s+1g]—1~ mt+r—2, nt+s+2,

. +1
1m+r—k, n+s+k=[Dm+rkk_1J' * D”+s+kg]__1 ~lm4r—k—1,n+s+k+1,

+

1
Imt1, n+ s+r—1=|Dm"f - Dnrtstr—1g] l_[m'n+s+r_
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Iz ovih relacija sleduje

-
(19) /m+r,n+s:2(‘l)k*l[Dm"H—kf‘ D”+l+k_1g]j:’
k=1
buduéi da je
+1
qm qrts+r
(20) [m, n+s+rE—‘/‘l a;\;m(x2~ 1)m . Wﬁ (.Xz— l)n deO,
ako je
(21) m-r_>n-s.

Zaista, poslednji integral, posle m parcijalnih integracija, postaje
gntstrtm
(=T j(xz—lyf rerm (2= Drax.
Kako je, prema (21),

m+s_>n+r,
bice _
n+s+r+m=(m+Ss)+(n+r)y>2n+r),

pa odatle izlazi

qrts+trt+m 5
Ry (x2-1)*=0,
budu¢i da je
den +2r
W (Xz* 1)"50

Na osnovu ovoga dolazimo do veé¢ navedenog rezultata (20).

7. Izve$¢emo sada jednu pomoénu formulu koja ¢e omoguditi da se
Im +r, n+s eksplicitno izrazi kao funkcija parametara m, n, r, s.
Uocimo izraz

Drts(e—1yr, G Drte{(x— 1y (x-1))

i izracunajmo njegovu vrednost za x=11 za x= - 1.
Primenom Leibniz-ove formule dobijamo
(22) Drts{(x+1)"(x-1)y"}=(x+1yDrts(x-1)"

+("f3)p(x+1)n Dr¥s—1(x-1y +(n;S)Dz(x+l)"D"+s—2(x—1)" +

n+s
+

! )D"(x+l)”D”+S—k(x—1)" bt (=1 Drts (x4 1)n,
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Za x=1 svi ¢lanovi ovoga izraza jednaki su nuli, osim ¢iana za koji je

n+s—k=n, tj. k=
Taj €lan ima oblik

(23) (n:S)D* (x+1)nDn (x— 1)
i za x=1 njegova vrednost je
2,,4,,!(":8) (n-1)...(n-s+1),
tj.
(24) [Drts (x2— 1))y =20~ *n! sl(”;“‘)(;’).
Clanovi koji dolaze ispred i iza ¢lana (23) su respektivno
(;’fls)Ds—'(xH)n D1 (x - 1),

n+s s+ 1 nnn—1 —_1\n
(s+1)D (x+1y1 D=1 (x—1}n.

Za x=1 njihova vrednost je nula, a takode i svih ostalih ¢lanova na
desnoj strani relacije (22), za istu vrednost x=1.
Istim postupkom nalazimo

(25) [Dr+s(x2-1) |y — =(-2)r—5nl s! (”:S) (;’) §>0.

8. Na osnovu formula (24) i (25), formula (19), posle niza izvr8enih
transformacija, postaje

(26) I,,,_H,R+s:[1+(—1)’""+"“*]ml nl 2m—rta-s+l
r
_1k_|r_k! S+k_1!<m+f—k)( m)(n+s+k"1>( n >'
szl( ) ( ) ) r-k r—k s+k-1 s+k-1

Analizom formule (26) dolazimo do ovih zakljucaka:
19 Ako su izrazi m-r i n—s razliCite parnosti, tada je
1+ (- ym—rtnr—s=(Q,
i stoga
I +rn+s = 0;
2% Ako su izrazi m—r i n-s iste parnosti, tada fe

27 Imtrnts=mlnl 2m—rtn—s+2

S )

=1 \ s+k~1 s+k-1
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Prema gornjem, imamo ove rezultate:
f
0 e
(28) 1 S P (%) - P,, (x) dx =0
ako je: m-r_>n-s i ako je (m-r)—(n-s) neparno;

o ds
(29) 20 j i P () - 5 Pa () dx =
. -1

w SOk

k=1
ako je m-r_>n-s i ako je (m-r)—(n-s) parno.
Identitet (29), za r=s i m=n, dobija oblik
+

(30) fi{ P ] dv—=

) S n+s—k n n+s+k—l)< n )
2.-2s _ 1 k—1/¢o_ 1 _ ! ‘
2 ,Zl( L =it +k-1) ( s—k >(s—k)( s+k-1 \s+k-1

Posle analize izraza $to se nalazi na desnoj strani posledaje relac je,
dolazi se do Cinjenice da je ovaj izraz deljiv slede¢im proizvodom od Zs
faktora:

(n+8)(n+s-1)(n+s-2)...(n—-s+1),

§to se drukcije moZe napisati:

<n+s

2s ) (@)t

9. Uporedujuéi upotrebljene postupke (videti: §§ 3 i 6 ovog ¢lanka)
za izraCunavanje integrala (1), moZemo konstatovati:

1° da se do zakljuCka da integral (1) ima vrednost nule, ako su m—r
i n~s razliCite parnosti, lakSe dolazi polazeéi od formula (3) i (4) i kori-
ste¢i osobinu ortogonalnosti Legendre-ovih polinoma, nego kada se za
polaznu tacku uzme Rodrigues-ova formula (2);

2° da se dolazi do jednostavnijeg izraza za in'egral (1), kada su razlike
m—r i n-s iste parnosti, ako se pode od Rodrigues-ove formule;

3° da se dobija identitet:
N ) — )
31) z{klu—s L)< (m—r—n-s)+k+r- )(2n—4k—23+5)

0 s-1 r-1

X [T(m+n+r-s—2k-2+5) n(2n—2k~2}1+5)]5
A==2 p=2
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r

e N S (i i ety P |

k=1
gde je:
m-r_>n-s, {m-ry)—(1-5) patno, S_>2, r_>2,
n-s
|T+l, n--s parno,
N =

n-s-1
l—T—+l’ n—$ neparno.

10. Na jednom primeru pokazaCemo primenu izvedenih obrazaca.
Izra¢unajmo,

+ 1
= S (P (x)}
Za n parno, 1j. za n=2v, primenom postupka iz § 3 ovog c¢lanka, dobijamo
(32) 2Jav=12.22 0 (4v-5)(Av—-1)2 (4v - 3)2 +

+ k2 (k+1)2 (4v - 4k — 1) (4v - 2k — 1)2 (dv - 2k + 1)2+
+{(v—-1)2v?.3 - (2v+3)2(2v+1)2

Na desnoj strani poslednjeg izraza ima ukupno (v - 1) sabiraka, Sto je
u skladu sa opStim rezultatom, jer je u ovom slucaju
n-s-1

N=2m—+l=v-1.

Izraz (32) moZemo sumirati po slede¢oj metodi. Prethodno ¢emo su-
mirati izraz

k
(33) DUR (1) (v - 4k - 1) (4v - 20 - 1) (4v - 20+ 1)
A= )

Ako zbir (33) oznalimo sa d (v, k) tada je
2Jov=06(v,v-1),

tj. u ¢ (v, k) treba mesto k staviti v-1.

Zbir (33) je polinom po X desetog stepena. KO@flC\]GHtI tog polinoma
su funkcije od v.

IzraGunavanje zbira (33), a zatim (32), elementarne je prirode, ali je
ono zametno narolito ako Zelimo da dobijemo rezultat u jednom podesnom
obliku. Taj ra¢un ne¢emo ovde izvoditi, ve¢ upucujemo <citaoca na clanke

6] i (7].
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Medutim, ako za izraunavanje integrala J.. primenimo obrazac (30),
imamo

16J2v~k2‘:(-1)" H3- k)'(2+k)'(2v3+3k k)(3 k) (2vk++22+k)(k2:2)

<R E)
T
LB (20v> <20v) <2v : 5) (25v> _

15(2v £3) (2v+2) (2v + 1) (2v) (2v = 1) (2v = 2) (12v* + 128 1 Tv2 4 21+ 30).

Prema tome, uporedenjem dobijenih rezuliata dolazimo do identiteta

v

kEkz (k+1)2 (4v — 4k — 1) (4v — 2% - 1)2 (4v — 2% + 1)
=1

£6<2V+3

. )(]2v4+ 12v3 4 7v2 4 Ov + 30).

Na slican naéin dobijamo obrazac za integral

41

_j (P (x))2dx.

2341

11. Istim postupkom mogli bismo doé¢i do formule za integrale oblika:
o d d
Vo P - o () + o Pa () d,
-1
ali bi oza bila daleko komplikovanija nego $to je formula (9)
Takode bi bilo interesantno izraziti

.
xrd—fFP” ®) i = p,(x) (s prirodni brojevi)

d r
kao linearnu homogenu kompoziciju Legendre-ovih polinoma.

I druge formule sli¢ne vrste bile bi od interesa.

Pregledajuci litetsruru o ovim polinomima, a naroito vaZna dela
zbirke formula kao Sto su: [1], [2], [5], [8], [9], (10], {11], (12], [13], [14
nismo naidli ni na formulu (9) koju smo ovde izveli, a joS manje na formule
koje napred predlaZemo da se izvedu.



16 Dragoslav S. Mitrinovié¢

12. Polazeé¢i od Neumann-ove formule (3), mogu se izvesti razne ne-
jednakosti za izvode Legendre-ovih polinoma.

Tako smo, izmedu ostalog, dokazali ove rezultate:

ds : s! rz) n+$)
0 . —
1 dxs P () <23 (s < s
(n=1, 2, ... ; s<(n)
za xe[-1, +1];
dS n2$
o 12?”" )<
(n=1,2, ...; s
za xe[-1, +1};
ds n2s
0 — ~ —
3 LERS P,(x)|~= | 95
(n veliko — prirodan broj; s << n)
za xe[-1, +1};
| as (n+s+1)
0 IR B A
4 dxs P (x)l< 25 sl
(n=1, 2, ... ; s<n)

za xe[—1, +1]

Detaljne dokaze ovih majorantnih formula dali smo u naSoj raspravi
(18] koja je nedavno objavljena. U ovoj su navedene i nejednakosti koje su
izveli G. Sansone [19], M. Picone {20] i drugi.

A. A. Markoff i W. A. Markoff [21], posle upotrebe komplikovanog
aparata matemati¢ke analize, dokazali su sl:deéu teore.nu:

Ako u (a, b, a<b, prlinom Q,(x), stepena n, zadovoljava ogranitenje
LQn (x) <M, (M data pozitivna konstanta),
tada u (a, b) za izvod Q,¢Y(x), s< n, vaZi ogranitenje
25 n%(n%-12)(n2-2%)...[n®~-(s-1)}] M
(2s- 1l b-a)y
Ova majorantna formula za Legendre-ove polinome P, (x) dobija oblik

n’(n2—1%)(n%-22)...[n2—(s— 1)
(2s-1)!

QA (x) 1 <<

(34) | Pa® (x) | <<

za xe[ -1, +1].
Od interesa je da se nale, gore navedene majorantne formule, uporede
sa formulom (34).
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RESUME
QUELQUES FORMULES CONCERNANT LES POLYNOMES DE
LEGENDRE 1) -

Dragoslav S. Mitrinovié

1. Dans cet article on établit, entre autres, les formules suivantes rela-
tives aux polynomes P, (x) de Legendre.

+1

) ‘ d(fcr’ P (x) - pn (x) dx =
% {(2/1—23 4k+5)<k+31 )(%(m_——r—,;‘f)ww_z)

X1 (mensr—s 2k-215 I1 (2n—9}1—2k+5)},
A=2 M=2

les nombres N, m, n, r, s vérifiant les conditions suivantes:
1° r>2,s>2, m-r>n-s;
20 (m-r)—(n-s) pair;

n—s . .
—2~+ 1, si n—s est pair,
3 N=
n-s-1 . . .
5 +1, si n—~s est impair.
Tear s
(1D .YEFP"‘ (x) - Fx—sP" (x) ax=0 pour (m-r)-{(n-s) impair.
-1
+1
dl’
(111) _51 P (x) - (x) dx=

r

I e TR

k=1
en dénotant par m, n, r, s, des nombres naturels satisfaisant aux conditions
suivantes:
m-r’>n-s, (m—r)~(n*s) pair.
+1

(v) J

1) Nous remercions vivement MM. les Professeurs J. LENSE (a Miinchen} et A.
ERDELY I (a Pasadena, USA) qui ont bien voulu lire le manuscript de ce résumé.

ds
& Pr(x) dxz
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DX e oy N [ orian) [V

La derniere formule, présentant un cas particulier de la formule (1II), est

caractérisée par le fait que Vexpression définissant j‘[ P, (A)} dx est

divisible par le produit suivant:
(n+s)(n+s-1)(n+s-2) ...(n—s+1)..

2. Dans cet article, on donne aussi les formules pour les cas qui sont
mis a part dans la formule (I).

On indique, de méme, quelques identités qui mettent en évidence,
encore une fois, le fait que la théorie des polynomes de Legendre peut
servir comme une source d’identités intéressantes, dont la formation se
ferait autrement avec assez de difficulté.

3. L’auteur n’a pas rencontré dans la littérature les formules susmen-
tionnées a l'exception de deux cas particuliers quoiqu’il ait feuillete des
traités principaux concernant les fonctions sphériques {cf. [1], [2], [5], [11],
[12]}, ainsi que des recueils de formules importants {cf. [9], [10] {13}, [15]}4

Les deux cas particuliers en question sont les suivants:

+1
d n(n+1), m_—>n, m-n pair
10 _
de Pm (x) dx P (x) dx= {0, m-n impair.

Ce résultat est cité par exemple daas [5], p. 309.

+1 42
20 §d2p,,,() P,l(x)dA—

5‘4(,1— 1) n(n+1)(n+2) 3m(m+ 1) - a(a+ 1) +6},
avec m_>n et m—n pair.
Le dernier résultat se trouve dans [4], p. 308, ainsi que dans [5], p. 309.

4. A la fin de cet article, on indigue sans démonstration quelques
formules majorantes pour les dérivées des polyndmes de Legendre, comme

par exemple:
Lp, (s ){ o)

(n=1, 2, ... ; s<n)

pour xe[—1, +1L
Les démounstrations de cette formule ainsi que des autres sont données
dans la Note [18] de P'auteur, tout récemment publiée.



